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1.  Ogni  frazione  con(mi(a  periodica  semplice  a  perioda  stmntelrìco 


1 

«.-1 


-    ) 


ai  oltiene  per  lo  sviluppo  di  un  irrazionale  di  2"  grado  che  è  radica  di  un'  equa- 

TOL.  ZXXllt.  1 


UigitzfiO.^GoOC^IC 


){2K 
afone  a  cocfficienlt  razìoìiall  della  forma  : 

{\)  Px*-Qx-P  =  0. 

f       f  -i 
InTatti  ;  sieno  —  ,  -^ — ,  l'ultima  e  la  peniillima  riilottn  tlal  ncr.odo.  Si  lia  ; 


Ha  il  periodo  essendo  simmetrico:  (7„  =  /'„-t.  Conscguentemente 
ff„  a;*  -  (/;  -  Ér„.,)  x-g„  =  Q 

e  questa  è  appunto  della  forma  (1). 

2.  Reciprocamente:  Ogni  irrazionale  di  2"  grado  che  è  radice  di  un'equa- 
zione a  coefficienti  razionali  della  formai  Px*  — Qx-P  =  0:  è  sviluppabile  in 
frazione  confinila  periodica  BempUce,  a  periodo  simmetrico. 

Infatti  :  siccome  la  (1)  b  contenuta  in 

(2)  Pai*  -  Qx  -  R  =  0  j 

die  secondo  Lagrangc  è  sviluppabile  in  frazione  continua  periodica ,  siamo  sicuri 

che  un  certo  irrasionnle  X,  radice  della  (1)  ,  dovrà  svilupparsi  esso   pure  in  fra- 

f  f 

Kione  continua  periodica.  Indicando  con  -^=^  ,  —  la  penultima  e  l'ultima  rìdolln 

del  periodo,  se  ff„  =  /'„-i,  esso  è  simmetrico.  Pertanto  tutto  si  riduce  a  far  ve- 
dere, perchè  il  teorema  sia  dimostrato,  che  sussiste  questa  relazione. 
A  tal  fine  si  osservi,  che  avendo  in  generale 

(3)  3,  a'  -  (/;  -  Qn-i)  ce  -/■„_,  =  0  . 

e  questa  essendo  soddisfatta  qualunquQ  sia  il  valore  di  ce ,  potremo  sempre  fare 
in  modo  che  la  (1)  e  la  (i)  ammettano  una  radice  comune  (X),  perchè  devono 
fsii'tpre  dei  valori  tali  di  ff,  ,  f^  ,  ff»_i  .  ta-i  ■  che  soddisfano  la  (3),  quando  sì 
pon{;a  !K  =  X. 

Ora,  ò  noto  che  fé  un'cquiiiionc  di  2"  grado  lia  una  radico  irrationalo,  essa 
t:  Irriducibile  nel  cr.mpo  dei  numeri   raiionali;   pertanto  la  {8i  6  irriducibile  in 


,y  Google 


)(  3  )( 

questo  campo.  Abel,  poi  ha  dintostrato  (*)  che  se  un'  equazione  ammette  una  ra- 
dice di  un'altra  cquiizione  irriducibile,  la  ammette  tutte  ;  conseguentemente  la  (I) 
è  soddisfatta  da  tutte  le  radici  della  (3),  e  siccome  è  anch'essa  di  ì"  grado,  si 
può  dire  che  la  (I)  e  la  (3)  hanno  le  stesse  radici.  Ha  se  due  equazioni  hanno 
le  stesse  radici,  j  coclllcìenti  omologhi  sono  proporzionali.  Avremo  quindi: 

a„  _-ft«.. 
p  -  _p 

onde    g^  =  f„.,. 

3,  La  simmetria  del  perìodo  potrebbe  anche  dimostrarsi  altrimenti.  Inratti 
basterebbe  far  vedere  che  se  nella  (2),  P=K.  deve  essere  nello  sviluppa)  della 
'razione  continua 

90  =  9»  .  9i  =  9n-i  ' 9v-i  =  9v+i . 

ma  il  procedimento  grncrale  essendo  alquanto  laborioso ,  mi  limito  a  provare  la 
proposizione  in  parola  nel  caso  in  cui  il  periodo  sia  della  forma 

(*) 


Posto  P  =  B,  dobbiamo  allora  dimostrare  che  si  ha    9o  =  9i- 
All'uopo  osservo  che  una  delle  radici  della  (2)  è  data  da  : 


e  .illora  ponendo  : 


Ponendo  ancora  : 


Q  + 

,/Qr 

H-iPR 

2P 

' 

Q  +  n/Q^ 

IPB 

SP 

'•'   3 

(2Pil. 

-Q) 

t,/Q"  +  4PB 

-2(P?.'-Q?,-B) 


_  -  I  i?,(iPi;.'  -  ÌQ<i.  -  m  +  (8Pg.  -  Ql  i  +  ^/y  +  i  P« 

"'*       5|(Pi).'-«'/.-B)9,"  +  (iPg,-Q)(l,  +  P|  ' 

(*)  Oeuvres  complèteB,  T.  I  pag.  116. 
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[8g,|(Fi;.'-Qi;.-R)7,'+(<'Pi;.-Q)7.-H'H-»g,(P7.'-Qg,-R)+(2P7.-QlH-VQ'-HeR 
-mil'q,'-l)q,-«)q,'+<ÌPq,-'ììq,+t'WH2q,ieq,'-liq,-S)t(!9q,-l)liq,Ht'I,'-Ììq,,-«ìì 

Perchè  ìt  periodo  sia  della  forma  (4),  siccome  devo  essere  Xx=x,  afremo  che  ; 

Q  =  2?,I(P?.'-Qi!.-Il)9,'  +  (SPl.-Q)?,+P|  t  S?,(P?,'-Qg.-B)  +  (!P9,-<Ì) 
e 
P  =  -l(Pi.'-Q'7.-i')1,'-K2Pg.-Q)?,+Pii.'+|23,-PV-Qi!.-R)KJPi,  Q)|i7.+ 

+  (P'ì.'Q.'-Qg.-B) 

0  anche  : 

P|?.'?i'9.+2Mi1i+?i+9.'9i+7.|-QIMi'9iH.?.+?.?i+>1-II|iIi'').+?iI  =  0 
e 
Pi  -  ?.'  q'  q<  -  5?.  •?,  «■'  -  q,'  -  29,'  9, 9.  -  29. 9.  -  9n'  - 1 1  + 

0  I  9.  9i'  9."  +  9i  9i'  +  29,  9i  9i  +  9.  +  9. 1  +  B  I  9i'  9."  +  291  9i  +  I  I  =  ». 

Eliminando  Q  ,  si  trova  : 

(S)  K|29,9,  +  9i'9.'+l|-P|9.9i'9i+9.9. +9.91  +  1  1=0. 

La  (S)  esprime  la  condizione  perchè  il  perìodo  della  frazione  continua  sia  della 
forma  (4) ,  e  deve  esser  sempre  soddisfatta  qualunque  sieno  9,  ,  9i  ,  9,  (*)■ 
Ma  se  P  =  B  ,  la  (5)  si  riduce  a  : 

9. 9i  +  9i'  9i'  -  9.  9i'  9i  -  9. 9i  =  0  ! 


(*)  La  condizione  porcile  un  irrazionale   di  2°  grado  sia  svilnppabile  in   fra- 
ne contìnua  della  forma 
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K  5  )C 

e  Rllora  perchè  questa  risulti  soddisfatta  qualunque  aieno  Qo  ,  St  ,  Qxt  dobbiamo 
fare  Qt  —  Qf  llunque  ecc. 

4.  Si  6  visto  clie  gli  ìrrazionnli  di  2°  grado,  che  sono  radici  di  un'equazione 
del  tipo  (1),  si  siiluppano  in  frazione  continua  periodica  semplice  a  periodo  bÌui- 
metrÌGO    Ha  se  consideriamo  una  frazione  contìnua  periodica  del  tipo  : 


So  + j- 


il  cui  periodo  simmetrico  è  : 


questa  si  ottiene  come  lo  STiluppo  dell'irrazionale  di  2"  grado  che  è  radice  di  una 
equazione  della  forma  (2). 

Infatti  :  la  (6)  può  considerarsi  come  una  fraziono  continua  periodica  semplice 


ò  evidentemente  che  : 
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1 

■      J 

1 


«■- 

9. 

«I  *  • 

-  .   _  J 

I 

Le  fz-ìt.z:  i^V.i  S.Ta.i  lì]  .  le  rui  n  lei  5020  srXj-'pibOi  in  fnziooi  con 
I  ■-;.*  ci..k  •..T=.i  «  .  3*»4E->  f-<rtì  avfrc  uni  foma  ?.?«.:?.  Per*s.  sttaic  s-^bito 

-P  7,'-:   -y/,  :i*-.2P7,-Q;a;-P  =  ii;        e«. 

3.  S«t.=?  le  ra:>ì  d^::»  I)  devcLo  essere  di  sr.-nj  ci^irina  e  inierse  do» 
■:-;.■  i::rk.  è  eili^Lie  e.*  sirsc-o  fra  loro  ::.;a-.:ci  i  p?:;..i.  de:;;  frai-oaì  eoDlinue 
;*r  l:  ;Le  t-a:;  .::  a  perlaio  s::LZ3!lrTCJ  che  si  0:;  aj:r,>  per  lo  sriljppo  degli 
-rr.i  ;:.il::  ri;:rt.-<Lt=L;j  li  nix.  5i*i*?;  su  p>:rf.2)  a^s-rsre  j;  più  cbe  saranno 
tri.  l.n  ;:»r..-;iper:i:=d:djer.-ji;;aiec=:-..?reri:J:chem:>te  jc  e  j:'  a  periodo 
t.z^tireo-  je  r^tiesu  *:so  raii:i  di  asi  :^.-:-s;ai  ejjuioa»  di  '•  .'raJ-> 

,^. -^ 

^r:t.;:ra  d  G-1  frMioM  cùr^ilaai    x  .   ?erio!ica   m-su   a  perioJo   simatetrico. 


ij'-fe  y  *  la  rafiee  di  oa'eqn-'iior.e  dì  2*  prado  della  forma  (l-. 

La  ••  raìce  'jr*.  de:i"e<jtiai::.ne  di  2'  grado  dì  cui  uni  è  x,   si  otterrì   e?i- 
:e&t«aier>te  poa*C'ìo  nella  reì.-ziooe  precedeoìe    —  in  luo^o  di  y;  epperciù  : 
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0)  /•r-i!7r.t-/r-l?r-i  =  (-ir'. 

E  siccome  la  condizione  neccssariit  e  suiDcicnte  perchè  iluc  irr;izionalì  posilivi 
X  a  x'  possnno  svilupparsi  in  finzioni  conlinuc,  Kusceltibili  di  esser  tcrminatR  co- 
gli slcssi  quozienli  comiileti ,  è  che  sietio  legati  uno  all'  altro  per  mezzo  di  una 
e  +  6 
c  +  b'  ' 

tivi  0  negativi  che  soddisfano  alla  condizione  ab'—a'b  =  ±{  (•)  ;  concludiamo  sen- 
z'altro che  X  B  x'  avranno  lo  stesso  periodo. 

6.  Vediamo  ora  di  dimostrare  la  proposizione  seguente ,  che  si  riferisce  alle 
frazioni  continue  periodiche  miste. 

Ogni  frazione  continua  periodica  mista  a  periodo  simmetrico: 


(8)  x  =  ao+^--p- 


",  + J 

q.  + 

i'  +  -.,  ^j 

8i  Olitene  per  lo  sviluppo  di  un  irrazionale  di  2'  grado  c/ic  ò  radice  di  un'equa- 
zione a  coefjicienli  razionali  della  forma  ; 

(9)  I  P(8V»  -  8%-i)  +  Qg,-,  g,-i  ì  a;»  - 

-  12P(f,-,g^,-f,-,g,.,)-t-Q(Uig.-.+f,-jg,-.)!a'4-lP(P,-»-fV-.)+Qrr-,f,-»!  =  0; 

^=^  ,  ■^^  essendo  le  due  ultime  ridolle  che  corrispondono  alla  parla  non  pa- 
Tiodica. 


(*)  V.  T.  A.  8erret.  Ooura  d'Algebre  Supérieure  S'*'»^  ed.  T.  I  pag,  34. 
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i a+  ^/a'  +  l' 


-a+^/a»  +  l  I 


~a+-Ja}  +  i 


9.  Ma  possiamo  ancora  supporre  che  a  sia  Trazionario.   In  tal  caso   esseDdo 
a  =  -  ,  l'irraBionale 

8 

sarà  sTiluppabilo  in  frazioae  contiaua  periodica  mista  a  perìodo  simmetrìco,  e  la 
parte  non  periodica,  costituita  delta  frazione  — . 

Per  dimostrare  questa  proposizione  direttamente  basta  porre  : 

•Jr*  +  ì*       r      _1_ 

8  "   8        Xt 


(*)   Essendo   l'irrazionale   VA  considerato  dal  Serret,  compreso  in  quelli  che  si 
deducono  dall'equazione  di  2°  grado  : 


in  cai  R  è  una  quantità  razionale,  a  un  numero  intero  qualunque  ;  e  a'  an  divisore 
di  (o*±l)  ;  perchè  gli  irrazionali^  radici  di  questa  equazione,  si  sviluppano  iu  fra- 
zionì  continue  terminate  cogli  stessi  quozienti ,  e  aventi  il  periodo  simmetrico ,  o 
formato  colla  successione  di  dae  serie  simmetriche ,  in  cui  una  [<a&  ridarsi  ad  nn 
sol  termine  (t.  Serret  1.  e.  pag.  58)  ;  possiamo  evidentemente  concludere  ohe  tutte 
le  radici  della  (m)  che  si  sviluppano  in  fi-azione  continua  periodica  mista  a  periodo 
simmetrico  sono  anche  radici  della  (9).  Viceversa  però,  non  tutte  1»  radisi  della  (9) 
possono  essere  radici  della  (m). 
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8  T+  •Jr*+  8* 


-r+  Vr*  +  8' 


Ma è  una  delle  radici  dcU'equazioae  : 


cbe  i  della  forma  (l) ,  dunque  ecc. 

10.  Fossiauio  ancora  verificare  a  posteriori  die  le  due  radici  della  (9)  hanno 
lo  stesso  perìodo.  Perciò,  siccome 


f,- 

s,., 

^-»  on  Ir-' 


Q  4-  VQ'  +  tP' 
1  «5  tr-i 


fr-, 

Q+VQ'  +  4P'  ,, 
2P            +''- 

9,- 

Q+  »/Q'+*P'  .  . 

2P            +"'-■ 

f,. 

2P            *''-' 

S,- 

Q+  Vtl'  +  4P'  . 

„p            +9,-. 

basterà  far  vedere  che  A.B ,  A',B'  sono  nuoierì  interi,  positivi  o  n  ^'itivi,  tuli  ciic 

(li)  AB-i'B  =  ±l. 

Ka: 

^,^  Q  W,-,  +  Bg,-il  +  2P  (tf,-t  +  Bj,,,)  t  (Af,,,  +  Bg,.,)  v/li'~4P^  . 
Q (Ar„  +  B-j,.,)  +  2P  (A/,.,  +  B'j,.,)  +  (Ar,.,+  B'j,_,)  ^|V  +  iP  ' 


=,  Google 


)(  >2:)( 

e  iillorn  per  determinare  A  ,  B  ,  A' ,  B',  si  lianno  i  sistemi 

A  (Q/;.,  +  S  P/-^,)  +  B  (Qj,.,  +  ■!  P5,_,l  =  Qf,_,  -  i  P/;_, 

ir,-,  +  B|7,_,  =  r,-, 
e 

l     A'iQ/;_,  +  2Pf,.,)  l-B'(Q!;,.,  +  2P(,,_,)  =  Qj,_,-2Pa.., 
1    AY,-,  +  B'u,.,  =  j,.. 

Risolvendo  si  trova  : 

j     A  =  (-  !)'-•  (f,_,  g,_,  +  4_,  5,.,)  =  _  B- 
I    B  =(-!)'    (r,.,  +  /^V,)  ; 

\    A'=(-1)'-Vi,',.,  +  5',_,) 

ed  6  facile  veriflcare  ct)e  la  (14)  h  soddisfatta. 
li.  Da  ultimo,  siccome  : 

(T,-,  +  n,.,) (av,  f  3',.,)  =  (^,-,  9,-,  !■  /;-.  5,-=i'  ±  I 

nossiaino  ancora  concludere,  elio  csscaiio   -'—  ,  o  —  (tue  ritf'Jffc  coiuei'fttfi'c   ili 

Li  !/r-.       a, 

Uìta  frazione  continua  ^ualurif^tie,  sono  sempre  vcrìGcato  le  conifruenzc  : 

(/r-l  17,-.  +  !.-,  ?r-.'  S  ±  1  [  n"»'l  If ',-.  t-  f'r-,)  ì 

e 

(/;.,  jr-,  +  /•,-,  3,-,)"  3  ±  1       [  mod  to',,,  +  av,  )  ). 

Genova  13  l!(oTemt>ro  1894. 
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SULLA  TEORIA  DELLE  EQUAZIONI  DIFFERENZIALI  LINEARI 

MONOGBAFIA 

DEL 

Oott.  GIORGIO  FLORrOIA 
{Conlinuazione ,  v.  Voi.  XXX.II,  p.  86-132). 


YIII. 

A)— PaBsiamo  ora  a  determinnre  la  forma  che  gli  elementi  di  un  sottogruppo 
del  sistema  fondarne ntHlo  del  signor  Hamburger  assumono  nel)'  intorno  ilei  punto 
singolare  a,. 

Denoti  ^  la  funsione  in  cui  si  trasforma  y  quando  la  variabile  imlipcnilcnte, 
che  indicheremo  con  i,  si  aumenta  di  una  unità. 

Allora,  servendoci  dei  risultati  dati  dal  calcolo  alle  dìETcrcnze,  possiamo  detcr- 
miiinro  la  forma  dello  funzioni  1/%  ,yt>  •  ■  •  che  soddisfano  alle  relazioni 


(I) 


(2) 


»», 

=  ".». 

%. 

=  <»,». 

+  y, 

2f. 

=  »■!/■  +  ». 

log  (ai - 

«.) 

2«i 
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od  oaservìamo  che,  quando  la  variabile  x  compie  un  giro  attorno  al  punto  a, ,  1& 
funzione  I  si  cambia  in  (+  <  ;  da  cui  arguiamo  che,  se  nelle  funzioni  che  rappre- 
Bcntano  la  forma  delle  y  determinale  dalla  condisione  di  soddisfare  alle  relazioni 

(1),  ili  luogo  di  I  scrÌTÌamo  -— ■    .    '- ,  otteniamo  la  forma  delle  funzioni  y  di  a; 

che  soddisrnno  alle  stesse  relazioni  (1)  ove  però  si  intenda  per  ^y  la  funzione  in 
cui  si  trasforma  y  quando  la  variabile  a  compie  un  giro  attorno  ad  a^ ,  cio&  si 
ottiene  la  forma  degli  elementi  di  un  sottogruppo  del  sistema  fondamentale  del 
Sig.  Hamburger. 

a)  Le  relazioni  (1)  si  possono  anche  scrivere: 

{&  -  IO,)  y,  =  0 

(3)  C»  -  w,)  a,  =  y, 


Facendo  l'operazione  &  — u,  sulla  seconda  di  questo  relazioni  e  tenendo  conto 
delia  prima  si  ha 

(4)  ia-w,)*!/»-0 

che  licn  luogo  della  seconda  equazione  del  sistema  (3). 

Similmente  facendo  l'operazione  (à  -  w,}*  sulla  terza  equazione  del  sistema  (3) 
e  per  la  (4)  si  ottiene 

(9-i.>,)»y,  =  0 

elio  tien  luogo  della  terza  equazione  del  sistema  (3).  * 

Cosi  continuando  sì  viene  a  sostituire  al  sistema  (3)  il  seguente 

O  -  M.)  y,  =  0 

(5)  O-w,)V,-0 
(&-w,)»y,  =  0 
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La  lettera  y  (eoa  o  sema  iiulìcì)  indichi  una  funEÌone  di  l  avente  per  periodo 
l'unità.  Allora  la  Funsione  ¥,|(»t'  soddìsra  alla  relazione  d— u,  =  0  e  perciò  pos* 
siamo  porre 

Balla  relazione 

(S  -  co,)*y,  =  (a  -  wi)  [  (s  -  w,)v,]  =  0 

risulta  che  la  funzione  <3— (o,)t/j,  soddislacendo  alla  condizione  d-(u,=0,  ha 
la  stessa  forma  di  j/,  e  da  ciò  risulta  anche  che  possiamo  determinare  la  forma 
di  Vi  senrendoci  della  seguente  relazione 

(6)  0-w,)yt  =  <pMWi 

cbe  tien  luogo  di  (9  ~it>()*y,  =  0. 

Per  tale  determinazione  perù  occorre  prima  richiamare  la  seguente  forinola 
del  calcolo  alle  differenze: 


0) 


ove  è  staio  posto 
(8)  (W  =  I((-1)  .  .  .  ((-n+I). 


Per  n  =  1  si  ha 


p-".) '-#-'=»<■ 


Confrontando  questa  colla  (fi)  si  vede  subito  che  j/,  si  può  porre  uguale  ad 
una  funzione  della  forma  l^!— *—  coll'aggiunta  dì  una  funzione  ,  come  y, ,  che  si 
annalla  quando  vi  si  applica  l'operazione  d  -  u, .  Si  ha  quindi  per  y, 

''*  (0,  w, 

Dalla  relaziono 

{3  -  (o,)»j/,  =  (9  -  w,)M  (3  -  w.l  »i  ]  =  0 

tolta  dal  sistema  (&)  risulta  che  la  funzione  i9-w,)]/|,  la  qualo  soddisfa  alla  eoa* 
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dizione   (3-ii>,)*  =  0,    hn  la  stessa  forma  di  j/,  e  che  quindi  si  può  doterminars 
la  forma  di  y,  colla  condizione  che  essa  soddisQ  alla  relaziono 


che  tien  luogo  della  relazione  (&— w,)'ya  =  0. 
Si  ponga 

y»  =  X  +  T  ; 
allor»  si  ba  per  determinare  X  la  relazione 

e  per  determinare  Y  la  relazione 

tiì. 

Confrontando  la  prima  con  quella  che  8i  ottiene  da  (7)  per  n  =  2,  si  vede  che 
X  è  della  forma  XH_'- —  coll'aggiunta  di  una  funzione  che  si  annulla  quando  vi 
si  applica  l'operazione  9  — (■>,.  Si  ha  quindi  per  X 

2(0,*  (0,* 

similmente,  confrontando  la  seconda  coll'equnzione  (6),  si  vede  che  Y  deve   avere 
la  stessa  forma  di  y^  cioè 


Y  = 


fnf^f'-t  I  ?.«■><' 


Posto  ora  (pr  +  f ,  =  <Fii  >  si  ha  per  y^ 

Gontinuando  n  questo  modo  si  trova  che  lo  funzioni  y  determinalo  dalla  sola 
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condizione  di  soddisfiire  alle  relnzioni  (5)  hHnno  l;t  seguente  forma  : 

y,  =  w,'9„ 

S»  =  ^  [<Pi.  +  ?«'J 
(9) 


6}  novfìndo  ora  esprimere  J/i  .j/i  .1/1  .  —  in  funzione  di  x  bisogna  anzitutto 
sostituire  in  esse  ('*' ,  (<*'  , . . .  coi  loro  s>iliippi  ditti  dulia  (8). 

Do]io  lille  sostituzione,  poìcht  f''  e  un  polinomio  di  grudo  X  in  r,  le  funzioni 
2/t  'Vi.  •-•  ricevono  una  forma  aiiiiloga  alla  prceeilcnte  ove  però  invece  di  l'^'  venga 
posto  l^;  e  poìclifi  le  funzioni  5  sono  arbilrarit',  possiamo  cspiiinero  ancora  le  g 
colle  stesse  nguaKl>^»i<^  (9)- 

È  inoUre: 

(0,*  =  CD,  =  (aj  -  Olì 

■'=(2^)Mob>(^-»„) 
e  con  queste  soslituEioni  lo  funzioni  i/,,!/it  •  del  sislema  (9)  assumono  la  forma 


y,  =  (x-a.)  '  [9„  +  ìii'nH"  -  ",)] 

k 
V>  =  te-(ii)     [»ii  +  5.ilog(ic-o,)  +  ?olog'(i>l-0|)l 
(10) 
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e  rappresentano  gli  elementi  di  un  sottogruppo  del  sistema  fondamenta  le  del   si- 
gnor Hamburger  nell'intorno  di  Of. 

Le  grandezze  &,  ,/f,,...  sono  i  valori  ^-ilogu,  e  le  9  sono  funzioni  monodro- 
me  continue  e  finite  nell'intorno  di  a,-  eccello  in  a,(*),  o?e  sono  discontìnue. 

B) -  Piissiiinio  ora  a  determinare  sotto  quale  forma  si  presentano  ncirintorno 
di  Qi  gli  elementi  di  un  sottogruppo  ilei  aiàtemn  fon ilii mentale  del  signor  Jordan. 
In  questo  caso  le  relaiioni  cui  devono  soddisfare  lo  funzioni  y  sono  le  seguenti*: 

3yi  =  ««'4  (!/»  +  ?/,) 


(')  Le  fanzioni  f  nell'  intorno  di  a^  sono  monodrome  per  la  propriet&  delle  f  (f) 
di  avere  il  periodo  uguale  all'  UDÌt&  e  sono  finite  e  continue  per  la  proprietà  degli 
integrali  di  essere  finiti  e  continui  dappertutto  eccetto  soltanto  nei  punti  singolari 
per  i  coefficienti  dell'equazione  differenziale. 

Nel  punto  Of  però  le  funzioni  tp,  o  soltanto  alcune  di  esse,  devono  essere  di- 
scontinue ed  in  tal  caso  hanno  nel  punto  a^  una  eiugolarìtà  essenziale  ;  ma  la  di- 
scontinuità deve  essere  separata  dagli  infiniti  cioè  a  dire  possono  diventare  infiniti 
soltanto  nel  punto  a^  e  non  per  punti  infinitamente  vicini  ad  a,-.  Alcune  delle  9  ed 
in  casi  special],  che  tratteremo  in  seguito,  anche  tutte  possono  nel  punto  a^  essere 
soltanto  infinite  e  non  discontinue  ed  allora  il  punto  «^  è  per  esse  un  punto  singo- 
lare non  essenziale.  La  diversa  natura  della  singolarità  dipende  oltreché  dalla  scelta 
dell'  integrale,  dalla  natura  della  singolarità  che  hanno  in  quel  punto  i  coefGcienti 
dell'equazione  differenziale. 

Ad  ogni  modo,  poiché  queste  funzioni  sono  certamente  monodrome  continue  e 
finite  in  una  corona  circ<dare  di  centro  Of  esse  ammettono  uno  evilnppo  in  serie  di 
Laurent,  il  quale  è  anche  convergente  per  punti  infinitamente  vicini  ad  a^. 
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le  quali  si  possono  anche  scrìvere: 

C9-w,)i/,  =  0 

(II)  0-w,)i;t  =  ".yi 


Facendo  l' opcrazions  &  —  w,  sulla  seconda  di  queste  equinioni  e  tcnemlo  conto 
della  prima  si  hti  : 

(12)  O  -  w,)»!/,  =  0 

cbe  tien  luogo  della  secoiiila  equazione  del  sistema  (11). 

Similmente  facendo  sulla  terza  equazione  l'operazione  (3— to,)*  e  per  la  (I?) 
si  ba 

che  tien  luogo  della  terza  equcizìone  del  sistema  (11).  Gasi  continuando  si  ritorna 
dal  sistema  (11)  al  sistema  (S)  e  però  le  funzioni  y  anche  in  questo  caso  assu- 
mono nell'intorno  di  Oi  la  forma  tinta  dulie  relazioni  (10),  ma  queste  funzioni  ora 
rappresentano  gli  etementi  di  un  sottogruppo  del  sistema  fundaincntale  del  signor 
Jordan  ncll'  intorno  di  Of. 

C)  —Le  relazioni  (IO)  danno  anche  la  forma  degli  sviluppi  nell'intorno  di  a^  de- 
gli elementi  di  un  grujipo  del  sistema  fondamentale  del  signor  Fuchs. 

Infatti  le  relazioni 

9y,  =  w,  y, 

^Vj = "li  Vt  +  *•«  V»  +  "i  y» 


oyGoòglc 


X  so  X 

cui  soddisriuio  gli  iiitf>p;riili  dì  un  gruppo  del  sistRinii  fuii  l;imi!nt:i1o  <lcl  Fuchs   si 
possono  porro  anclie  sotto  la  forma 


e  fiiccmlo  sulla  sicond;!,  terza ,  .  .  .  ,  ili  (iiiosto  equ.iiioni  ri  spetti  vamcn  te  e  succns 
sivamcntc  io  opcnizioni  3  -  w,  ,  (3  -  w,)»  ...  e  tenendo  conto  ogni  voltai  ilell>ì  re- 
lazioni oKeniitc  prcccdcntcmcnlD,  sì  ritorna  dì  nuovo  al  sistema  (5). 

D) —  Raccogli'^uilo  i  risultati  finora  olterititi  si  lia  : 

Se  (■>(  è  xtn-i  radice  semplice  dell'cipiiiziunc  roudamentalc  pi^rtìnonto  al  ptinto 
singolare  a^,  tanto  nel  sistema  Tondamcntiile  del  Fiicits  come  in  quollo  dell'Ham- 
burger e  del  Jordan  a  qupsta  radice  cArrispondc  un  sulo  integrale  della  for.na 

(13)  y  =  ix-a,)^^ 

ove  è  fc  =  TT—lostii,  coi  una  runztanc  monolroma  finita  e  continua  netl*ìiUor- 

no  di  Qi, 

Sia  b>,  una  radice  |Ji,-upla  dell'equazione  fomlamentale  pertinente  al  punta  sin- 
golare «(. 

a)  Nel  sistema  fundamenlnle  del  signor  Fuclis  a  questo  gruppo  di  {jl,  ruilìci 
corrisponde  un  gruppo  di  |i,  integrali  che  si  presentano  sotta  la  (orma 


('*)         Vh  =  (»-»()  *2i  T»f  ['og(=c  -  «i)]^-'    per    (ft  =  1  -2  .  .  .  (i,). 


Le  grandezze  ft,,''t'"->^i>  rappresentano  i  valori  di  t— '.  logu,  :  dunque  esse 
dilTeriscono  fra  di  loro  solo  per  numr;rì  intieri  e  sono  determinati  a  meno  di  nu- 
meri intieri  additivi.  Le  Tunzioni  f^^ ,  clic  abbiamo  scelto  per  fissare  la  forma  di 
questi  integrali  sono  state  scelte  colta  condizione  di  essere  monodrome,  finite,  con- 
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'  tìniic  nell'intorno  di  a^;  ed  in  quest'intorno  sì  fanno  sviluppare  per  mezzo  di  due 
s<;rii;  di  potente  di  cui  Tuiiii  procede  secondo  le  potenze  ili  x-Of  con  esponenti 
inltcri  positivi,  l'altra  con  esponenti  intieri  negativi. 

Sinno  w,  ,(ij,  ,...,  u,  di  oioltiplicità  )t,,)i [a.  te  radici  dell'equazione  fonda- 
mentale pertinente  ni  a^.  Oltre  M  gruppo  (!i)  corrisponlentcìncnte  alla  radice  u, 
iibbtumo  un  gruppo  di  ìx^  integrali  simile  ;il  gruppo  (!i)  e  cosi  per  idj.Ut ,...,(■>. 
Fra  gli  integrali  dì  uno  stesso  gruppo  non  passa  alcuna  relazione  line;iro  a  coof- 
Qcieotì  costanti;  la  totalità  dei  gruppi  costituisce  il  sistema  fondamentale  del  si- 
;;nor  Fuchs. 

Una  funzione  lineare  omogenea  a  coedlcicnti  costanti  degli  elementi  di  uno 
stesso  gruppo  ha  la  forma  di  quell'integrale  de)  gruppo  che  contiene  il  logaritmo 
el-.Tato  al  maggior  esponente.  Cosi  l' integrale 

('5)  f,!/,  +r,y,+  ...  +  r^^y^^ 

li<i  la  forma 


("»)  (a'-«i)  NÌpl'^,p'''e^''a'-«<- 


Ciò  si  può  subito  verificare  se  si  ha  cura  di  sostitijifft  nella  (15)  per  y  gli 
sviluppi  dati  «lalle  (14)  e  noll'esprpssione  cosi  ottenuta  di  mettere  assieme  i  coef- 
Gcicnti  di  ugual  esponente  del  logaritmo:  Ih  somma  di  questi  cocrflcicnti  è  anche 
essa  una  funzione  monodronia  continua  e  finita  nell'intorno  di  n,  ci  inlicabile 
quindi  con  fa. 

Segue  (la  ciò  elio  una  funzione  lineare  omogenea  a  coedìcicnti  costanti  degli 
integrali  del  sistema  fondanientiile  del  signor  Fuchs  ha  nfll'  intorno  di  o^  la  forma 

Ci  I^ 

(1")      e,(x  -  o/'  2pcp^,p  Iog^-'(a;  -  ai)  +  c,(a:     a/'  ^J  f^^pIog^'VaJ  -  a*)  t- .., 

^' 
. .  .  +  c^{cc  -  a/"2jp  9^„p'og*'*(aJ  -  n*) 


..-,1*,  non  dilTeriscono  per  numeri  intieri  né  per 
xero. 

b)  Nel  sistema  fondamentale  del  signor  Hamburg<:r  e  del  signor  Jordan  alla 
radice  p^-upls  w,  corrisponde  un  gnippo  di  ;jl,  integrali  il  «prili;  si  divide  in  sot- 
togruppi. Fra  questi  sottogruppi  consideriamo  quello  che  contiene   il  maj^gior  nu- 
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mero  di  elementi.  Se  nel  detenniDaiite  A  u)  è  ^i  l'esponente  del  primo  divisore 
elementare  relntivo  al  fattore  lineare  to  -  w,  ,  questo  sottogruppo  contiene  e,  eie" 
menti  che  nell'  intorno  dì  a^  si  prcscniimo  sotto  la  forma 

h 

08)  yft  =  (aJ-a/*Sp?ftpl'>g^"'(35-«;)    per    (h=\.i..    ej 

ove  le  grandezze  fc,,ftj,.  .jfc^,  nippresentano  valori  arbilrariaraente  scelti  di  -r— .logw, 

e  le  funzioni  7  sono  monodrome,  continue  e  Unite  nell'  intorno  dì  a^. 

Sia  inoltre  r,  l'esponente  del  (irimo  divisore  elementare  del  determinante  A (m) 
rciiitìvo  al  fattore  liacare  a  —  ta^  e  cosi  e,  ,,..,  e,  siano  gii  analoghi  esponenti  re- 
lativi ai  fattori  hneari  u  —  u,  ,  .  . .  ,  u  -  (<}„,  ove  m,  ,  u,  ,  .  .  .  ,  <•]„  sono  le  altre 
radici  dell'equazione  A  (u)  di  multipliuità  l^  ,|t]  >-  >  l^,-  Allora  oltre  ul  sottogruppo 
(18),  corrispondentemente  alla  radice  la^  abbiamo  fra  gli  altri  un  sottogruppo  di  e, 
elementi  analogo  al  sottogru(ipo  (18)  e  cosi  per  to,  ,t^)^,  .  ,(<»„.  I.a  totalìi&  dei  irruppi 
costituisce  il  sistema  Tondamentale  del  signor  Hamburger  0  del  signor  Jordan. 

Una  funzione  lineare  omogenea  a  coemcicnti  costanti  dpglì  integrali  dì  un 
gruppo  ha  la  stessa  forma  di  queir  integrale  del  gruppo  che  contiene  il  logaritmo 
elevato  al  maggior  esponente.  Così  per  esempio  ,  se  1/, .  t/j  ,.  ,,  y^  appartengono 
tutte  allo  slesso  gruppo,  relativo  alla  radice  u,  la  funzione 


dove  A  è  un  valore  arbitrariamente  scelto  dì  -— .  log  io,. 

Quindi  una  funzione  lineare  omogenea  a  cocHicicnti  costanti  degli  integrali  del 
sistema  fondamentale  dell'  Hamburger  0  del  Jordan  ha  la  forma 

e,  et 

09)     c,(a;-a()    ipT^^plog^'  (a:-ai)4-c,(a!-o,)  *  7^9,  p!og'^"\ic  -  Cj)  +  ... 


.  +c,(a3-0j)  -^.p^.^plo/"    (aJ-Of) 


dove  fc,-  è  un  valore  arbitrariamente  scelto  rti  — -logw,  e  perciò  /e, ,&,,...,&,  non 
dilTcriscono  fra  di  loro  per  numeri  intieri  né  pt;r  zero. 
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E)-Uii  integr&lfì  qualunque  dcirequ.iziotie  diCTcronzialc  data  espresso  per  mezzo 
del  sistema  forni  amen  tale  <lol  signor  Fuciis  assume  nell' intorno  di  a,  la  forma  (H) 
cil  espresso  per  mezzo  del  sistema  fondamentale  dell'  Hamburger  o  del  Jordan  as- 
sume la  forma  (19).  Paragonando  le  due  espressioni  (lì)  e  (19)  si  rende  manife- 
slo,  poiché  in  generale  è  e,  <  ji,  ,  e,  <  ^,  ,  .  . .  ,  e„  <  1J.„ ,  il  grande  vant:i|fgÌo 
die  si  Ila  dal  sostituire  al  sistema  fondamentale  del  Fuchs ,  qtnillo  dell'Hambur- 
ger o  del  Jordan.  Il  miissinio  riintaggio  si  lia  quando  è  e,  =  I  .  .  .  e„  =  I  ;  il  mi- 
nimo Tiintaggio,  ed  in  tal  caso  le  due  espressioni  (17)  e  (19)  hanno  la  stessa  for- 
ma   si  ha  quando  è 

e,  =  Ii,    e,  =  ii,  .  .  .  c„=|i„. 

F)-Qui  ora  vogliamo  dimostrare  che  tutti  gli  integrali  dell'i^quazìone  dilTeren- 
siale  sì  possono  mettere  in  un  sol  modo  sotto  la  forma  (17)  u  (lìi)  nell'intorno 
.del  punto  singolare  a,- 

A  tal  uopo  basta  diinoslrnre  che  un'espressione  della  forma  (17)  non  può  essere 
identicaiTiente  uguale  ad  un'altra  della  stessa  forma,  ovvero,  portando  tutto  in  uno 
stesdO  membro,  che  un'espressione  di  questa  forma  non  può  essere  identicamente 
nulla  sema  che  siano  nulli  tutte  le  funzioni  a. 

Ammettiamo  per  un  momento  che  la  (17)  possa  essere  identicamente  nulla  e 
risolviamo  rispetto  alle  e,  ,  r,,...,r,  il  sistema  delle  n  equazioni  composte  dalla  (17) 
e  da  quelle  che  da  esse  si  ricavano  facendo  compiere  alla  variabile  indipendente 

uno,  due n  — 1,  giri  attorno  ad  a,-.  Per  valori  non  tutti  nulli  delle  e  il 

determinante  di  questo  sistema  deve  essere  identicamente  uguale  a  zero. 

Questo  determinante  è 


(x-n,)  '  '(a;  -  uj  * 


OTC  6 


V  (3-1 


''2<?)«,f('"8(*-"()+2iriy"   , 


.  (K-a,-)  ".D 


•  Z.g^i'  p'^ii      (iK-fli) 


'»^^%^p{^f>g(x-0t)+2itiY~^ 


'■•"2?...»0''8(«-O()+(n-l)2if)''"'"""'.""'I]?M("'8^'"'""'^^^""'^-"0'*"* 
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che  sviluppato  secondo  le  potenze  del  logaritmo  si  presenta  sotto  la  forma 

D  =  Po  +  P,  log(iB-Oiì+  . .  .  +P,log'"te-ai> 

ove  le  P  sono  anch'esse  funtioni  moiiodrome  neirintoriio  di  a,-- 

Una  funzione  di  questa  forma  può  solUinto  essere  identicamente  uguale  a  tero 
se  si  annullano  sepiiratamenlc  i  coefficinnli  P  per  tutti  i  valori  di  x. 

lufiitti  se  rcsprcssìoiic  precedente  ò  iilcnticninciite  uì^uale  ii  zero,  cs^a  con- 
tinua 8(1  essere  tale  quando  x  lia  coinpiulo  un  numero  arbitrario  di  giri  attorno 
ad  Oi  :  quindi  si  lia  anche 

Po  +  P,  (^log  (as  -  Oi)  +  Zkitij  f  .  .  .  +  pJlog  {oc  '  Qf)  +  VcTcij  =  0 

per  ogni  valove  intiero  di  /(.  Pertanto  per  ogni  valore  di  x  si  hanno  infinite  ra- 
dici z  dell 'equazione 

Po+P,S  +  .  .  .  +  P,3'  =  0 

e  ciò  non  può  verifcarsi  se  lo  Po  ,  P,  ,...,  P,  non  sono  separatamente  nulle.  Ma  è 
1  1  ...     ! 


ed  il  determinante  di  Vandcnnonde,  che  qui  comparisce  come  fattore  di  P,,  è  dif- 
ferente da  zero,  perchè  le  radici  w,  ,  u,  ,...,  [ii„  dell' equazione  fondamentale  sono 
dilTercnli  fra  di  loro  ;  devo  dunque,  percliè  P,  sia  ideuticiimentc  nullo,  essere  iden- 
ticamente uguuic  a  zero  quiilcuiia  delle  funzioni  f  che  compariscono  In  questa  e- 
sprcssionc,  cosa  contraria  a  ciò  che  è  stato  detto  sopra.  Resta  adunque  dimostrato 
che  un'espressione  della  forma  (17)  non  può  essere  identicamente  uguale  a  zero  se 
non  sono  iilcnlicainentc  nulle  le  grandczx'!  ? ,  e  conscguentemente  che  ogni  inte- 
grale dell'equazione  dilTereniiale  si  hiscìa  rappresentare  in  un  sol  modo  sotto  In 
forma  (11)  o  sollo  la  forma  (lÓ). 

Con  e:ò  resili  inollrc  dimoslrato  quanto  6  stailo  dello  avanti,  dio  11  gruppo 
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degli  integrali  relativi  alla  radice  (o,  e  gli  altri  gruppi  relittivi  alle  radici  (t),iOj...w„ 
sono  Tra  dì  laro  ìtnearmcntc  indipendenti. 

G)— Poiché  fra  due  integrali  consecutivi  qualunque  J/j^.J/x-,  à\  uno  stesso  sot 
Ingruppo  del  siMtema  rondnmcntulc  dell'  Hamburger  per  esempio  del  sottogru  ppo 
(18),  passa  una  relaiiione  delia  forma 

è  naturale  che  una  certa  dipendensa  debba  anche  sussìstere  fra  lo  funzioni  9  clic 
abbiamo  scelto  arbitrariamente  per  {Issare  la  forma  di  questi  integrali.  Le  reia- 
lioni  che  passano  fra  questi  coeflicìentì  ?  sì  ottengono  sostituendo  nella  ugua- 
glianza (20)  per  1/].,!,'],-,  i  loro  sviluppi  dati  dalle  (18)  ed  uguagliando  nella  cqua- 
tione  che  con  ciò  veniamo  ad  otlcncro  i  coclTicìenlì  di  ugual  esponente  del  loga- 
ritmo. 

Sostituendo  in  (20)  per  y^  ,i/i..  In  espressioni  date  dalle  (18j  e  ponendo  A:^-*!,!, 
cosa  che  possiamo  sempre  fare  perchè  te  k  sono  determinate  a  menu  di  numeri 
intieri  additivi  e  difTeriscono  soltanto  per  numeri  intieri,  si  ottiene  : 


S  [  (X  -  a,)^  2]p?i.plogP-*  {X  -  a,)] 

=  (0,  (jj  -  Oj)  *  2jpTiL,p  log^"'  i^  -"()  +  (i»-«(>  ^  2j  ^i-i-P  '"8^"'  (as-ii) 

Sulla  quale  eseguendo  l'operazione  &  si  ha  : 

(21)  w,2]?iflog{=c-Oi+2i:<)^"^=w,2]9iplo/"^a:-ai)-i-  2?i_,,^log^"\^  tif). 

Nei  due  membri  di  questa  equazione  uguagliando  i  cocmcienti  di  log^~'(x— (tj) 
si  ottiene  l'equazione  identica 

W,  (p;^;^  -  ù),  9ii. 

Uguagliando  i  coefficienti  della  potenza  \\  -  !!)-esima   del  logaritmo  si  ricava 
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Similmente  d^lla  potenza  (X~3)-esìma  del  logaritmo  si  ha 

(x-i)a-5). 


u.,  [(X  -  2)  2.i  „,,_,  +  (ì:lJ)  '^__?!  (2„-)'  ft  J  =  ft_,.i., . 


Cosi  continuando  si  vengono  ad  ottenere  in  tutto  X-2  equazioni  il  cui  tipo 
è  il  seguente  : 


(x-i)a-2)...a-fc+i) 


(2iti)*"' <Pu  =  ¥l-H-*+' 


l-2...tft-2) 
(ft  =  2-3  .  .  .  X-  I  .X). 

La  relazione  (22)  fa  Tederò  che  fu  differisce  da  ?i_i,i_i  per  un  faltore  co- 
stante. Dalla  (22) ,  esprimendo  <fix  '"  funzione  di  ifi_i,i.i ,  sì  Un  che  <fx,ì.-i  è  una 
funzione  lineare  omogenea  a  coefflcienti  costanti  di  <jìi_i,i_i  o  Tìl-»,!-»- 

Similmente  dalla  (24)  per  ft  =  4  risulta  che  !pj.,i-s  ^  uni  funzione  lineare  omo- 
genea a  cocRlcienti  costanti  di  7x_t,ii.i  7x-i  i-i  ^  h.~tx-t  ^  (^^^  ^'  seguito  fino- a 
vedere  che  <px-i  ^  ""^  funzione  lineare  omogenea  h  coelllcientì  costanti  di 

ipui.i  ,  ?i_i.,  .  -  .  Ti-i,i-i- 

Adunque  fra  ì  cocHIcìenti  ili  due  integrali  consecutivi  qualunque  di  un  sotto- 
gruppo del  sistema  fondamentale  del  signor  Hamburger  passano  lo  seguenti  re- 
lazioni : 


9u      ~<'u'h-t,x-t 


(35)         ( 


■Pi,!      = '"1.1,1  ?l-l,»  +-Cl-8,tn-1,«+  •  -  •  +Ci_,,i.,<fl., 

ove  le  e  sono  costanti. 
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Sostituiamo  net  membro  a  deslra  di  qurstc  uguaglianze  per  le  7,^,,  f(r=2..,l-l) 
le  loro  espressioni  lineari  omogenee  ii  coefficienti  costanti  in  funzione  delle  9;.i,r- 
poscia  soslituìamo  le  f;^.,,.  (r  =  2  ...  X  —  2)  colle  loro  espressioni  In  Tunzìone  delle 
fi-i,r  *^  (!°^^  ^i  seguito.  Con  questo  proccilimento  si  pud  continuare  fino  a  clic 
tolte  le  f  Tengono  espresse  in  funzione  di  quelle  il  cui  secondo  indico  è  l'uniti. 
La  forma  Oi  queste  relazioni  £  la  segueiilo  : 

I    ?u      =d,,9„ 

TiA-i  =  *'*!  ?»i  +  **«?« 

'h,x-t  =  ds.  9.1  +  *'»  ¥«.  +  <^i)  ?.. 


i    <Pm     =t'i-...9i-.,i  +  t'i-i.i?i-v  +  ■-  ■  +  rfi-i,i-.9M 

la  quale  è  una  forma  lineare  omogenea  a  coefiicienti  costanti. 

Quindi  di  tutte  le  funzioni  9  quelle  che  lianno  il  secondo  indice  uguale  all'u- 
nità, cioè  quelle  che  non  sono  coefllGienti  del  logaritmo,  sono  le  sole  indipendenti, 
e  le  rimanenti,  clie  sono  i  coL'IIicicnli  dei  logaritmi,  si  esprimono  in  funzione  li 
iieare  omogenea  a  coeCQcìenti  costanti  per  mezzo  di  questo,  quando  però  si  esclu- 
da 9i_,. 

Queste  relazioni  fra  i  coefiicienti  7  degli  integrali  di  un  sottogruppo  del  si- 
stema rondamcntalc  del  signor  Hamburger  sono  stati  determinati  dalla  sola  con- 
dizione clic  fra  due  inlegrali  consecutivi  passi  una  relazione  della  forma 

la  quale  si  può  anclie  porro  sotto  la  forma 
(27)  l5-»'>.)yi  =  yx-.- 

Ha  quest'ultima  relazione  è  una  conseguenza  delle  due  equazioni 

e -■«,)'»  =  » 
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le  qunli,  come  abbinino  visto,  sono  sodisfatte  cosi  dagli  clementi  del  sistema  foo- 
(himentule  del  signor  Hamburger  come  dagli  clementi  del  siiitema  fondamentale 
libi  Jordan  e  del  Fiichs. 

Quindi  fra  i  coeUlcicnti  u  tiegli  integrali  di  uno  stesso  sottogruppo  del  si- 
slcniu  fondamcnlule  del  signor  Jordan  e  cosi  |urc  fra  i  coenicicnli  di  uno  stesso 
gruppo  del  sistema  fonO ameni» le  del  Furhs  sui-sislono  relazioni  analoglie  alla  \2St 
Cd  alla  (26). 

$1X. 

Nel  Capitolo  VI  abbiamo  formato  gli  integrali  di  un  sistema  fondamentale  nel- 
l'intorno di  un  punto  non  singolare  prendendo  8  fondamento  la  connessione  che 
passa  fra  le  equazioni  dilTercnziali  (I)  e  (2)  di  quel  numero,  ed  abbiamo  colà  ot* 
tenuto  questi  integrali  sotto  la  forma 


Vi  .iJt  =  yt  jzda;  ,  yt  =  ytjdxzjlda;  ,  .  . 


a)  Vogliamo  qui  mostrare  che  la  stessa  determinazione  vale  per  il  caso  in 
cui  Uj  ò  un  punto  singolare ,  e  che  gli  integrali  y,y^  .  .  .  y^  di  un  gruppo  del 
sistema  fondamento  del  Fuchs  relativo  alla  radice  [Ji,-upla,  u, ,  si  possono  porre 
sotto  la  forma 


(1)  y,  =  (fc-Oj)'"9nyt  =  yipi/a!,  ■ . .  .y^^  =  y,jdxz  |...A 


wda;. 


dove  le  :  ,  (  ,n ,  .  .  .  ,10  sono  funzioni  monodromc  nell' intomo  di  Uj. 

Sì  sa  intanto  die  coll'aiuto  di  un  qualclie  sistema  fondamentale  SÌ  può  deter- 
minare un'integrale  dell'equazione  dilTercnzialc  della  fonua  {x-Oiff,  dove  f,  6 
ad  un  sol  valore  nell'intorno  dì  a|  ed  r  è  uguale  al  logaritmo  di  u,  diviso  per  2iti. 
Indìcliiamo  questo  integralo  con  y,  e  poniamo  nell'equazione  dilTerenziale 


y  =  yij'' 


'zdn. 

L'equazione  difrercniiale  in  z  che  con  ciò  si  ottiene  è  della  stessa  natura  del- 
l'equazione dilTerenziale  in  j/,  e  poiché  l'equazione  fondamentale  di  quest'ultima 
pertinente  al  punto  singolare  a^,  ba  [i,  radici  uguali  ad  io,  ,  segue  che  1' equa* 
zione  fondamentale  dell'equazione  in  z  pertinente  allo  stesso  punto  ha  f^i  —  1  ra- 
dici uguali  all'unita. 

Indichi  z  un  integrale  dell'equazione  in  z  corrispondente  ad  una  di  queste  ra- 
dici, allora  la  funziono  y,  =  i/,  j:;<iaj  è  un  integrale  dell'equazione  differenziale  io 
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y,  ed  in  questa  espressione  di  y^  la  z  rappresenta  una  Tuniione  univalonte  nell'ìn- 
torao  (li  Of.  Cosi  continuando  si  ottengono  successivamente  gli  integrali  y,,yi ,...,  i/„ 
sotto  In  forma  data  dalle  relazioni  (1). 

Che  gli  integrali  in  tal  modo  ottenuti  siano  fra  di  loro  linearmente  indipen- 
denti si  può  provare  con  una  dimostrazione  analoga  a  quella  che  sta  nel  Capitolo 
VI.  Resta  quindi  a  dimostrare  che  il  gruppo  (1)  è  linearmente  indipendente  dagli 
altri  gruppi  in  egual  modo  rappresentati,  rehUivi  allo  altre  radici  Uj ,  lOj  ,...,  (m,. 

Osserviamo  a  tal  uopo  che,  se  nelle  espressioni  (I)  sostituiamo  per  s  ,t  ,u, ... 
i  toro  sviluppi  (in  serie  di  Laurent)  e  facciamo  lo  integrazioni,  le  i/,  ,yt  ,--t  Vf.,  si 
presentano  sotto  la  forma 


''L^r^'og^' 


y,  =  (a;-aj)'2j9r?log^-'(a!~ai)    (r  =  1  ,2 |i,) 


cioè  sotto  la  forma  (17)  Capitolo  Vili,  e  che  colik  abbiamo  dimostrato  che  questo 
gruppo  di  integrali  relativo  aita  radice  a,  è  linearmente  indipendente  dagli  altri 
gruppi   relatifi  alle  radici  m^  ,(<>,,..,    (<>„. 

Segue  da  ciò  quanto  volevamo  dimostrare,  che  il  gruppo  di  integrali  (t)  e  gì 
altri  in  simil  modo  rappresentati,  relativi  alle  radici  i>>,,(.o,  ,,..,(■>„  sono  fra  di  loro 
iincarrocntc  indipendenti. 

6)  Indichino  ora  Vi  >  ^i  ■■•■>!'«,  ?''  elementi  di  un  sottogruppo  del  sistema 
fondamentale  del  signor  Hamburger  o  dei  signor  Jordan. 

Noi  possiamo  applicando  lo  stesso  calcolo  scogliere  gli  integrali  z  ,  t ,  u  ...,  in 
modo  da  ottenere  y,-I/i >-.?/«,  e  perciò  anche  in  questo  caso  gli  integrali  y,,J/i,...,y«, 
si  lasciano  rappresentare  come  6  dai»  dalle  relaiionì  (1). 


(continua) 
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ACCADEMIA  PONTANIANA 


CONCORSO  AL  PREUIO  TENOBE 


Si  propone  al  concorso  pel  premio  di  Lire  510  il  se^^ueiite  tema  : 

Le  Matematiche  in  Napoli  dalia  fondazione  dell'antica  Reale  Aooa- 
demia  dell»  Scienze  (1132)  alla  nuova  (1861). 

CONDIZIONI 

t.  11  concorso  è  aperto  per  tutti  gl'italiani,  esclusi  i  soli  soci  residenti 
dell'Accademia  Pontaniana, 

2.  1  lavori  che  vorranno  inviarsi  al  concorso  dovranno  farsi  pervenire , 
franctii  da  ogni  costo,  al  Segretario  generale  dell' Accademia  ,  Prof.  Luigi  Finto 
(Strada  S.°  Ltieia  a  mare  92),  per  tutto  il  di  31  Mario  dell'anno  1896. 

3.  Ogni  lavoro  surà  presentato  ctiìuso  e  suggellato,  con  un  segno  ed  un 
moltp  sul  piego.  Insieme  Bar4  presentata  una  scheda  chiusa  e  suggellata  ,  nella 
quale  sarà  notato  il  nome  e  l'indiritzo  dell'autore,  e  sarà  di  fuori  lo  stessa  motto 
e  lo  stesso  segno,  che  sarà  nel  piego.  Gli  ^utori  che  in  qualunque  modo  si  fa- 
ranno conoscere,  non  potranno  aspirare  al  premio. 

4.  Dopo  il  giudizio  dilflnitivo  dell'Accademia,  le  schede  del  lavoro  premiato 
e  ili  quelli  che  avranno  meritato  l'accessit  saranno  aperte,  ed  i  nomi  degli  autori 
saranno  pubblicati. 

5.  Saranno  bruciate  lo  schede  dei  lavori  non  approvati,  i  quali  non  pertanto 
saranno  depositati  ncll'Arcbìvio  dell'Accademia,  contrassegnati  col  proprio  molto. 

6  I  lavori  coronati  e  quelli  che  avranno  ottenuto  l'accessit,  resteranno  di 
proprietà  de'  loro  autori,  i  quali  potranno  pubblicarli  per  te  stampe,  bemprc  che 
li  vorranno.  Ma  se  l'Accademia  crederà  di  doverli  anch'essa  pubblicare,  potrà  farlo 
senza  che  l'autore  glielo  possa  impedire  :  e  l'Accademia  ne  darà  all'autore  dugcnto 
copie  gratis. 


Napoli  17  Febbraio  1895 


ZI  segretario  generale 
Lalgl  Finto. 
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SULLE  SOLUZIONI  SINGOLARI 


EQUAZIONI  DlPPEttENZIALl  ORDINARIE  DI  \'  ORDINE 


LIA    PREDELLA 


INTBODCZIONB 


La  teoria  delle  soluzioni  singolari,  che  diventa  dal  punto  di  vista  geometrico 
teoria  degli  inviluppi,  risale  (Ino  al  principio  del  secolo  passato,  quando  Taylor 
per  primo  avverti  l'csistenia  di  tali  soluzioni  (*}.  Le  quali  poi  dopo  Taylor  furono 
successivamente  studiate  da  Eulero,  Laplace,  Legendre,  Lagrange,  Cauchy,  De  Hor- 
gan ecc. 

Lagrange  trovò  per  l'esistenza  delle  soluzioni  singolari  i  criteri  -j-  =a>,-^  =  -»  , 

essendo   P  =  ^ 

De  Morgan  osservò  che  ,  quando  x^  =°°  non  dà  una  soluzione,  si  ha  un  luogo 

di  punti  io  cui  la  curvatura  è  co ,  ossia  un  luogo  di  cuspidi  delle  curve  integrali. 

E  trovò  ancora  che  quando  :;- =00, -i- =  00  6  una  soluzione,  il  t-H  dedotto  dall'o 
ose         dj/  dar 

quasione  dirTereniiale  non  è  infinito. 

Nel  1842  il  Timmermans  (**>  diedn  una  regola  per  ricavare  le  soluzioni  sin 


(*)  Gli  jnviloppi  però  erano  già  stati  considerati  dn  Leibnitz  sul  finire  del  €00. 
(**)  "  MémoìTe  sur  lea  golutions  stngulières  des  équations  différentielleà  „.    Ac- 
cadèmie royale  de  Bruxelles  —  1842. 
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golari  SÌA  àMYeqantìone  ilifTercnzi;ilc  cbe  dalla  equazione  integralR.  La  rRgola  non 
ù  rigorosa;  perù  quelli  tra  i  fattori  dei  discriminanti  delle  due  equazioni  clic  egli 
esclude  non  danno  reiilmcnte  soluzioni  singolari. 

Il  Boole  (*;  nel  I8S9  tentò  di  stabilire  un  carattere  comune  a  tutte   le  solu- 

dy 

le  generale  ^(x ,  t/  ,  td)  =  0  dando  alla  costante  arbitraria  u  un  valore  unico  e 
assolutamente  costante,  ma  che  o  la  w  è  funzione  di  x  (caso  dell' inviluppo),  o  la 
(d  è  costante,  ma  non  assolutamente  indipendente  da  x  (e  dà  un  esempio  in  cui 
la  (<>  è  costante  solo  per  x  compreso  in  un  certo  intervallo),  o  infine  w  6  affatto 
indipendente  da  x,  ma  corrisponde  ad  una  soluzione  multipla.  L'A.  fece  ancora  un 
tentativo  per  distinguere  le  varie  specie  di  curve  rappresentate  da  queste  diverse 
soluzioni. 

Nel  1870  il  Darboux  in  una  nota  sui  luoghi  dei  centri  dì  curvatura  di  una  su- 
perficie ("j  apre  la  discussione  sul  discriminante  o  dell'  equazione  differenziale 
/'(a;iy.p)  =  0  rispetto  a  p  ed  afferma  cbe  una  equazione  /(x,y,p)  =  0  in  ge- 
nerale non  ammette  soluzione  singolare,  e  che  la  curva  0  =  0,  anziché  un  invi- 
luppo ,  rappresenta  in  generale  un  luogo  di  cuspidi. 

Nello  stesso  anno,  rispondendo  al  Catulan  (***)  che  non  aveva  trovalo  esatta 
la  sua  asserzione  ,  dà  anche  una  dimostrazione  del  teorema  enunciato  ncll'  anno 
precedente  (•). 

Poscia  nel  1873  (*)  ritorna  sulla  stessa  questione,  e  trova  come  condizione 
geometrica  necessaria  per  l'esistenza  di  una  soluzione  singolare  che  il  luogo  dei 
punti  d' inQessioue  delle  curve  integrali  coincida  col  luogo  delle  cus|iidi. 

Ha  intanto  il  problema  dell'esistenza  delle  soluzioni  singahiri  aveva  aperto  In 
via  allo  studio  degli  enti  geometrici  rappresentati  dalle  equazioni  9  =  0,rr  =  0,  es- 
sendo 17  il  discriminante  della  equazione  integrale  if{cc  ,y  ,  ti)  =  0  rispetto  alla 
costante  di  :  dopo  il  73,  infatti,  molti  si  danno  a  tale  studio. 


(*)  A  treatise  on  differential  equatìone.  —  Cambridge  and  London,  1859.  Snp- 
plementary  volume  1865. 

(**)  Sur  la  surface  dea  centres  de  courbure  d'une  surface  algébrtque  „.  Comp- 
tea-reiiduB  dea  aéances  de  l'Académie  dea  aciences  Voi,  70  —  1870  —  pag.   1328. 

(_***)  "  Remarques  aur  une  note  de  M.  Darboux  relative  à  la  surface  dea  cen- 
Irea  de  courbure  d'une  surface  algébrique  „.  Comptes-rendua.  Voi.  71  —  1870 — pag.  50. 

1')  "  Réponse  aux  remarques  de  M.  Catalan  „.  Comptes-rendua  Voi.  71 — 1870— 
pag.  265. 

(*)  "  Sur  les  Solutions  singulières  des  tqualions  aux  dérivées  ordinaires  du 
premier  ordre  „.  Bullettiu  dea  sciencea  mathématiquea  et  aatronomiquea.  Serie  I'. 
Voi.  40.  1873,  pag.  158. 
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Col  Cnylcy  {,*)  si  giunge  lino  A  questi  risultiiti  : 

La  cuna  [/  =  0  oltreché  gli  inviluppi  può  contenere  luoghi  di  punii  doppi  di 
curve  integrali  al  2"  grado,  e  luoghi  di  cuspidi  al  3". 

La  curva  o=0  oltreché  gli  inviluppi  e  i  luoghi  di  cuspidi  puà  contenere  luo- 
ghi di  punti  di  contatto  di  curve  integrali  differenti  at  2"  grado. 

Il  Gasorati  (**;  limitandosi  allo  studio  delle  equazioni  dlfferenEÌali  al};ebrico- 
rasionali,  intere  rispetto  a  p ,  a; ,  y  e  del  2^  grado  in  p,  potè  spingerai  molto  più 
innanii  nell'esante  dei  discriminanti  a  e  g. 

Egli  8i  occupò  ancora  in  due  memorie  (***)  delle  equazioni  di  grado  qualun- 
que, e  generalizzò  una  formola  importante  che  dà  una  relazione  fra  oe  {/.  In  que- 
sta formohi  entra  al  2°  grado  una  certa  funzione  razionalo  intera  k  ,  della  «ijuale 
il  Casorati  diede  respreasionc  solo  per  le  equazioni  di  f,  3°  e  4^  grado  in  p;  il 
Torelli  (****}  ne  trovò  la  forma  per  equazioni  di  grado  qualunque. 

Si  occupò  ancora  delle  soluzioni  singolari  Carlo  Schmidt  (') ,  che  sotto  altra 
forma  e  con  nuove  dimoslrasioni  ripetè  proposizioni  giJL  note:  egli  studia  princi- 
palmente l'equazione  o  =  0 ,  e  trova  casi  in  cui  rappresenta  e  casi  in  cai  non  rap- 
presenta una  soluzione  singolare. 


(*)  "  On  the  theory  of  the  aingular  solution»  of  dìferentìal  fquationt  of  the 
firat  arder  „.  Messenger  of  Mathematica.  Naova  serie.  Voi.  2».  1872 — Voi.  S.°  1876. 

{••)  I»  "  Alcune  formale  fondamentali  per  lo  itudio  ddle  equazioni  algebrico- 
differenxiàU  di  1"  ordine  e  2"  grado  ttpenti  integrate  generale  algebrica  „,  Bendi- 
conti  del  R.  Istituto  lombardo  —  1874. 

II."  "  Nuova  teoria  delle  soluzioni  singolari  delle  equagìoni  differenziali  di  1» 
ordine  e  2"  grado  fra  2  variabili  „.  Atti  della  reale  Accademia  dei  Lincei.  —  Se- 
rie n.«  Tomo  3*  —  1876. 

Ili*  "  Nota  concernente  la  teoria  delle  soluzioni  singolari  delle  equazioni  dif- 
ferenziali „.  Atti  della  reale  Accademia  dei  Lìncei.  Serie  III"  Voi.  3**  —  1879. 

(***J  I«  "  Sulla  teoria  delle  soluzioni  singolari  delle  equazioni  differenziali  „, 
Bendiconti  del  B.  Istituto  Lombardo.  Serie  II«  Voi.  8*  — 1875. 

n*  Una  formola  fondamentale  conceme?iie  i  discriminanti  delle  equazioni  dìf- 
ferenmiali  e  dtlte  loro  primitive  complete  „.  BuUettin  dee  sciences  mathématiquea  et 
astronomi qnes.  Serie  II»  Tomo  3°  —  1881. 

(**••)  I»  "  Contribuzione  alla  teoria  delle  equazioni  algebrico-differenziàli  „■ 
eHomale  di  Matematiche.  Voi.  24*—  1885. 

II"  "  Ricerca  del  rapporto  fra  i  2  discriminanti  di  un'equazione  differenziale 
e  della  sua  primitiva  completa  „.  Annali  di  Matematica.  Serie  II»  Tomo  19' — 1891. 

(•)  "  Veber  die  singuldren  LOsungen  von  Differentialgleichungen  „.  Inangural  — 
Di4sertation— Giessen;  1884. 


,y  Google 


)(  34  )( 

Nel  1881  il  Workman  pubblicò  un  lavoro  (•)  sulle  soUizioiii  singolari  ,  nel 
filiale  sliirlia  i  luoghi  di  singolarii.^  superiori  delle  curve  intcgrHli  e  le  sovrapposi- 
zioni di  luoglii  singolari  a  luoghi  singolari  0  a  curve  integrali,  Il  clic  non  oramai 
stato  fatto  prima  dì  lui. 

Nel  18S8  il  Kapteyn  (**)  diede  una  dimostrazione  analitica  dei  teoremi  gii 
accennati  di  Darboux  e  Ciyley. 

Gol  Fine  (***)  e  rfl^tmburger  i*'**)  si  ritorna  alla  questione  dell'esisteva 
della  soluzione  singolare.  L'Hamburger,  seguendo  un  metodo  giìt  adoperato  dal 
Fuchs  esamina  anche  le  varie  curve  che  entrano  in  j;  =  0  e  o  =  0. 

Il  presente  lavoro  sulle  soluzioni  singolari  ft  diviso  in  due  parti:  nella  prima 
considero  il  caso  pili  generale  di  un'equazione  differenziale  di  grado  qualunque» 

rispetto  a  p  =  ~^  ,  e,  tenendo  coflto  di  tutti  i  risultati,  ai  quali  sì  giunse  finora, 

continuo  e  compendio  lo  studio  dei  due  discriminanti  a  e  9,  e  la  distinzione  dei 
loro  vari  ruttori  iniziata  dal  Darbous,  continuata  dagli  altri,  ma  ancora  ben  lungi 
dall'essere  completa. 

I)  mio  scopo  in  questa  prima  parto  è,  adunque,  sopra  tutto  di  raccogliere 
quello  che  si  trova  sparso  nelle  memorie  degli  autori,  nessuna  delle  quali,  per  sé 
sola,  contiene  un'esposizione  completa  della  teoria  delle  soluzioni  singolari.  Per 
il  che  mi  propongo  ancora  di  colmare  le  lacune  e  rimuovere  le  obbiezioni  che  si 
presentano  quando,  di  tutti  i  risultali  sparsi  nelle  varie  memorie  che  trattano  del- 
l'argomento, si  voglia  formare  un  tutto  unico. 

Nei  primi  tre  paragrafi  studio  la  questiono  dell'  esistenza  delle  soluzioni  sin- 
golari. -  Poscia  incomincio  l'esame  dei  fattori  di  a  e  {/.  Gli  autori  osservarono  che 
certi  fattori  dei  discriminanti  corrispondono  a  luoghi  di  punti  singolari;  non  fu 
però  da  alcuno  dimostrato  che  elTutlivamente  i  luoghi  di  punti  multipli  debbono 
entrare  in  e  od  in  ;;,  e  neppure  fu  spiedata  la  ragione  per  cui  nei  punti  doppi 
delle  curve  integrali  le  direzioni  date  dall'equazione  difi'erenziale  sono  le  direzioni 
ilei  rami  di  linea  che  passano  per  quei  punti.  Questo  ho  cercato  io  di  fare  nel 
paragr.  4". 


(*)  "  The  ikeory  of  the  singular  sotutions  of  inlegrable  differential  equatìons 
of  the  firat  arder  „.  Quarterly  Journal.  Voi.  22",  1887  pag.  175  e  308. 

(•*J  "  Note  sur  les  solutions  singulières  des  équalrons  diférentielles  du  premier 
ordre  „.  BuUettin  dea  sciencea  mathématiques  et  astronomiques.  Serie  H».  Voi.  23°— 
1888  — pag.  135. 

(***)  "  Singular  solutions  of  ordinary  differential  equations  „■  American  Jour- 
nal of  mathematics.  Tomo  22*  —  1890  —  pag.  295. 

(**•*)  "  Veber  die  singtildren  LSsungen  der  algebraischen  Differentialgleichun- 
gen  ersier  Ordmtng  „.  Journal  fur  reine  und  angewandtle  Mathematik.  Voi.  112 — 1893. 
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Nel  paruR.  5'  'lo  una  nuova  dimostrazioiie  geometrica  dei  teoremi  cn  usciali 
dal  Cayley  e  dimostrati  nnnliticamente  dnl  Knpteyn. 

Nel  6°,  fatto  un  accenno  al  modo  suggerito  del  Workinan  di  studiare  le  so 
vrapposisioni  dei  luoghi  singolari,  e  Irovato  a  tali  sovrapposizioni  un  limite  dipen- 
dente dal  grado  n  della  equazione  dilTereitziale  rispetto  a  p,  per  cui  vengono  meno 
certi  appunti  Tatti  dal  Workinan  stesso  al  Cusorati,  distinguo,  finché  mi  è  possi- 
bile, i  vari  ruttori  dì  a  o  g  a  seconda  della  loro  natura  geometrica  o  analìtica. 

Nella  seconda  parte  studio  : 

l.°  Le  equazioni  del  1**  grado  in  p,  che  non  mi  consta  sieno  state  studiato 
particolarmente  da  alcuno  (Vedremo  clic  in  questo  caso  le  famiglie  di  curve  in- 
tegrali si  trovano  in  condizioni  specialissime  rispetto  a  tutto  quanto  ha  attinenza 
colle  soluzioni  singolari). 

2."  Le  equazioni  di  t"  grado  in  p,  esponendo  i  risultati  de]  Casorati,  sem- 
pliOcando  e  modìOcando  dove  mi  Tu  possìbile  e  mi  parve  conveniente. 

S."  Una  categoria  speciale  di  equazioni  di  3"  grada  in  p  ,  alle  quali  potei 
csten'lere  alcuni  teoremi  dimostrati  tlnora  solo  per  le  equazioni  iii  f  grailo. 

E  qui  sento  il  dovere  di  ringraziare  il  Sig.  Prof.  Giulio  Vivanti,  il  quale,  non 
solo  richiami)  la  mia  attenzione  sopra  un  soggetto  cosi  importante,  ma  colla  motta 
e  cortese  premura  nel  guidarmi  e  consigliarmi,  mi  arrecò  notevole  giovamento. 

PARTE     I. 

Equazioni  differenziali  di  grado  n  in  p. 


t.  Si  chiama  soluzione  singolare  di  un'equazione  diflerenziale  di  r  ordine 
una  soluzione  che  non  contiene  costante  arbitraria  ,  e  neppure  si  può  ottenere 
dell'integrale  generale  dando  alla  costante  arbitraria  un  valore  detcrminato  e 
costante. 

Per  studiare  le  soluzioni  singolari  si  può  partire  tanto  dalla  equazione  dif- 
ferenziale, quanto  dall'equazione  integrale. 

Incominciamo  dall'equazione  difTerenzinle. 

Sia  l'equazione  : 

f(x  ,y  ,p)  =  Q 

che  supponiamo  algebrica,  razionale,  intera  rispetto  a  p  ,  x  ,y .  e  di  grado  tt  in 
p.  Essa  si  potrà  porre  sotto  la  forma  : 


«0  dx'  +  ("  )  a,  dx"''  tiy  +  ...+«„  d 
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dove  le  a  sono  funzioni  razionali ,  intere  di  ir  e  j/-  Noi  suppaniamo  iincou  che 
l'equazione  sia  irreducibile ,  ossia  che  non  si  poss»  scomporre  in  più  equazioni 
difTcrenziali  a  coeOlcienti  razionali  in  07  e  1/  e  che  le  a  non  abbiano  un  fattore  6 
comune;  giacché,  se  l'avessero,  questo  fattore,  che  pure  uguagliato  a  zero  sod- 
disferebbe l'equazione  dilTerentialet  darebbe  una  soluzione,  di  cui  non  ò  utile  tener 
conto  (tali  soluzioni  il  Casorati  chiama  improprie;. 

Teorema:  Per  una  eotuzionc  singolare  deve  essere  o  =  0. 

Dfmoslrazione.  Briot  e  Bouquet  hanno  dimostrato  che  se  sì  ha  : 

?  =  /■(»•  y) 

dove  f{x ,  y)  serve  ad  indicare  una  funzione  Unita,  continua  e  ad  un  valore  nel- 
l'intorno di  un  punto  di  coordinate  ait,y^,  esiste  un  unico  intejjrale  y=7(a;) 
che  per  x  =  Xa  prende  un  valore  dato  i/g.  Questo  integrale  poi  è  particolare. 

Infatti,  supponiamo  per  semplicità  che  8iaa;«  =  0,  y,  =  0.  La  f(x,y)  nelle  vi- 
cinanze dell'orij^ìne  sarà  sviluppabile  in  serie  di  potenze  intere  e  positive  di  a;  e 
y,  serie  che  indicheremo  con  P(x,j/).  Poniamo: 

j,  =  C  +  (y-C) 

dove  C  è  una  costante.  Allora  f{x  ,  y)  si  potrà  sviluppare  in  serie  di  potenze  di 
X  e  1/  — G,  serie  che  indicheremo  con  ?,(x,y-C)  e  che  nella  parto  del  piano 
della  variabile  y  comune  ai  due  campi  dì  convergenza  ili  P  e  P,  corrispondenti 
ad  uno  stesso  valore  di  x  assumerà  gli  stessi  valori  di  P.  L'equazione  : 

p  =  P.(a;,v-C) 

ammetterà  a  sua  volta  un  unico  integrale  y  che  per  x  =  0  assume  il  valore  C  ; 
tale  integrale  sarà  una  funzione  analìtica  di  a;  e  G  finita  e  continua  e  ad  un  va- 
lore nell'intorno  di  a;  =  0,  0  =  0  ,  potrà  quindi  rappresentarsi  sotto  forma  di  serie 
di  potenze  di  x  e  C.  Ha  poicliè  questa  intcf^rale  soddisfa  anche  alla  equazione 
proposta,  può  concludersi  che  presa  G  qualunque,  purché  entro  certi  limiti,  si  ha 
un  integrale  che  è  funzione  analitica  di  x  e  G,  cioè  per  ogni  valore  speciale  di  C 
si  ha  un  integrale  particolare. 

Ora  supponiamo  di  avere  l'equazione  dilTcrenziale  : 

f(x,y,p)  =  0; 

separiamo  gli  n  rami  della  funzione  p  di  x  e  1/,  e  quindi  consideriamo  le  n  equa- 
zioni corrispondenti  : 

p  =  i|'(x,y), 
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sì  avr^  che  quando  si  escludano  i  punti  in  cui  due  valori  di  p  coincidono,  ossia 
i  punti  di  9  =  0,  gli  integrnli  che  si  ottengono  sono  tutti  particolari.  Onde  per  un 
integrale  singolare  deve  essere  o  =  0  (*). 

Osserviamo  però  che  reciprocn mente  a  -=0  non  rappresenta  sempre  una  solu- 
zione singolare;  in  generale  anzi  o  =  0  non  solo  non  dà  una  soluzione  singolare, 
mn  non  dà  neppure  una  soluzione.  Infatti  in  generale  non  avverrà  che  rìcavato  p 
ed  y  dalle  due  equazioni  : 

!^ 
dp- 

risulti  la  funzione  p  precisamente  la  derivata  della  funzione  ricavata  per  y.  Onde 
concludiamo: 

Un'  equazione  differenziale  algebrica  di  1**  ordine  in  generale  non  ammetto  so- 
luzione sin<,'olare. 

2.  Supponiamo  che  tutti  gii  integrali  particolari  della  equazione  diiTerenziaie 
data  sicno  rappresciit&bili  con  un'unica  forma  : 

<t(x,y,ia)  =  0 

razionale,  intera  rispetto  ad  x  ,  y  e  u  :  tu  è  la  costante  arbitraria. 

Anzitutto  si  può  dimostrare  il  seguente 

Teobeia:  Da  una  primitiva  di  grado  n  nella  cosfaiKs  arbUraria  u,  si  ricava 
un'  equazione  differenziale  di  grado  n  in  p. 

Infatti  sia  : 

?  (ac  ,  y  ,  w)  =  0 

l'integrale  generale  di  grado  n  in  u  :  l'equazione  differenziale  si  otterri  eliroi- 
naodo  Iti  fra  le  due  equazioni  : 

,(a=,!/,u,)  =  0       |+pg  =  0. 

Ma  l'equazione  risultante  conterrà  i  codlcientì  della  seconda  equazione  al  grado 
che  la  u  ha  nella  prima,  ossia  l'equazione  risultante  sarà  di  grado  n  in  p,  e.  d.  d. 

Osserviamo  che  l'equazione  risultante  sarà  la  slessa  f{x  ,  y  ,  p)  =  0  ,  a  meno 
di  un  fattore  6  funzione  razionale  intera  di  ce  e  y,  ossia  se  l'equazione   risultante 


(*>  Questa  dimostrazione  è  dovnta  a  Carlo  i^chmìdt  e  si  trova  nella  sna  disser- 
tazione citata  più  sopra. 
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81  pone  sotto  la  forma  : 

Ao  dx'  +  {^\  A,  d£c"-'  dy  +  .  .  .  4  A„(fy"  =  0  , 

sarà  : 

Ao=0«,    A,=6a,     .  .  .     A,  =  8a„. 

L' inlogralc  generale  agebrìca  si  potrà,  adunque,  porre  sotto  la  Tornia  : 
Oow"+  (?)'*»"""'  +  •  •  •  -i-  On  =  0» 

dote  le  n,  ,  [7,  ...  a,  sono  funzioni  razionali  intere  A\  x  &  y. 

Anche  qui  dovremo  supporre  che  le  Og,  a, ,..-,  n„  non  abbiano  un  fattore  h  co 
mune;  giacché,  se  ravcssero,  /t  =  0  che  compare  per  la  forma  tlcll'  integrale  gè 
neralc  come  una  soluiione ,  soddisferebbe  1'  equaiioiie  differeniìale  dedotta  per  il 
solo  fatto  di  ossero  h  fattore  di  0,  ossia  A  =  0  sarebbe  una  di  quelle  soluzioni  che 
il  Casornti  chiama  improprie. 

Infatti,  so  le  a  hanno  tutte  un  fattore  comune  h,  il  primo  membro  dell'equa 
zione  integrale  sarà  un  prodotto  lill,  dove  H  ha  la  forma: 


.(?)p..- 


essendo  P«  >  Pi  .  •  ■  -  >  P»  funzioni  razionali  intere  A\  w  &  y. 

L'equazione  dilTerenziale  si  otterrà  eliminando  u  fra  le  due  equazioni  : 

;iH  =  0 

4  (IH  +  li  (Hi  =  0 
ossia  fra  : 

*H  =  0 

/l  dH  =  0  ; 

essa  sarà,  adunque,  il  risultato  dell'eliminaziono  di  u  fra  le  equazioni: 

B  =  0 

dn  =  0 

moltiplicato  per  una  certa  potenza  di  h. 


=,  Google 


}(  39  ){ 

Quindi  la  primitiva  dell' cqunzìonQ  dilTtircnEiale  a  coemeicnti  primi  fra  loro  è 
il)  realtà  II  =  0,  e  A  =  0  compare  come  integrale  dell' equatìone  in  causa  che  A 
entra  in  0. 

Tbokemi.  Per  una  aoluzione  aingoiare  deve  essere  g  =  0. 

Dimostrazione.  Infatti ,  la  soluzione  sinjjolare  si  potrà  sempre  ottenere  del- 
rintegrale  generale  ponendo  in  luogo  dì  to  una  fuosìane  ài  as  e  y ,  ossia  avrà  la 
forma  : 

derivando  rispetto  ad  x  si  ovrà  : 

9?      dtf       df    dia 

Ora  ogni  terna  di  vidori  di  se  ,  ^  e  p  che  soddisfuno  alle  due  eiiuasioni  : 

,(x,s.»)  =  0      .     g  +  ^t=1. 

soddisfa  pure  l'equazione  difTcrenziale,  quindi  afOncbè  t(x  ,  i/  .  to)  =0  in  un  inte- 
grile, qualunque  sìa  w  ,  costante  o  funzione  dì  ce  ,  y,  è  necessario  che  per  ogni 
coppia  di  valori  che  à\  x  e  y  che  soddisfano  l'equazione  <f{x,y,t<i)=(i  sta  ancora  : 

dy_   dM  _  ^ 


Questa  equazione  è  soddisfatta  sia  quando  è  --- =0,  ossia  ci)=co3t.,  siaqunn- 


ad  una  funziono  di  as  o  y  6  necessario  che  insieme  a  ?  (x  ,  j/ ,  (o)  =  0  si  abbia: 

Questa  condizione  trovata  necessaria  è  in  generale  sufllcìentc. 
Infatti,  supponiamo  che  le  tre  equazioni  : 

<f(X,y,b>)=:0, 
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non  Ammettano  un  numero  inRnìto  di  soluzioni  comuni,  ossia  atteniamoci  al  caso 
(generale.  Se  fi  è  faltore  j>rJmo  o  irriducibile  di  g,  esisterà  una  certa  espressione 
per  (0  :  ti)  =  Mg ,  die  può  essere  una  funzione  od  una  costante ,  per  cui ,  quando 
/i  si  annulla,  risulti  : 

<p  (as  ,  y  ,  Wo)  =  0 
Ce:)        =0 


\d(ii/u< 


Ma  allora  A  =  0 ,  qualunque  sia  <>),  funzione  o  costante,  risulta  integrale  dell'cqua- 


coppia  di  valori  <\ì  oB  e  y  che  soddislano  l'equazione  ft  =  0  uguale  al  ■—  ricaTalo 


Df    diii, 


:P  =  0 


■^  +  8^7"  = 

L'equazione  h  =  Q  é  la  stessa  «(a; ,  y  ,  Woì  =  0  o  ù  in  questa  compresa  ,  se 
f'x  ,  y  ,  w„)  =  0  è  un'equazione  riducibile. 

Se  (ug  risulta  una  funzione  di  a>,A  =  0  è  una  soluzione  singolare,  se  <<>„  ri- 
sulta costante,  /t==0  è  una  soluzione  particolare.  Ora  b  cliiaro  che  in  generale 
la  radice  io  comune  alle  due  equazioni 

<f(x,y,iii)  =  0 

Obi 

risulta  una  funzione  di  x  e  y  e  solo  in  casi  particolari  risulterà  costante. 

Possiamo,  adunque,  enunciare  il  seguente  : 

Teobema.  Un  fallare  primo  di  g  in  generale  Uà  col  tuo  annullarsi  una  to- 
iMzione  lieU'equazione  differenziale,  e  questa  soluzione  in  generale  è  singolare. 

3.  Veniamo  ora  all'interpretazione  geometrica  di  quanto  abbiamo  detto  Onora. 

Consideriamo  co  e  y  come  le  coordinate  di  un  punto   del  pìaao  :  l'equaiione 
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che  dà  y  in  funziono  di  ic  rappresenta  unn  curva  pinna,  di  cui  l'equuzionc  diffe- 
renziale dà  unn  proprietà  della  tiingente ,  e  preciijanientc  dì  questa  dà  in  ogni 
punto  il  coefllcicntG  angolare. 

L'integrale  gcnenilo  rappresenta  una  famìglia  semplicemente  infinita  di  curve 
integrali  :  di  esse  per  ogni  punto  del  piano  ne  passano  in  generale  n,  •ielle  quali 
gli  ti  parametri  u  sono  dati  dalle  radici  dell'cquasionc  : 

e  le  n  direzioni  sono  date  dalle  n  radici  dell'altra  : 
fi^o  .  J/o  .  P)  =  0  , 

rappresentando  con  a;,  y^  le  coordinate  del  punto  che  si  considera. 

In  generale  tutti  gli  integrali  di  un'equazione  dilTcrcnziatc  f(x  ,y,p)  =  0  non 
sono  rappresentabili  con  un'unica  furina  algebrica  9  (ce  ,  1/  ,  o>}  =  0 ,  come  noi  ab- 
biamo supposto  ;  perù  per  il  teorema  di  Cauchy  resta  sempre  provato  che  per 
ogni  punto  del  piano  passano  n  curve  integrali  rappresentate  da  integrali  par- 
ticolari. 

A  questo  sistema  di  curve  si  aggiungono  talora  altre  curve  integrali  in  nu- 
mero finito;  quelle  rappresentate  dalle  soluzioni  singolari;  tal  altra  tali  curve  non 
esistono. 

Tbokeia  :  La  curva  C  rappregeitld (a  da  un  integrale,  singolare  ha  la  pro- 
pne.tà  d'inviluppare  tulle  0  parte  dette  curve  integrali. 

Infatti,  il  cwefllcicnte  angolare  delle  tangente  in  un  punto  qualunque  di  coordi- 
nate cCayt  della  curva  C  è  uguale  ad  uno  dei  valori  dì  p  ricavati  dall'equazione: 

f{x^  .  y.  .  P)  =  0 

e  quindi  è  uguale  al  coefllcientc  angolare  della  tangente  ad  una  delle  curve  inte- 
grali passanti  per  quel  punto,  ossia  la  curva  C  è  tangente  ad  una  di>lle  curve  in- 
tegrali che  passano  per  quel  punto ,  senza  confondersi  poi  colla  curva  integrale 
stessa,  percliè  l'equazione  di  questa  è  if{a;  ,  1/  ,  u)  =  0  dove  (ti  è  una  costante,  e 
quella  della  curva  C  è  9(0;  ,  y  ,  w)  =  0  dove  w  è  una  funzione  di  x  ed  y.  Dun- 
que l'integrale  singolare  rappresenta  l'inviluppo. 

Reciprocamente  poi  è  chiaro  che  l' inviluppo  di  curvo  integrali  particolari  6 
pure  una  curva  integrale,  ma  corrisponde  precisamente  ad  un  integrale  singolare. 

Onde  si  vede  cbe  i  problemi  relativi  alle  soluzioni  singolari  e  quelli  relativi 
agli  inviluppi  di  curve  integrali  sono  equivalenti. 

Sicché,  dando  forma  geometrica  a  quanto  dicemmo  sulle  soluzioni  singolari , 
possiamo  stabilire  i  seguenti  teoremi: 

TOL.  xxzui.  ^ 
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I."  Una  curva  inoilttììpo,  te  esiste ,  è  rappresentala  dalle  dm  equazioni 
0  =  0  ,  g  =  0  ;  oppure  dalla  equazione  che  si  ottiene  nguagliando  a  sera  un 
determinato  fattore  di  e  e  di  g  quando  guasti  due  discTimiuanti  sono  riducibili, 
il."  Il  sistema  delle  curve  rappresentato  da  un'equazione  differenziale  di 
1"  ordine,  in  generate  non  iia  inviluppo.  La  curva  «=0  {n  generate  non  è  nep- 
pure una  curva  integrale. 

Ili,"  Il  sistema  delle  curvo  rappresentale  da  un'equazione  algebrico 
9(x  ,  1/  ,  u)  =  0  tn  generale  Ita  un  inviluppo  che  è  rappresentalo  dalla  equa- 
zione g  =  0. 

Questa  .ipparente  contraddizione  viene  spiegata  dal  Cayley  osservando  che  in 
generale  le  curve  integrali  di  un'  equazione  dìITerenEiale  algebrica  rormEino  un  si- 
stema di  curve  trascendenti,  e  che  in  generale  un  sistema  di  curve  trascendenti 
non  ha  inviluppo. 

Il  Darboux  invece  osserva  chr;  per  il  teorema  rli  Cauchy  passano,  è  vero,  n 
curve  per  ogni  punto  del  piano  :  ina  questo  sistema  di  curve  non  6  in  generale 
rappresentato  da  un'  unica  forma  anaiilica  9(x  ,  i/  ,  u)  =  0 ,  di  modo  die  ammet- 
tere clic  questa  sussista  è  come  togliere  la  gencrnlilà  nella  Torma  dell'equazione 
liiiTerenzìale,  alla  quale  si  dà  appunto  con  ciò  la  particolarità  dì  ammettere  in  ge- 
nerale la  soluzione  singolare. 

A  questo  proposito  1'  Hamburger  osserva  che  non  t  la  natura  trascendente  di 
un  sistema  di  curve  che  porti  con  sé  l'essere  caso  particolire  l'esistenza  dell'in- 
viluppo, e  dimostra  che  l'insieme  delle  curve  integrali,  passanti  per  un  punto  può 
sempre  essere  rappresentalo  in  un  certo  intorno  del  punto  stesso  da  un'  unica 
equazione  f  (iX  ,  j/ ,  u)  =  0  :  sicché  da  questo  lato  l' essere  caso  particolare  1'  esi- 
stenza della  soluzione  singolare  di  un'equazione  difTerenziale  dipende  dal  fatto  che 
è  un  caso  particolare  che  in  quella  porzione ,  dove  le  curve  sono  rappresentate 
da  una  forma  unica,  ivi  abbiano  un  inviluppo. 

E  conclude  coH'afTcrmare  che  l'esistenza  o  non  esistenza  di  uu;i  soluzione  sin- 
golare non  si  può  dire  che  sia  caso  generale  piuttosto  che  particolare  o  vicever- 
sa. Infatti:  è  noto,  per  esempio,  che  una  curva  può  essere  rappresentata  in  due 
modi  dilTcrenlì,  ossìa  ìn  coordinale  di  punti  e  in  coordinate  di  retto  ,  e  secondo 
che  prendiamo  l'una  rappresentazione  o  l'altra  abbiamo  come  caso  generale  l'as- 
senza di  punti  doppi  e  la  presenza  dì  tangenti  doppie,  o  viceversa.  Allo  stesso 
modo  una  fatniglia  dì  curve  può  avere  una  doppia  rappresentazione  o  mediante 
un'equazione  difTurenzialc,  o  mediante  un'  equazione  Qnita  contenente  un  parame- 
tro: in  questo  secondo  cano  la  famiglia  possiede  in  generale  inviluppo  e  dalla  sua 
equazione  si  deduce  un'equazione  differenziale  non  generale,  un'equazione  dliTeren- 
ziale  che  si  trova  nel  caso  particolare  di  ammettere  una  soluzione  singolare;  men- 
tre nel  primo  caso ,  essendo  1'  equazione  differenziale  generale ,  il  sistema  delle 
curve  integrali  non  ammette  inviluppo.  Concludendo:  quando  una  rappresentazione 
6  generale,  l'altra  è  particolare. 
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Ora  quando  noi  diciamo  che  un  ente  geometrico  è  generale,  intendiamo  elio  è 
generale  la  rappresentazione  analitica  dì  esso  ,  alla  quale  ci  riferiamo ,  die  cioè 
tra  le  costanti  che  vi  figurano  non  esistono  relazioni  piirticol^ri  ;  siccliò  esso  non 
può  dirsi  generale  per  sé  stesso ,  ma  solo  per  rapporto  ad  una  determinata  su» 
rappresentazione  analitica. 

Ond'è  che  noi  non  possiamo  dire  quali  tra  i  due  casi  considerati  sia  il  gene- 
rale, dacché  per  la  famiglia  di  cune  abbiamo  due  rappresentazioni  tali  che  la  ge- 
neralità nell'una  porta  una  particolarità  nell'altra. 

4.  Studiamo  ora  i  lu<;ghi  dì  punti  singohiri  delle  curve  integrali  in  reluzione 
ai  discriminanti  i  e  g. 

Sia  una  curva  ?(;»  ,  y)  =  0  avente  in  un  punto  A.  dì  coordinate  a;,  j/o  un  punto 
doppio-  In  un  punto  qualunque  ordinario  A'  della  curva,  di  coordinate  x'  ,  y',  il 
coeOlcientc  angolare  ^  della  tangente  è  unico  e  determinato:  esso  ò  dato  du 


Avviciniamo  ora,  percorrendo  la  curva,  il  punto  A'  al  punto  A;  il  coefQcicate 
aogolare  \  della  tangente  in  A'  alla  curva  tenderà  a  diventare  il  coelTicicnte  an- 
golare della  tangente  in  A  al  ramo  di  linea  percorso  dal  punto  A',  ossia  indicando 
con  Xg  uno  qualunque  dei  coenicienti  angolari  delle  due  tangenti ,  potremo  pren- 
dere sulla  curva  un  punto  A'  cosi  vicino  ad  A  che  la  difTerenza  fra  ìl  valore  di  X 
ed  uno  dei  due  valori  di  >o  sia  minore  dì  una  quantità  data  precedentemente  pìc- 
cola a  piacere. 

Se  A  è  un  punto  r**'",  anziché  doppio,  possiamo  analogamente  affermare  che 
se  X  è  il  coefGcìcnte  angolare  della  tangente  in  A'  alla  curva,  quando  A'  tende  ad 
A  ,  X  tende  a  diventare  il  coefficienlc  angolare  della  tangente  nel  punto  t*""  al  ra- 
mo di  linea  percorso  dal  punto  A'. 

Per  ìl  caso  che  A  sia  una  cuspide  sì  può  dare  di  ciò  una  dimostrazione  anu> 
litica  semplice. 

Sviluppiamo  in  serio  di  Taylor  le  due  funzioni  -^  ,  ^  in  un  punto  A' di  coor- 
dinate x' ,  y'  vicinissimo  ad  A,  avremo  : 

CàXy  =  CbXa*  *'  "  "''  ©)w.  +  '"'  ~  "•'  iì^Ù-r^y.  *■■■ 
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e  poiché: 

m  =0   m  =0: 

(IW  =  <"''-"'''  (S)«/  <••''  -"''  (ali).*  ^-  ■  ■  ■ 

Onde  il  roeflicreote  angolare  della  tangente  in  V  gnrà  : 

X  =    (iXy:  „ ._  '"'  -  ^-^  (SU.  -^  '"'  -  "•'  (IV,).j.  -^  ■  •  ■ 
"    ©.V  "  '"^  -  ^-^  (r^).*  "  "•'■  -  "•'  ©).^.  +  ■  •  ■ 

Avvicinando  indeDnitamente  il  punto  A'  al  punto  A,  potremo  trascurare  i  ter- 
inint  contenenti  i  Tattorì  n/  — x,  e  j/'  — i/a  ad  una  potenza  superiora  alla  prima  . 
epperò  il  valore  di  \  tenderà  al  valore  dell'espressione  : 

'"•-''•' (5).^/ "/-"•' (^yX* 
che  si  può  scrivere  anche  cosi  : 

(3)x.  J  <^"-'  (5),^/ '"'-"•'(ali))..,.] 

Ha  poiché  A  è  una  cuspide,  esiste  l'ugungltanza 
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onde  al  limite  sarà: 


ossia  risulta  limÀsX^.        e.  d.  d. 

Ora,  se  una  curva  integrale  fiso  ,y,tii^)  =  (i  Iia  in  un  punto  k  di  coordinate 
a?, ,  Vo  "■>  punto  multiplo,  poiché  in  un  punto  A'  della  curva  TÌcinissimo  ad  A  il 
Talore  di  p  dato  dalla  ecjuazione  della  cpirra  integrale  è  uguale  ad  uno  dei  valori 
di  p  dati  dall'equazione  : 

f{x' ,  y'  ,  P)  =  0 

dove  x' ,  y'  sono  le  coordinate  del  punto  A' ,  possiamo  atTermare  che  il  limite  del 
valori  di  p  dati  dall'equazione  della  curva,  quando  il  punto  A',  percorrendo  la  lì- 
nea, Tiene  in  A  è  uguale  ad  uno  dei  valori  di  p  dati  dall'equazione: 

/■(of. ,  yo  .  P)  =  0  . 

e  perciò  che  fra  gli  n  valori  di  p  dati  dall'equazione  /'(a;,  ,  J/a  ,  p)  =  0  si  trovano 
ancora  gli  r  valori  dei  coefOcìenti  angolari  delle  r  tangenti  nel  punto  t^"  della 
curva. 

Questo  spiega  una  certa  singolarità  che  si  troverebbe  nei  luoghi  di  punti  mul- 
tipli. Sì  sa  che  il  legame  fra  l'equazione  differenziale  e  l'equazione  integrale  con- 
siste in  questo ,  che  il  valore  di  p ,  in  un  punto ,  ricavato  dall'  una  o  dall'  altra 
equazione  è  sempre  lo  stesso;  ma  in  un  punto  multiplo  appartenente  ad  un  luogo 
di  punti  multipli  la  stessa  corrispondenza  non  si  verificherebbe  più.  Il  valore  di  p 
in  quel  ponto  ricavato  dull'equazione  integrale  ìs  indeterminato  (è  indeterminata  la 
tangente  in  un  punto  multiplo  ad  una  curva) ,  mentre  non  è  indeterminato  il  va- 
lore ili  p  per  ogni  punto  del  luogo  ricavato  dall'equazione  differenziale,  giacché, 
se  ciò  fosse,  le  funzioni  a,  ,  a,  . .  .  si  annullerebbero  in  tutti  i  punti  del  luogo  e 
ammetterebbero  perciò  un  fattore  comune,  il  che  noi  abbiamo  escluso. 

Per  quello  che  abbiamo  detto  prece. lentomenle  invece,  la  corrispondenza  geo- 
metrica fra  equazione  differenziale  ed  equazione  integrale  si  conserva  anche  nei 
punti  multipli,  quando  per  valori  di  p  nel  punto  multiplo  si  prendano  i  limiti  a 
cui  tendono  i  valori  di  p  nei  punti  vicinissimi  ai  punto  multiplo;  e  l'equazione  dlf- 
fercDziale  continua  a  darò  anche  nei  punti  multipli  la  direzione  delle  tangenti  ai 
rami  dì  linea  che  passano  per  quei  punti. 

Queste  considerazioni  poi  sarebbero  suOlcienti  a  provare  che  un  luogo  di 
punti  multipti  con  tangenti  distinte  deve  necessariamente   far  parte   della  curva 
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g  =  0,  poiché  per  ogni  punto  del  luogo,  l'equazione  difTeronEÌale  non  dà  più  di  n 
direzioni  o  siccome  due  almeno  appartengono  ad  una  curva  integrale  sola,  cosi  un 
luogo  di  punti  multipli  è  anche  un  luogo  dì  punti  per  cui  passano  al  più  n—  1 
curve  integrali  e  quindi  appartiene  a  i;  =  0.  Ma  ciò  resta  compreso  nel  seguente 
teorema  piìt  generale  : 

0(/Jii  luogo  di  punti  nivllipli  di  curoe  integrali  fa  parie  della  curva  g  =  0. 

Dimostruzione.  Infatti,  supponiamo  che  per  ogni  punto  di  coordinate  x^Vt  della 
curva  /t  =  0  si  possa  determinare  un  tal  valore  u  =  u,  per  cui  si  abbia  insieme  a 
V  (3^0  >  Va  >  f^oì  =  0  anche 

(?)  =«  (?)  =0- 

\dx/Xfyt,Wo  ^Sy/Xa,yo,'a„ 

Considcrianio  <f{as  ,y  ,  la)  =  Q  come  l'equazione  di  una  superficie,  chiamando 

con  se ,  y  t  u  le  coordinate  cartesiane  di  un  punto  dello  spazio. 

Il  piano  tangente  alla  superficie  nel  punto  di  coordinate  x,  ,  j/o  >  <''«  ^vrà  per 
equazione  : 

e,  quando  non  sia  anche  (~  I  =0  il  piano  tangente  si  riduce,  adunque,  a 


ossia  diventa  parallelo  al  piano  xy.  Allora,  se  in  ogni  punto  di  coordinate  x, ,  y^ 

della  curva  /i  =  0  non  si  ha  ^  =  0  e  quindi  nel  punto  Xgy,  tog  della  superficie 

il  piano  tangente  deve  essere  parallelo  al  piano  eoy  ,  Ug  non  può  variare  sempre 
col  variare  del  punto  di  A  =  0  che  si  considera,  cpperò  mantenendosi  osso  sem- 
pre costante,  la  curva  h=[ì  rappresenta  tutto  o  in  parte  la  curva  integrale 
9(0: ,  y  ,  (Oq)  =  0  ed  6  di  questa  un  ramo  multiplo  :  in  questo  caso  poi  la  curva 
h=  a  non  fa  parte  della  curva  g  =  0. 

Ne  viene  di  conseguenza  che  se  Wo  varia  invece  da  punto  a  punto  della  curva 

/t  =  0  ,  deve  essere,  per  1'  equazione  del  piano  tangente  alla  superficie ,  —   =  0 

nel  punto  di  coordinate  oc, ,  y,  ,  (o, ,  il  quale  diventa  un  punto  multiplo  della  su- 
perficie. Allora  il  punto  di  coordinate  x^y,  appartiene  alla  curva  !;  =  0  ossia  /t 
entra  come  fattore  in  ;;. 

Ha  in  questo  caso,  e  in  questo  soltanto,  /i  =  0  è  un  vero  luogo  di  punii  mul  - 
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tipli  dì  curve  integrali,  quindi  un  luogo  di  punti  multipli  tu  parte  della  curva  g=0. 
'  e.  d.  d. 

Nel  caso  inllnc  in  cui  si  abbia  {—■)  =  0  e  di  più  (o„  sia  sempre  lo  stcs  - 

so  per  tutu  i  punti  di  A  =  0  ,  la  curva  /i  =  0  è  un  luogo  dì  punti  multipli  di  una 
stessa  curva  integrale  e  quindi  è  precisamente  una  curva  integrale  multipla.  E 
perchè  il  suo  parametro  u  è  radice  multipla  di  (f{x  ,y,ia)  =0  la  curva  /i  —  0  & 
multipla  non  solo  come  curva,  ma  anche  come  integrale ,  cioè  in  essa  vennero  a 
coincidere  più  curve  integrali  particolari. 

Alla  curva  g  =  0  oltre  i  luoghi  di  punti  multipli  appartengono  adunque  anche 
le  curve  integrali  multiple  che  sono  tali  non  solo  come  rami  di  curva  ma  anche 
come  integrali.  Non  entrano  invece  in  g  =  0  quelle  curve  integrali  che  sono  mul- 
tiple semplicemente  come  rami  di  curve. 

Supponiamo  ora  cho  un  punto  di  coordinate  x^  ,  j/g  sia  multiplo  per  la  curva 
integrale  to, ,  ma  non  appartenga  ad  un  luogo  di  punti  multipli  (punto  multiplo 
isolalo).  Tale  punto  potrà  appartenere  o  non  appartcnerj  alla  curva  3=0,  secondo 
che  a;«,j/o,iOo  sono  le  coordinate  di  un  punto  multiplo,  della  superficie  ?(a:,i/,u„)=0, 
oppure  no.  In  questo  secondo  caso  il  punto  (x^  ,  y,  ,  Ug)  della  superllcie  è  un 
punto  in  cui  il  piano  tangente  è  parallelo  al  piano  xy ,  e  il  punto  multiplo  della 
curva  integralo  Ug  deriva  dall'essere  questa  curva  hi  sezione  della  superllcie  fatta 
mediante  un  piano  tangente. 

Se  l'equazione  integrale  : 

?(ir  ,ì/,  w)  =  0 

è  generale,  questi  punti  multipli  isolati  (massimi  e  minimi  della  Tunzione  implicita 
to  di  X  e  y  dell'equazione  f  (x  ,  f/  (■>)  =  O)  esistono  e  sono  in  numero  llnito  ;  le 
loro  coordinato  col  rispettivo  parametro  <a  della  cur^a  integrale,  a  cui  apparten- 
gono, sono  date  dalle  terne  di  valori  che  soddisfano  lo  tre  equazioni  : 

,(x,!,..o)  =  0  |1  =  0  ?^  =  0. 

&  ciascuno  di  questi  punti  corrispondono  n  valori  distinti  di  u,  onde  per  cia- 
scuno di  essi  passano  almeno  n  + 1  rami  di  curve  integrali,  rami  che  in  generale 
avranno  tangenti  distinte  ;  onite  in  questi  punti  dovendo  l'equazione  difTereniiiale 
dare  n+1  valori  di  p,  tutte  le  a  devono  annullarsi. 

L'equazione  dilTereiiziale  che  si  ottiene  eliminando  io  fra  le  due  equazioni  : 

9  (03 ,  y  ,  tj)  =  0 
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ha  come  Tememmo  la  forma  : 


A^f/x"  +  (^\\,da^-*dy  +  ..  .  +  A,dy"=0 

dove  le  A  a  meno  di  un  fsdore  0  sono  uguali  rispettivamente  alle  a.  Ora  se  per 
ogni  coppia  di  valori  a;,  ,  y,  di  x  e  j/  si  ba: 

»-  =  »         |?  =  0, 

da;  dy        ' 

è  chiaro  che  l'equazione  ottenuta  con  quel  processo  di  eliminazìoDe  deve  riuscire 
una  identità  nel  punto  di  coordinate  x^y^,  ossia  le  A  devono  tutte  annullarsi  per 
ti^  =  aig ,  y  =  I/o .  Le  A  si  annullano,  adunque,  in  tutti  i  punti  doppi  delle  curve  in  - 
legrali:  tutti  qu(;i  punti  multipli  che  formano  un  luogo  determinano  un  littore  co- 
mune a  tutte  le  A  e  clie  entra  perciò  in  d  ;  mentre  i  punti  multipli  isolati  annul- 
lano le  A  private  del  fattore  0,  ossia  le  a. 

Qui  viene  di  nuovo  provato  che  se  l'equazione  integrale  è  generale  l'equazione 
difTercnzialc  clie  se  ne  deduce  è  particolare,  giacché  gli  n-f  1  coeDlcìenli  a  hanno 
la  proprietà  particolare  di  annullarsi  tutti  in  un  certo  numero  di  punti. 

Deriva  ancora  da  quanto  dicemmo  che  gli  enti  geometrici  rappresentanti  per 
ogni  punto  del  piano  le  n  soluzioni  corrispondenti  sono  propriamente  n  rami  di 
curva,  non  n  curve.  Di  questi  n  rami  per  certi  punti  alcuni  possono  coincidere  . 
oppure  appartenere  ad  un'  unica  curva,  ma  l'equazione  dilTerenzìuIe  dà  sempre  in 
quei  punti  la  direzione  dei  rami  di  curva  che  vi  passano.  Possono  esistere  poi 
punti  isolati ,  pei  quali  passino  piti  di  u  rami  di  curva  integrale  :  ivi  1'  equazione 
differenziale  diventa  una  identità. 

Osserviamo  ora  che  più  valori  di  p  possono  coincidere,  quando  coincidono  piij 
tangenti  ai  rami  di  line»  che  passano  per  un  punto. 

Donde  il  : 

Teorema:  Un  luogo  di  punii  multipli  con  langenli  coìncidenli  {in  particolare 
un  luogo  di  cuspidi)  delle  curt;e  inlegrali  fa  parte  necessariamente  della  curva 
e  =  0. 

Possiamo,  adunque,  concludere  coi  seguenti  teoremi: 
1."  La  curva  g  =  0,    luogo  di  pittiti,   ni  quali  corrispondono  meno  di  n 
valori  di  u,  contiene  lutti  gli  inviluppi,   tulli  i  luoghi  di  punti  multipli  delle 
curve  integrali  e  tutte  le  curve  integrali  mulfipte  che  sono  tali  e  come   curve  e. 
come  integrali. 

II.*  La  curva  o  —  0 ,  luogo  dei  punti  in  cui  due  o  più,  valori  di  p  coin- 
cidono, co»(icnc  gli  inmluppf,  i  Imghi  di  punti  multipli  co»  tangenti  coineidenii 
(in  particolare  i  luoghi  di  cuspidi),  le  curve  inlegrcUi  multiple  cfie  sono  (ali  co- 
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me  curve  e  come  integrali  e  infine  t  luoghi  di  punti  di  conlnUiì  di  curve  mfe- 
grati  diverse  o  di  ravii  di  una  slessa  curva  integrale. 

Le  due  funzioni  geo,  adunque,  lianno  una  parte  comune  che  col  suo  an- 
nullarsi fornisce  inviluppi  e  curve  integrali  mnltiple  coi  faUori  che  corrispondonu 
a  soluzioni,  e  luoghi  di  punti  multipli  con  tangenti  coincidenti  coi  faltori  che  non 
corrispondono  a  Eoluiioni. 

5.  Si  tratta  ora  di  distinguere  i  vari  fattori  di  g  o  e  a  seconda  della  loro 
natura  geometrica. 

Consideriamo  ancora  f (a;,j/,(a)  =  0  come  l'equazione  di  una  superficie;  0  =  0 
sarà  l'equaiione  dei  cilindro  che  tocca  la  superficie  ed  lia  le  sue  generatrici  pa- 
rallele ali'HSse  Lt.  In  un  piano  Tcrticule  il  cilindro  avrà  tante  generatrici  quante 
sono  le  tangenti  alla  curva  sezione  della  superficie  con  quel  piano  parallele  al- 
l'asse u,  ossia  indicando  con  r;i  l'ordine  della  superGcie  ,  tali  generatrici  saranno 
m(in—  I)  se  la  superfìcie  non  ha  punti  multipli. 

Supponiamo  ora  die  la  supei'Qcie  abbia  un  punto  doppio  nel  punto  di  coor' 
dinate  o^o  >  j/o  >  ^^e  >  allora  ogni  sezione  fatta  con  un  piano  verticale  passante  per 
quel  punto  ha  ivi  un  punto  doppio,  cpperò  in  ogni  sezione  verticale  te  tan<;enti 
parallele  all'asse  m  sono  Tn(n(  -  I)  -  2,  ossia  in  ogni  piano  verticale  passante  per 
quel  punto  11  cilindro  oltre  alla  generatrice  che  passa  per  il  punto  (cPo  •  !/«  >  "•) 
non  ne  ha  piii  che  m(ni-l)  — 8,  e  quindi  il  cilindro  f/  =  0  ha  nella  generatrice 
che  passa  per  un  punto  doppio  della  superfìcie  una  generatrice  doppia  e  la  curva 
del  piano  ccy  rappresentata  dall'equazione  g=  0  ha  nel  punto  di  coordinate  x^y^ 
un  punto  doppio. 

Allora  se  A  =  0  li  un  luogo  di  punti  doppi  delle  curve  integrali  è  pure  un 
luogo  di  punti  doppi  della  curva  g  =  (i ,  ossia  /i  =  0  è  un  ramo  doppio  della  cur- 
va g  =  0. 


Potendosi  riguardare  un  punto  r^'**  come  il  limite  a  cut  convergono 


Hr-\) 


2 
punti  doppi,  si  ha  i! 

Teobchi:  Un  luogo  di  punti  r*^'  con  tangermi  dis(tnfe  entra  r(r— 1}  volle 
nella  curva  g  =  0. 

£  siccome  un  fattore  di  g ,  quando  non  rappresenta  col  suo  annullarsi  un 
luogo  di  punti  multipli,  dà  sempre  una  soluzìono,  cosi  possiamo  porre  il  seguente  : 

Teoiua  :  I  fattori  aempUsi  di  g  ddnno  sempre  col  loro  annullarsi  una  so- 
luzione (singolare  o  particolare). 

Reciprocamente  poi  per  un  punto  multiplo  della  curva  g=0,  sì  ha  corrispon- 
rlcnteoiente  una  generatrice  multipla  nel  cilindro  g  =  0  ,  un  punto  multiplo  nella 
sezione  piana  parallela  al  piano  xy  passante  per  il  punto  comune  alla  generatrice 
multipla  ed  alta  superficie,  e  inQnc  un  punto  multiplo  di  una  curva  integrale. 

Allora  se  h  è  un  fattore  multiplo  di  g,   per  ogni  punto  (co,  y^)  di  /i  =  0  si 
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potrì  determinare  un  tal  valore  lOg  di  io ,  per  cui  sia  : 

»(«.».".)  =  « 

\3u/«oyo(i)o  Xftc/aioyoiijfl  ^py/sCoyoWo 

In  generale  u»  varìerà  da  punto  a  punto  della  curva  A  =  0  :  in  generale , 
adunque,  la  curva  A  =  0  è  un  luogo  di  punti  multipli  di  curve  integrali   diverse. 

Nel  caso  speciale  in  cui  tt>„  risulti  per  ogni  punto  di  A  =  0  sempre  il  mede- 
Etmo,  A  =  0  è  una  curva  integrale  multipla  di  parametro  u,  e  analiticamente /i=0 
£  una  soluzione  particolare. 
Si  ha  perciò  il  : 

Teokena  :  Un  fallare  muUipU)  di  g,  co(  suo  annullarsi ,  non  dà  in  getierale 
una  soluzione,  e  se  la  dà,  questa  è  particolare.  —  Geometricamente  :  un  pallore 
muUiplo  di  g  uguagliato  a  zero  rappresexia  in  generale  un  luogo  ai  punii  m«l- 
lipii  di  curve  integrali  diverse,  in  parlicolare  uno  curva  infegrole  muilipla. 

Osserviamo  che  quei  fattori  multipli  di  g  che  non  entrano  in  a  non  dinne 
mai  una  soluzione,  perchè  nelle  curve  integrali  multiple  vengono  a  coincidere  non 
solo  due  0  p'iii  valori  di  u,  ma  anche  corrispondentemente  due  o  più  valori  di  p. 

Data  una  famiglia  di  curve  rappresentate  p.  e.  dalla  sua  equazione  Unita,  noi 
possiamo  supporre  che  la  curva  discriminante  di  essa  g  =  0  si  componga  di  tanti 
rami  tali  che  il  numero  delle  curve  reali  passanti  per  due  punti  posti  in  vicinanza 
tli  uno  di  essi,  e  da  parti  opposte  sia  uguale  o  differisca  solo  di  2. 

Infatti,  se  ciò  non  fosse,  sì  potrebbe,  seguendo  il  concetto  del  Workmaa  va- 
riare di  pochissimo  le  costanti  che  fljjurano  netl'  equazione  in  modo  che  la  fami- 
glia che  cosi  si  ottiene  abbia  la  proprietà  voluta. 

Fatta  tale  variazione  può  asserirsi  che  ogni  ramo  per  il  quale  il  numero  ac- 
cennato è  uguale  dalle  due  partì  entra  in  g  un  numero  pari  di  volte  e  ogni  altro 
ramo  un  numero  dispari  ;  perciò  un  luogo  di  cuspidi  entra  un  numero  dispari  di 
volte  in  g,  e  non  potendo  ,  come  luogo  di  punti  doppi  entrare  meno  di  2  volte , 
vi  cntrerti  S  volte  almeno. 

Un  luogo  poi  di  punti  dì  contatto  di  curve  integrali  con  sé  stesse  non  facendo 
parte  dì  quei  rami,  da  una  parte  dei  quali  passa  per  ogni  punto  un  numero  mi- 
nore (li  curve  integrali  che  dall'altra ,  entrerà  in  g  un  numera  pari  di  volte  e 
quindi  2  volte  almeno. 

D'altra  parte  osserviamo  che  se  non  avvengono  sovrapposizioni  di  luoghi  di- 
versi, un  fattore  triplo  di  g  dà  realmente  col  suo  annullarsi  un  luogo  di  cuspidi. 
Infatti,  indichiamo  con  L  questo  luogo ,  essendo  dato  da  un  fattore  triplo  di  g  , 
da  una  parte  di  esso  cadrà  un  numero  maggiore  di  curve  integrali  reali  che 
dall'altra. 
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Allora  degli  n  rami  di  curTa  che  arrivano  ad  un  punto  di  L  al  più  n  -  2  la 
oltrepasseranno.  Degli  altri  ,  t  apparterranno  ad  una  stessa  curva  integrale  e  di 
pili  avranno  la  stessa  tangente,  porche  ìn  quel  punto  non  solo  coincidono  almeno 
2  THiori  di  ti  ma  anche  3  valori  di  p,  onde  i  2  rami  formeranno  ìn  quel  punto  una 
cuspide.  Inoltre  i  fattori  doppi  di  g  che  entrano  anche  in  a  daranno  realmente 
col  loro  annullarsi  un  luogo  di  punti  di  contatto  ,  quando  non  corrispondono  ad 
una  soluiionc,  giacché  i  fattori  multipli  di  g  che  non  danno  soluzioni  non  possono 
che  dare  luoghi  di  punti  multipli,  i  quali  non  possono  essere  punti  doppi,  perchè 
in  lai  caso  il  luogo  che  essi  formano,  non  apparterrebbe  alla  curva  c  =  0,  non 
possono  essere  nitri  punti  multipli ,  perchè  la  curva  che  formano  entrerebbe  piti 
di  2  volte  ìn  g  =  0  e  quindi  devono  proprio  essere  luoghi  di  punti  di  contatto  di 
curve  integrali  con  sé  stesse. 

Per  la  stessa  ragione  poi,  per  cui  dicemmo  che  i  luoghi  di  punti  di  contatto 
di  curve  integrali  con  sé  stesse  entrano  in  g  =  0  un  numero  pari  di  volte,  questi 
luoghi  stessi,  come  pure  i  luoghi  di  punti  <li  contatto  di  curve  Integrali  diverse 
entrano  ìn  o  =  0  un  numero  pari  di  volte. 

Tboiema:  71  luo^o  di  semitici  cuspidi  entra  una  sola  volta  in  a  =  0. 

Infatti ,  sia  Pg  una  cuspide  di  una  certa  curva  integrale  appartenente  ad  un 
luogo  L  di  cuspidi;  le  coordinate  di  P,  sieno  sCo ,  y,  e  sia  p^  il  valore  di  p  cor- 
rispondente alla  tangente  cuspidale.  Allora  il  luogo  l  dei  punti  in  cui  la  tangente 
ad  una  curva  integrale  ha  la  dircsione  della  tangente  cuspidale  è  la  curva  rap- 
presentata dall'equazione: 

/"(aJ .  y  ,  Po)  =  0  . 

curva  che  passa  per  il  punto  P» .  ed  ba  ivi  per  tangente  la  tangente  cuspidale. 
Infatti  la  direzione  della  tangente  alla  linea  (  in  quel  punto  ò  dato  da: 


e  si  ha  ancora,  derivando  tot:ilmente  l'equ^izione  dilTorenzìale  : 


ma  nella  cuspide  —  =  0,  onde  il  valore  di  p  per  la  tangente  cuspidale,  ossia  p^, 
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dy 

e  quindi  p  =  p|,. 

Questa  curva  I  poi  non  può  ollrepassare  la  L  :  se  1*  equazione  difTereniiale  è 
ili  t"  grado  in  p ,  ciò  si  vede  f;icil mente.  Tnfutti ,  in  questo  caso  da  una  parte 
di'lla  cuna  L  non  cadono  curve  integrali  reali,  il  che  non  avverrebbe  se  la  cur- 
va l  oltrepassasse  la  L,  ginccliè  nei  punti  vicini  ad  L  tanto  da  una  parte  di  quc* 
sta  cbrva  come  diill'altra,  le  curve  integrali  avrebbero  di  reale  un  punto  e  la  di- 
rezione del  ramo,  ossia  due  punti  infinitamente  vicini  ,  e  quindi  il  ramo  sarebbe 
reale. 

Se  poi  l'equazione  dilTerenziale  è  di  grado  ii  nei  punti  delta  linea  L  due  curve 
integrali  vengono  a  coincidere  in  un'  unica  curva  e  poi  nei  punti  posti  dall'  altni 
paite  le  due  curvo  diventano  immaginarie.  In  un  punto  della  linea  1  i  due  rsmi 
cbe  tendono  a  diventare  un'unica  curva  hanno  le  direzioni  Ps  o  Pi ,  por  cui  p, 
tende  a  pg  nel  punto  P«  e  siccome  poi  dall'altra  parte  di  L  le  due  curve  sono  di- 
ventate immaginarie,  non  esistono  curve  integrali  con  direzione  Pg  ossia  non  esìste 
la  curva  I. 

Sia  ora  P,  un  altro  punto  di  L  vicinissimo  a  P,  e  in  es^o  la  tangente  cuspi- 
dale abbia  la  dircKione  p^  +  ip^.  Pur  P,  passerà  la  curva  I,  rappresentata  dall'e- 
quazione : 

f(x  ,y  ,Pt  +  4p„)  =  0 

0  la  sua  tangente  avri  in  P,  la  direzione  Pa  +  ^Po*  anch'esso  poi  non  olU'epas- 
scrà  la  linea  L. 

Lo  due  curve  1  ed  I,  in  vicinanza  dei  punti  P^  ,  ?,  si  taglicranno  in  un  punto 
solo  C  e  i  punti  di  L  saranno  i  liuiiti  a  cui  ten^iono  questi  punti  G  quando  P, 
tende  a  coincidere  con  P,,,  dunque  i  punti  di  L  sono  veramente  punti  semplici  di  o=0, 
cpper6  un  luogo  di  cuspidi  entra  una  sola  volta  nella  curva  9  =  0. 

Evidentemente  un  luogo  di  punti  multipli  con  piCi  di  due  tangenti  coincidenti 
corrispondendo  a  piìi  cuspidi  entrerà  pili  volte  in  a. 
Deriva  di  qui  il 

Teoheua  :  I  fattori  semplici  di  n  non  possono  dare  c/te  soluzioni  o  luoghi 
di  semplici  cuspidi,  e,  giiando  non  avvengono  sovrapposizioni,  reciprucamente 
gli  inviluppi  e  i  luoghi  di  semplici  cuspidi  non  si  possono  frouure  che  nei  fat- 
tori semplici  di  a. 

CuROLLiNO;  Se  non  awennono  sovrapposizioni  di  Invghi  geomelriei  diversi. 


,y  Google 


)(  53  )( 

lune  le  aohiztimi  singolari  sono  date  da  fattori  the  sono  semplici  in  g  ed  an- 
che in  e. 

Come  si  vede  però  mediante  i  teoremi  esposti  non  sì  giunge  al  punto  di  se- 
parare completamente  lo  soluzioni  singolari  dalle  soluzioni  particolari. 

Tuttavia,  siccome  le  soluzioni  singolari  restano  congiunte  soltanto  a  quelle 
solusioni  particol.-iri  che  entrano  In  a  =  0  e  g  =  0  r  al  1°  grado,  possiamo  alTer- 
inare  che  soltanto  in  casi  apeci Glissimi  un  fattore  semplice  di  9  e  di  o  pud  dare 
una  soluzione  particolare. 

Resterebbe  a  Tcderi;  se  questi  casi  sono  possibili.  Se  l'equazione  dilTerenziale 
è  dì  '2*  grado  in  p,  vedremo  pili  avanti  che  questi  casi  non  sussistono,  e  quindi 
i  fattori  semplici  di  9  e  di  a  danno  aoltanto  soluzioni  singolari, 

6.  Supponiamo  ora  che  h=0  rappresenti  una  curva  nella  quale  vennero  a 
sovrapporsi  due  luoghi  geometrici  diversi.  Allora,  considerando  questa  curva  corno 
il  limite  a  cui  tendono  i  due  lunghi  considerati  come  distinti ,  e  che  sì  possono 
rendere  tali  variando  di  pochissimo  le  costanti  che  figurano  nell'equazione,  si  vede 
che  la  curva  A  =  0  entrerà  in  ^=0  e  a=0  con  una  uioltiplicità  uguale  alla  somma 
delle  moltiplicità  che  avrebbe,  considerata  separatamente  come  un  luogo  e  come 
un  altro. 

Cosi  p.  e.  una  curva  che  si  presenta  come  Uiogo  di  punti  doppi  e  come  luogo 
di  cuspidi  deve  entrare  in  g  2  +  3  =  S  volte.  È  questo  il  ragionamsnto  del  Work- 
man,  il  quale  crede  con  ciò  di  poter  alTermiirc  che  quando  una  curva  è  sempli- 
cemente luogo  di  date  singolarità  ,  deve  entrare  un  numero  determinato  di  volte 
in  j7  =  0  e  0  =  0:  di  qui  la  critica  al  Casorati,  della  quale  parlerò  piìi  avanti. 

Ora  io  osservo  che  si  possom}  avero  dite  specie  di  sovrapposizioni,  ossia  che 
dne  0  piij  luoghi  diversi  possono  diventare  un'unica  curva  in  due  modi  distinti. 

Supponiamo,  per  esempio,  di  avere  un  luogo  di  cuspidi  e  un  luogo  di  punti 
doppi  :  può  avvenire  che  variando  le  costanti  in  modo  che  coincidano  i  due  luoghi 
diversi  in  una  medesima  curva,  questa  rimanga  simultaneamente  luogo  di  punti 
doppi  e  di  cuspidi ,  oppure  può  avvenire  che  la  curva  resti  sempUcemento  luogo 
di  cuspidi,  perchè  il  nodo  del  punto  doppio  si  è  andato  perdendo ,  e  i  due  rami 
sono  venuti  a  coincidere  coi  due  rami  della  cuspide.  Nel  primo  caso  si  ha  una 
vera  sovrapposizione  nella  curva,  ntì  seconde  no.  Nell'un  caso  e  nell'altro  però  la 
curva  entrerà  in  9  =  0  cinque  volte  e  quindi  potremo  avere  curve  che  entrano  in 
g=0  cinque  volte  e  che  sono  luoghi  dì  punti  doppi  e  di  cuspidi,  e  curve  che 
pure  entrano  cinque  volte  in  g,  e  che  sono  semplicemente  luoghi  dì  cuspidi. 

Nelle  sovrapposizioni  di  1*  specie,  abbiamo  un  limite  superiore  ,  giacché  per 
ogni  punto  non  possono  passare  più  di  n  rami  di  curve  integrali ,  in  quelle  di 
^*  specie  invece  un  limite  non  esiste. 

Quindi  nella  moltiplicità  dei  fattori  in  a  e  in  j;  non  esiste  limite,  mentre  esiste 
nel  grado  di  moltiplicità  dei  punti  singolari  che  costituiscono  una  curva. 
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Nel  caso  che  l'equazione  dìrTereniiale  sìa  dì  2°  grado  In  p,  non  si  hanno  luoghi 
di  punii  iDuUìpli  secondo  un  numero  maggiore  di  due,  e  non  si  possono  avere  chn 
sovrapposiiioni  di  2*  specie ,  epperò  in  genorule  un  luogo  di  cuspidi  entrerà  tre 
volte  in  g  e  una  in  o,  in  particolare,  per  sOTrapposizioni  di  2*  specie,  potrà  en- 
trare un  numero  maggiore  di  volte ,  ma  sempre  dispari ,  perchè  non  si  potranno 
avere  sovrapposizioni  di  cuspidi  a  cuspidi,  mentre  nel  caso  generale  di  un  grado 
qualunque  in  p,  un  luogo  di  cuspidi  entrerà  in  generale  una  volta  in  o  e  tre  volte 
in  g,  in  pnrticulare  potrà  entrare  un  numero  maggiore  di  volte  senza  restrizione 
dì  sorta. 

Vedremo  ora  un  esempio,  in  cui  un  Fattore  più  che  triplo  di  {/  e  multipla  dì 
0  dà  col  suo  annullarsi  semplicemente  un  luogo  di  cuspidi,  perchè  ivi  è  avccnut;t 
una  sovrapposizione  di  %'  specie. 

Sia  l'equazione  differenziale  : 

1  *  +  y{5y  ~  3n)*  1  p*  +  8p  +  4  =  0  (a  è  una  costante) 

L'integrale  generale  è: 

w'  +  2  (a  -1-  y)  w  +  (a:  +  ?/)*  +  y'  (y  -  a)'  =  0 

ff  =  »'(y-i)'  o  =  iy(5y-3o)»  O=y*{y-o)» 

y  =  0  è  luogo  di  cuspidi,  e  la  tangente  cuspidale  ha  Tequazione  : 

w  +  a!  +  y  =  0 

y-a  =  0  è  luogo  di  punti  doppi,  e  le  due  tangenti  sono  complessivaniente  rap* 
presentate  dall'equazione  : 

{K  +  V  +  u)»  +  o'  (y  -  fl)*  =  0 

Sy  —  ia-0  è  luogo  dì  punti  in  cui  le  due  curve  integrali  che  vi  passano  si  toc- 
cano. 

Se  ora  poniamo  a  =  0,  i  tre  luoghi  menzionati  coincidono  in  uno  solo:  y=  0 
che  è  semplicemente  luogo  dì  cuspidi  e  che  in  g  deve  perciò  entrare  cinque  volte 
perchè  in  esso  si  sono  sovrapposti  il  luogd  di  cuspidi  e  il  luogo  di  punti  doppi  , 
in  a  deve  entrare  tre  volte,  perchè  in  esso  si  sono  sovrapposti  il  luogo  di  cuspidi 
e  il  luogo  di  punti  di  contatto  di  due  curve  integrali  diverse. 
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Infatti  per  a  =  0,  l'equazione  difTerenzialo  diventa: 

requasione  integrale  : 

inoltre  : 

j=y«  ot=100y»  e=y''. 

AaiDiessa  che  esistano  soirapposisioni  di  1*  o  2'  specie  i  numeri  travati  per 
esprimere  i  gradi  di  inoitipiicità  dei  luoglii  di  punti  singolari  nei  due  discrimi' 
nanti  dovranno  figurare  soltanto  come  limiti  inreriori.  Quando  esistono  sovrappo- 
sisiooi  di  I*  specie  soltanto,  sussisteranno  ancora  i  teoremi  che  riguardano  i  Tat- 
tori  semplici  e  nncbo  doppi  di  o  e  9 ,  ma  non  quelli  che  riguardano  i  fattori  più 
che  doppi,  in  reiasione  alle  soluzioni  singolari. 

Indichiamo  con  G  il  discriminante  dell'equazione  dìfTerenzialc  dedotte  dalla 
primitiva  generale,  si  ha  evidentemente  : 


Ora  il  Casoraii  ha  trovato  la  formola  : 

G  =  AVi    ("> 

dove  k  è  una  funzione  razionale  inlera  dei  coeillctenti  a, ,  a, .  .  .  a.  e  delle  loro 
derivate  rispetto  ad  x  ed  t/. 
Onde  per  l'uguaglianza  : 

e»"-*  0  =  ftV 

si  ha: 

I  fattori  dispari  di  a  sono  fattori  dispari  di  g,  e  viceversa. 


(*}  Sotto  questa  forma  l'esempio  qui  citato  si  trova  tra  quelli  dati  dal  ']!asorati 
nella  nota  :  "  Nuova  teoria  delle  aoluzioni  singolari  delle  eqtuatoni  differemiali  di 
1"  ordine  e  2°  grado  fra  2  variàbili  „,  a  pag.  7. 

l**)  Questa  formola  si  trova  nella  memoria  già  citata  del  1881  :  Una  formola 
fondamentale  concernente  i  digcritninatUi  delle  equazioni  differenziali  e  delle  loro 
primitive  complete. 
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I  raltori  pari  di  o  o  non  entrano  in  g,  o  tÌ  entrano  un  numero  pari  di  io)te, 
e  viceversa. 

Perciò,  supposto  cbe  non  esistano  sovra ppositioni ,  possiamo ,  dìstint^uendo  i 
Tattori  di  a  e  0  in  sette  categorie,  formare  il  seguente  quadro  : 

o  =  u' . . .  v*"*-* ...«'...  z*^*'  ...ho       . . .  t*« . . .  iW 

g  =  u*...v'      ...«■...  z*'**  . . .  /re-"  ...i"  ...  P-. 

1  ruttori  ti  sono  semplici  in  o  e  9  — u  =  0  in  genernlc  rappresenta  una  curva 
inviluppo,  in  particolare  una  curva  integrale  multipla. 

I  fattori  V  entrano  una  sola  volta  in  (/  e  più  Tolte  in  s.  —  v  =  0  rapprciicnta 
sempre  una  curva  integrale  multipla. 

I  fattori  tv  entrano  tre  volte  in  jj  e  unii  volta  in  a.  -  w  =Q  rapiiresenta  in 
generale  un  luogo  di  cuspidi,  in  p:irlicoÌarc  una  curva  integrale  multipla. 

I  fattori  z  sono  fattori  niultiitli  e  dispari  di  (/  e  0  -  2  — 0  in  generale  rap- 
presenta  un  luogo  di  punti  multipli  con  tangenti  coincidenti  (punti  di  sinijolarilà 
superiore  alla  cuspide)  in  particolare  rappresenta  una  curva  integrale  multipla. 

I  fattori  A  non  entrano  che  in  g  •—  A  =  0  non  è  mai  una  soluzione,  | ma  rap- 
presenta un  luogo  di  punti  r**"  con  tangenti  distinte. 

I  fattori  i  non  entrano  che  in  o>  —  i  =  0  rappresenta  in  generalo  un  luogo  di 
punti  di  contatto  di  curvo  integrali  diverse ,  in  particolare  una  curva  integrale 
multipla. 

I  fattori  I  entrano  in  a  e  9  un  numero  pari  di  volte.  —  1  =  0  in  generale  rap- 
l<resenta  un  luogo  di  punti  di  contatto  di  curve  integrali  con  so  stesse ,  in  par- 
ticolare una  curva  integrale  multipla. 

(contìnua) 
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SOPRA 
1  SISTKMl  IINEARI  DI  CCRVE  ALGEBRICHE  PIANE 

D  I 

EDGARDO     CIANI. 


Le  conaidcrazioni  seguenti  si  svolgono  nel  medesimo  ordine  d'idee  delle  i  Ri- 
cerche sopra  i  sistemi  lineari  di  curve  piane  »  del  prof.  G.  Castelnuovo  {").  Noi 
ci  poniamo  nelle  stesse  ipotesi  prestabilito  in  quella  Memoria,  ne  adoprerenio  con- 
tinuamente i  resultati  e  anche  le  notazioni  :  dovcudoln  citare  ci  se  r  viremo  per  bre 
TÌIà  del  simbolo  C  con  rindicazionc  del  §  utile  caso  per  caso. 

È  quindi  opportuao  anzitutto  riportare  qui  il  significato  di  tali  simboli  e  no> 
tasioni  insieme  a  qualcuno  dei  resultati  principali. 

1  sistemi  dì  curve  algebriclie  piane  i  quali  formano  oggetto  di  questi  studìi 
sono  quelli  dermiti  completamente  dai  loro  punti  base. 

Silfatti  sistemi  si  ottengono  scegliendo  fra  tutte  le  curve  di  uno  stesso  ordine 
n  quelle  clic  soddisfano  a  condizioni  lineari  esprimenti  soltanto  il  passaggio  mul- 
tiplo, 0  semplice  per  determinati  punti  del  piano  il  cui  gruppo  indichiamo  con  A. 

Ora,  può  darsi  che  assegnando  la  molliplìcitìk  Vf  nel  punto  base  i  alla  curva 
generica  del  sistema,  ossa  venga  a  passare  per  quel  punto  con  una  moltiplicità 
superiore  a  V|  in  conseguenza  di  tutte  lo  condizioni  a  cui  il  sistema  è  sottoposto. 

Quest'ultima  che  è  superiore  o  uguale  a  Vj  si  chiama  <  moUipUeifà  effettiva  i 
del  sistema  nel  punto  baso  i,  mentre  il  numero  Vj  vien  detto  •  molliplicità  ti:r 
uale  >.  Analogamente,  il  numero  K  dc0nito  dalla 

K  =  |in(n  +  3)-Sv(v4-l)l 


(*)  Memorie  della  R.  Accademia   delle  Scienze  di  Torino  .  Serie  II,  T.  XLII 
uno  1891. 

TOL.  xxxin.  ^ 
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si  chinina  «  dimcnsionr.  virtuale.  »  del  sistema  ,  mentre  vion  chiamata  «  dimen' 
siane,  effettiva  »  ìl  numero  k  dei  punti  arbitrari  del  piano  per  i  quali  passa  una 
sola  curva  del  sistema.  Sr-  k  =  K  il  sistema  si  chiama  n  regolare  »  ,  se  /e  >  K  il 
sistema  è  detto  t  sovrabbondante  «  e  la  differenza  ft-R  esprime  la  i  sovrab- 
bondanza u  del  sistema.  Quando  il  sistema  è  costituito  da  una  sola  curva  k  k=fì. 
Se  un  sistema  è  sovrabbondante  esistono  quindi  dei  vincoli  che  legano  i  punti 
base,  ma  non  viceversa.  Infatti  si  costruiscono  facilmente  sistemi  regolari  ì  cui 
punti  base  sono  vincolali  (ad  esempio  quello  formato  da  tutte  ]e  cubiche  aventi 
tre  punti  base  semplici  in  linea  retta  è  regolare  perchè  il  numero  dei  punti  base 
è  inferiore  a  nove  (G  §  '26). 

■  La  serie  caratteristica  s  del  sistema  è  quella  segnata  sopra  la  curva  gene- 
rica da  tutte  le  altre.  La  condizione  necosEaria  e  sufllcientc  afflncbè  il  sistema  sia 
regol^e  si  esprime  molto  semplicemente  esigendo  che  la  serie  caratteristica  sìa 
non  spectole  (C  §  18). 

II  numero  D  definito  dalla  relazione 

esprìme  generalmente  il  numero  delle  intersezioni  di  due  curve  del  sistema  fuori 
ilei  punti  base  (o  secondo  la  denominazione  di  Castelnuovo  il  numero  delle  inter- 
sezioni rispetto  ad  A),  ma  molte  volte  un  tal  significato  geometrico  può  mancare 
riuscendo  D  nullo,  o  negativo,  in  ogni  caso  però  noi  seguiteremo  a  chiamare  D 
il  (t  grado  u  del  sistema. 

Il  sistema  aggiunto  d'ordine  n  — 3  è  in  generale  costituito  da  una  parte  fissa 
e  da  un  sistema  irriduttibìle.  Quest'ultimo  è  il  cosidetto  t  stilema  af/giunfo  puro  n 
di  Castelnuovo  ed  ha  carattere  invarìantivo  per  trasformazioni  Cremoniane  (C  §27). 
Noi  manterremo  insieme  alle  altre  anche  questa  denominazione  e  chiameremo  i  sir 
sterna  aggiunto  totale  u  l'intero  sistema  aggiunto  d'ordine  n  — 3.  Se  &'  ,  R'  ne 
sono  le  dimensioni  orfeltiva  e  virtuale,  i  numeri 

p  =  fe'  -I- 1         ,        P  =  R'  -I-  I 

si  dicono  i  generi  effettivo  e  virlnnle  del  sistema. 

Segue  jt>P.  Se  il  sistema  è  irriduttìbile  si  ha  j)  =  P. 

1  numeri  ft  ,  R  ,  .s  ,  D  ,  p  ,  P  hanno  carattere  invariantivo  per  trasformazioni 
cremoniane  ^C  §  8)  e  fra  di  essi  passa  la  nota  relazione 

D=K+P-1 

ovvero  l'altra  ugualmente  utile  : 

3n-i:v  =  K-P-H. 
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Nel  seguilo,  parlando  di  sistemi  lineari  e  delle  loro  curve  fondamentali  sot- 
tintenderemo sempre  il  carntterc  di  irridutlibilità  tanto  per  gli  uni  quanto  per  le 
iiUre  a  meno  che  non  si  dicii  esprcssnmcnic  il  contrario.  Quello  che  dovremo 
esporre  riguarda  diversi  capitoli  che  tnilteremo  separatamente. 


I.  -Le  curve  fonda  nentali  proprie  ed  improprie. 

I.  Cominceremo  dal  distinguere  due  specie  di  curve  Tonda  mentali.  Vedremo 
in  seguito  la  opportunità  dì  ipiesta  distinzione. 

Una  curva  fondamentale  la  diremo  «  improj.ria  «  quando,  mediante  una  con- 
renientc  trasformazione  Cremoniana  sì  può  ridurla  u  un  punto  ciie  non  sìa  un 
punto  base  del  sistema  trasformato.  In  ogni  altro  caso  la  chiameremo  «  proprio  ». 

La  ragione  della  prini.i  detiominazìonc  muove  dall' osservare  clie  la  presenza 
(ti  una  curva  fondamentale  impropria  nel  sistema  è  puramente  accidentale  tant'  è 
vero  che  rssii  può  i-liminarsi  senza  lasciar  iraccia  di  sé  nel  sistema ,  eseguendo 
quella  trasformazione  cremoniana  per  cui  essa  riducest  a  un  punto.  Per  esempio, 
nel  sistema  di  curve  del  i"  ordine  [a,^  a,*  /),|  la  retta  a,  a,  è  una  curva  fonda- 
mentale impropria,  perchè  eseguendo  la  trasformazione  quadratica  che  ha  i  vertici 
nei  punti  base  si  trova  un  sistema  di  curve  del  3"*  ordine  con  due  punii  semplici 
a  comune  e  ne!  quale  non  è  piii  traccia  della  retta  a,  «j.  Precisamente  perche  la 
retta  suddetta  si  è  trasformata  in  un  punto  (l'omologo  di  b,)  il  quale  non  è  fra  ì 
punti  base  del  sistema  trasformato. 

2  Sorge  qui  spontanea  l'idea  di  esaminare  il  caso  in  cui  una  curva  fonda- 
mentale possa  ridursi  a  un  punto  base  del  sistema  trasformato,  ma  prima  di  ve- 
nire a  parlare  di  questo  6  utile  stabilire  il  teorema  seguente  il  quale  serve  a  ca- 
ratterizzare le  curve  fondamentali  improprie. 

a  La  conditone  necessaria  e  siifficieiUe  perchè  una  curva  fondamentale  sia 
impropria  è  che  sia  razionale  e  regolnrc  u. 

La  condizione  è  necessaria  Sia  ìnlatti  f  la  curva  considerata.  Indichiamo  con 
l'indice  f  i  suoi  elementi  (genere,  dimensione  virtuale  ecc.)  ;  sia  T  la  trasfornia- 
lione  cremoniana  per  la  quale  fé  ridotta  a  un  punto  I'.  Aggiungiamo  a  T  una 
trasformazione  quadratica  la  quale  abbia  un  punto  fondamentale  in  P  e  gli  altri 
due  comunque.  Otterremo  così  una  trasformuzione  T'  per  la  quale  f  corrisponde, 
cremoniananiente  a  una  retta.  Il  genere  dì  questa  retta  È  zero  e  anche  la  dimen- 
sione vìrruale  è  zero,  perchè  se  la  retta  contenesse  piij  dì  due  punti  base  del  si- 
stema  trasformato,  effcttuanito  la  inversa  delia  trasformazione  quadratica  suddetta 
troveremmo  nel  punto  fondamentale  P  non  un  punto  qualunque  del  plano,  ma  un 
punto  base  del  sistema  trasformato.  Ora,   il  genere  e  la  dimensione  virtuale  si 
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mantengono  attraTerso  qualunque  trasrormazionc  cremoninnn  (C  §  E 


Pt 


•  0. 


La  condisioiie  è  sufTicìcntc.  Ciò  risulta  dal  1"  §  di  una  nota  del  prof.  Dcrti- 
ni  {')  lincile  le  singolarità  della  curva  clic  si  considera  e  quelle  che  vanno  inlro 
ducendosi  per  eCTetto  delle  trasformazioni  che  occorrono,  sieno  ordinarie:  se  fra 
di  esse  ve  ne  sono  delle  straordinarie,  basta  ripetere  un  ragionamento  .nppticato 
dal  Noether  in  un  caso  pili  generalo  e  migliorato  poi  dal  Goccia  ("j  per  assicu- 
rarsi che  il  teorema  è  vero. 

3.  Si  pu6  aggiungere  di  più,  che  quando  il  sistema  dato  non  si»  un  faseio 
(il  che  molte  volte  escluderemo)  le  due  condizioni  stabilite  dal  teorema  preceilcnte 
(e  cioè  K^=  0  ,  p^—  0)  non  sono  indipendenti  :  la  2*  è  consiiguenza  della  1'.  In- 
fatti in  tale  ipotesi,  il  grado  appartenente  a  una  curva  fondamentale  è  negativo 
(C  S  25  (6)  ) ,  cioè 

Dj.=  py-(-K,-l  <0, 
ma 

dunque  Pf=0. 

■  Se  H  tiislema  doto  non  è  un  /ascio  o^m  ciirru  fondamentale  regolare  è 
necessarinmenfe  rozionulc  e  quindi  impropria  ». 

i.  Dai  S§  precedenti  se^ne  quindi  che  una  curva  fondamentale  propria,  deve 
anzitutto  essere  sovrabbondante,  quanto  al  genere  essa  può  essere  razionalo,   o  no. 

So  non  è  razionale  è  certo  che  non  e!>istc  trasformazione  cremoniana  capace 
di  ridurla  a  un  punto,  essa  è  per  cosi  dire  pcrin;incnlemente  attaccata  al  sistema 
e  la  sua  presenza  non  dipende  da  qualche  particolare  trasformazioni:  cremoniana 
che  l'abbia  introdotta,  per  cui  può  dirsi  che  i  suoi  numeri  K^  ,  pf  forniscano  al- 
trettanti caratteri  invariantivi  del  sistema  medesimo.  D'onde  l'appcllatiTO  di  propria. 
Per  esempio,  il  sistema  di  tutto  le  curvo  di  6"  ordino  aventi  24  punti  base  sem- 
plici sopra  una  quartìca  generale,  possiede  questa  quartica  come  curva  fondamen- 
tale propria.  Però  nella  detlnizionc  che  noi  abbiamo  dato  di  curva  fondamentale 


(•)  Bertini.  —  Salle  curve  razionali  per  le  quali  bì  possono  assegnare  arbilra- 
rìamente  i  punti  multipli.  -  Giornale  di  matematica  (1877). 

(*•)  Quccia.  —  Generalizzazione  di  un  teorema  di  Noether.  —  Bendic.  circ.  mat. 
di  Palermo,  1886. 
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propria  rienlrano  anche  quello  soyrabbondanli  nuionali.  Or  bene  ,  come  fra  poco 
vedremo .  una  gran  parte  di  esse  sono  ancora  riducibili  a  punii  mediante  conve  - 
nienti  trasformazioni  cremoniane.  Sembrerebbe  dunque  a  prima  vista,  inopportuno 
t'aggettivo  proprio  applicato  a  tali  curve.  Ha  vedremo  anche,  ctio  quei  punti  non 
sono  già  (junti  qualsiasi  del  piano  ,  ma  precisamente  punti  base  del  sistema  tra- 
sformato e  godono  inoltre  di  una  particolare  proprietà  la  quale  serve  ancora  a  giù  - 
stiOcare  il  nome  di  ■  proprie  »  dato  alle  curve  fondamentali  che  li  hanno  generati. 
5.  Intanto,  l'esistenta  di  curve  fondamentali  sovrabbondanti  che  si  possono 
ridurre  a  punti,  non  è  dubbia. 

Un  esempio  semplicissima  è  fornito  dalle  curve  di  terzo  ordine  aventi  tre  punti 
base  semplici  sopra  una  stessa  retta  r.  La  v  à  evidentemente  una  curva  fonlamen- 
tale  con  In  sovrabbondanza  uguale  a  uno.  Se  sì  trasforma  quiidraticamente  ponendo 
due  punti  tondamentiili  in  due  dei  punti  base,  si  trova  un  sistema  di  curve  di  4" 
ordine  con  due  punti  doppi  comuni  e  tangenti  in  uno  stesso  punto  R  a  unti  me< 
desima  retta.  Per  effetto  della  trasformazione  la  retta  r  si  ò  ridotta  a  un  punto 
base  R  del  sistema  trasformato,  punto  base  che  devesi  riguardare  come  straordi- 
nario perchè  costituito  da  due  punti  base  infìniiamentc  vicini.  La  retta  r  che  li 
unisce,  cioè  la  tangente  comune  in  K  a  tutte  le  curve  del  sistema,  corrisponde  a 
quel  punto  base  del  sistema  primitivo  che  apparteneva  alla  r  e  che  non  fu  preso 
come  punto  fondamentale  della  trasformaiìone.  In  questo  caso  possiamo  dunque 
dire  che,  per  effetto  della  trasfo minzione  suddetta,  la  r  si  è  eliminata,  ma  le  si 
è  sostituito  un  punto  base  semplico  con  la  ulteriore  particolarità  che  lutte  le  curve 
del  sistema  trasformato  hanno  ivi  una  direzione  Ossa.  Se  la  trasformazione  prece- 
dente avesse  avuto  due  punti  fondamentali  sempre  sulla  r,  ma  fuori  ilei  punti  base, 
ovvero  uno  in  un  punto  base  e  l'altro  no,  la  r  si  sarebbe  ancora  ridotta  a  un 
punto  e  ivi  si  avrebbero  avuti  3  ,  o  2  rìspettivamenlc  rami  Bssi  del  sistema  tra- 
sformato. Insomma  è  impossibile  ridurre  la  r  a  un  punto  che  non  sia  punto  base 
straordinario  per  il  sistema  trasformato.  Tutti  i  rami  per  il  punto  sono  Assi. 
Quanto  al  loro  numero,  esso  può  superare  di  una,  o  due  unità  la  sovrabbon- 
danza di  r,  ma  non  può  esserle  inferiore.  Onde  può  dirsi  che  la  sovrabbondanza 
stessa  ,  si  muU  per  effetto  della  trasformazione ,  nel  minor  numero  postibile  di 
rami  fissi  che  il  sistema  trasformato  possiede  nel  punto  al  quale  la  curva  è  ri- 
dotta e  quindi  in  questo  senso  tal  numero  (o  sovrabbondiinza)  ha  carattere  inva- 
riantìvo.  É  dunque  naturale  di  riguardare  la  r  come  curva  fondamentale  propria 
sebbene  riducibile  a  un  punto- 
fi.  Questi  concetti  si  generaliizano  immediatamente  cosi  : 
I  Se  una  curro  fondamentale  propi-ia  è  riducibile  a  un  pìinto  ,  esso  è  ttn 
punto  base  slraordinario  per  il  sislema  trasformato,  luUi  i  rami  per  quel  punto 
sono  fissi  ed  in  numero  uguale  alla  sovrabbondanza  della  cuna  fondamentalr, 
ovvero  superiore  di  una  o  due  unità. 

Infatti  riduciamo  a  una  retta   la  nostra  curva  fon(<anientiLle   mediante  oppor- 
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luna  trnsrormaiione  creinonian».  Siccome  la  dimensione  virtuale  K^  sì  mantiene 
attraverso  qualunque  trasrormazione  cremoniana  (C  $  8)  cosi  la  retta  avrà  la  di- 
mensione virtuale  K^  e  quindi  la  sovrabbondanza  ~  Kj-  per  cui  essa  conterri  ?-S^ 
punti  base  del  sistema  trasrormato.  Se  ora  eseguiamo  unii  ulteriore  trasCormn- 
zione  quadratica,  prendendo  due  punti  fondamentali  sopra  la  retta  (in  punti  base, 
0  no  del  sistema),  la  verità  deii'alTermazìonc  fatta  risulta  evidente. 

7.  Una  gran  parte  delle  curve  fondamentali  proprie  razionali  sono  riducibili  a 
punti.  Non  conosciamo  un  criterio  decisivo  per  giudicare  facilmente  quando  ciò 
avvenga:  però  ripetendo  il  se^^ucntc  processo  (die  il  Cuccia  applica  a  una  que- 
stione più  generale  {*)  )  ci  si  persuada  Hiciimente  come  rafTermaiione  precedente 
possa  sussistere.  Sia  m  l'ordine  delia  curva  fondamentìile  ,  w  U  sua  moltiplicìtà 
nel  punto  base  fi  ed  abbiasi 

l'i>['i>t»j>-  ■  ■ 

Per  ipotesi  k 

e  per  deOniiionc 

Kf=l\mim  +  Z)-Z  11^(11^  +  1)  i  (K^  <  0) 


esse  possono  anche  scriversi 

IHj  =3m-l-K,-ii,-;it-ii,. 
Moltiplictitamo  l'ultima  per  [t,  e  sottragghÌHmo  : 


(•j  Guccia.  —  Generalizzazione  di  un  teorema  di  Noeiber  (Tomo  I  fase.  3,  '. 
Cìrcolo  mat.  di  Palermo.  Rendicouti). 
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e  poiché  il  1"  membro  è  positivo,  o  nuUo,  sarà  nnclic 

m(3|ji,-m)  +  [ji,»+[i»»-li;,(lJ., +  [/,+  0-1  -K/[ia-l)>0. 

Supponiamo  adesso  die  si  abbi»  : 

»«  >  t»,  +  jt,  +  itj 

segue  tn > 3it,.  —  Allora  si  vede  subito  die,  n  più  forte  nigionc  sarà: 

([I,  +  m  +  i»,)(dH.  -V-,-  ì^^)  +  l^i'  +  |i»*  -  [1. (1*1  +  l'i  +  0  -  1  -  K/(:^j  -  I) >  0 
cioè  : 

Se  dunque  —  K/,  cioè  la  sovrabbondanz»  dcl[:i  curva,  è  tale  che  sia 

2  (jti*  -  li,  tl,ì  -  1  -  11,  -  K;(li,  -  1)<  0 
è  impossibile  realizzare  l'ipotesi  m>iJ.,  +[1,  f  jj:,.  Per  questo  liasta  che 

K  ^  ^(t^il^t- !*»*)  + <  +  iti 

—  h,< . 

'  11,-1 

Dunque  se  —  K^  soddisfa  a  questa  comlizione  l'ordine  della  f  può  essere  ab- 
hassabile  mediante  opportuna  trasformazione  crcinoniana  e  può  darsi  che  la  f  sia 
riducibile  a  un  punto.  In  particolare,  la  condizione  è  certo  soddisfatta  se  [a,  =  1. 
Si  vede  facilmente  allora  che  la  f  è  una  curva  d'ordine  ni  con  un  punto  (m-l)""^". 
Trasformando  quadraticamente  con  un  punto  fondamentale  nel  punto  multiplo  e 
gli  altri  due  punti  fondamentali  ìn  due  punti  semplici  si  trova  una  curva  d'ordine 
m  —  I  con  un  punto  (m  —  2)~''"  e  cosi  via. 
Dunque  : 

«  Ogni  curva  fondamenlale  d'ordine  m  con  un  punto  (m— ir''''' in  un  punto 
Ixise  dfl*  sisleìna  e  passante  almeno  per  altri  2m  +  l  punti  base  è  imo  cuì-va 
fondamentale  propria  riducibile  a  un  punfo  d. 

Come  esempio  si  può  citare  il  sistema  di  tutte  le  curve  di  8**  ordine  aventi 
un  punto  quadruplo  in  un  punto  triplo  di  una  cuna  del  4°  e  passanti  semplice- 
mente per  altri  20  punti  dì  quest'ultima. 

Essa  è  una  curva  fondamentale  propria  razionate  con  la  sovrabbondanza  uguale 
a  6  e  riducibile  a  tin  punto. 
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8.  Prima  di  chiudere  questo  capitolo  osserTcrcmo  due  proprietà  delle  curve 
rondatnentali  improprie  le  f|unli  ci  saranno  utili  in  seguito.  La  I'  risulta  imme- 
ilìntiimentfì  dal  §  27  C  e  da]  §  2  di  questa  Memoria  : 

«  Ogni  curva  fondamentale  impropria  sì  slacca  dal  sitlema  aggi%tntQ  totale  a. 

9.  La  2*  si  dimostra  mediante  la  forinola  (C  $  13) 

nella  quale  R,  .  K^  sono  le  dimensioni  virtuali  di  due  cune  fondamentali ,   K,i  è 
quella  della  curva  fondamentale  composta  di  entrambe  e  I  è  il  numero  delle  in- 
tersezioni, rtspetlo  ad  A  delle  prime  due. 
Poicliè  K,j<0  segue 

I<-(K,+K.). 

Se  K,  =  0  .  K,  =  0  è  I  =  0.  Onde  (j  3): 

f  Due  curre  fondamenlali  improprie  non  si  segano  fuori  dei  punti  base  del 
sistema  ■  ('). 

IT.  -  La  parte  fìssa  del  sistema  aggiunto  totale. 


IO,  Ogni  curva  die  si  stacca  dal  sistema  aggiunto  totale  è  fondamentale  per 
il  sistema  dato  (C  $  ^7)  quindi  la  parte  fìssa  suddetta  è  ancora  una  curva  fonda- 
mentale (in  generale  composta)  per  il  sistema  primìtiTO  [C].  Abbiamo  già  veduto, 
come  a  questa  parte  fissa  appartenga  una  curva  fondamentale  impropria  qualun- 
que (5  8).  Vogliamo  ora  esaminare  ,  il  modo  rti  presentarsi  di  una  curva  fonda- 
mentale impropria  f  nel  sistema  aggiunto  totale.  Per  questo,  supponiamo  che  il 
punto  H,  a  cui  una  tal  curva  può  esser  ridotta,  pure  non  essendo  punto  base  per 
il  sistema  dato  [C) ,  possa  esserlo  per  il  sistema  aggiunto  e  precisamente  con  la 
molliplìcità  it  (>  0).  Consideriamo  la  trasformaiione  per  la  quale  H  diviene  f  e 
per  vederne  le  particolarità  eseguiamo  la  prima  trasformazione  quadratica  che 
compone  (insieme  ad  altre)  tale  trasformazione.  Prendiamo  in  H  uno  dei  punti  fon- 
damentali ,  e  prima  considcriiimo  il  caso  in  cui  gli  altri  due  N  e  P  siano  punti 
base  per  il  sistema  tlato,  con  le  moltìplicità  rispettive  V|  ,  v,  (vj>0  ,  v,  >  0).  Sìa 
'|CJ  il  si:^tema  trasformato  di  [C]  e  H'N'F  il  triangolo  fondamentale  del  piano 
trasformato.  Il  sistema  [Co]  è  d'ordine 

2n  -  V,  -  V, 


(*)  Bertini.  —  Sulle  curve  fondamentali  dei  sistemi  lineari  di  curve   algebriche 
piane.  Rendiconti  del  circ.  mat.  di  Palermo  1888. 
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con  le  moltiplicità  seguenti  in 

M'  =  n-v,-rv,    ,    N'  — n-v,    ,    P'  =  n  — v,. 

Trasrormiamo  l'aggiunto  totale  di  [G].  Troveremo  un  sistema  d'oHìne 

2n  -  |i  -  V,  -  V,  -  4 

con  le  moltiplicità  seguenti  in 

M'3n-1-v,--v.    ,    H'  =  n-iJL-v,-2    ,    P's«-it-v,-2 

il  quale  efidcntetnente  deve  far  parte  dell'aggiunto  totale  di  [Co]-  Ma  l'aggiunto 
totale  di  [CJ  è  dell'ordine 

2n  -  V,  —  V,  -  3 
con  le  moUepiicit4 

M'  =  n-v,-v,-l     ,    N'=n-v,-l     ,    P'  =  n-v,-! 

dunque  esso  si  compone  del  trasformato  dell'aggiunto  totale  di  [C]  e  della  retta 
N'  P'  contata  v-  +  '  volte. 

Alla  medésima  conclusione  si  giungo  se  i  punti  14  e  P  non  sono  punti  base 
per  il  sistema  dato. 

Anzi,  per  maggior  generalità,  supponiamo  che  N  e  P  abbiano  le  molteplicità 
V  e  K  per  il  sistema  aggiunto  totale  senza  escludere  per  veni  valori  sero.  Al- 
lora il  sistema  [C,]  è  d'ordine  In  con  le  molteplicità 

M'  =  n    ,    N'  =  n    ,    P'  =  n. 
Il  trasformato  dell'aggiunto  totale  di  [C]  è  d'ordine 
2n-6-ii-v— ic 
con  le  niolteplicità 

M'=»-3-v-it    ,    N'  =  n— 3-P.-1C    ,    P'sn-3-ii-v 

e  deve  far  parte  dell'aggiunto  totale  di  [Co]. 
Ha  quest'aggiunto  totale  è  dell'ordine 
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ed  hA  le  molteplicità  : 

M'sN'aP'sn-l  , 

dunque  esso  si  compone  del  trasformato  dell'aggiunto  totale  di  [C]  e  delle  rette 
H'N'  ,  N'P' ,  P'H'  contate  rispettivamente  it  ^  t  ,  |ji  +  I  ,  v  +  1  folte.  Analogamente 
si  vedrebbe  che  questa  conclusione  non  muta  se  dei  due  punti  N  e  P  uno  h  base 
per  il  sistema  dato  e  l'altro  non  lo  è.  Quindi  : 

(a)  s  Se  il  punto  a  cui  pud  ridursi  una  curva  fbndamentale  impropria  i 
un  punto  base  )i.— pio  per  il  sistema  aggiwtìo  puro,  ma  non  per  ti  dato,  la  curva 
si  Biacca  [JL  +  1  volle  dai  siilema  aggiunto  totale  e  ne  incontra  la  curva  generica 
rimanente  in  |j.  punti  s. 

Per  11  =  0  si  ha: 

(b)  t  Ogni  curva  fondamentale  impropria  che  si  slacca  una  sola  volta  dai 
sistema  aggiunto  folate  è  fondamentale  anche  per  il  sistema  aggiunto  puro  i. 

1 1 .  Le  considerationi  di  questo  §  e  di  tutti  i  seguenti  riguardano  sistemi  li- 
neari, comunque  vincolati,  ma  dolati  di  punti  base  ordinari.  Dunque,  prima  di  ap 
plicare  lo  formule  seguenti,  noi  Intendiamo  fatta,  se  ve  ne  è  bisogno,  la  tmafor- 
mazione  cremoniana  per  la  quale  tutti  i  punti  base  sono  fra  loro  a.  distansa  finita. 

Sia  T  la  parte  fissa  del  sistema  aggiunto  totale.  Indichiamo  con  l'indice  f  ^ 
elementi  relativi  a  <{>  e  con  l'accento  gli  elementi  del  sistema  aggiunto  puro.  Al- 
lora Bì  ba  (G  $  21) 

|l(n-"'Kn-n'+3)-2(v-v'Xv-v'+1)l=K-2p  +  P'+l,  (1). 

Il  1'  membro  di  questa  formula  ba  una  iaterpretaiione  geometrica  semplice, 
se  esisto  il  sistema  residuo  dell'aggiunto  puro,  giacché  in  questo  caso  ne  esprime 
la  dimensione  virtuale  (C  $  29)  ma  se  questa  sistema  residuo  non  esiste  ($  ti) 
l'interpretazione  suddetta  manca.  Però  se  ne  trova  subito  una  che  vale  in  ogni  easo. 

Infatti  si  ha: 

n-3=n,+n'    ,    v,-l  =v^  +  v/. 

Quindi  il  i"  membro  della  (1)  si  pai>  scrivere  : 

5  1  (n,  +  3)(n,  +  6)  -  2  (Vj  +  l)(v,  +  2)  \ 

la  quale  espressione  è  identica  con 

B,  +  3n,-2vy+9-Ì 
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dove  i  è  il  Damerò  dei  punti  base  del  sistema.  Ha  si  ha  (C  $  1) 


dunque  : 


l  (n  -  n')(n  -  n'  +  3)  -  2  (v  -  VXv  -  v»  +  1)  !  =  2K,  -  P,  -  i  +  10 


e  quindi  dalla  (1) 
(2) 


P'  =  'ip-K  +  8K,-P,-t  +  9 


doTe  ora  R^  e  P-  hanno  significati  geometrici  che  vuìgono  in  ogni  caso.  La  (2)  ci 
servirà  per  coltegare  il  genere  del  sistema  aggiunto  puro  con  ■  l'eccesso  di  Jung  t 
(et.  cap.  111). 

12.  La  (2)  confrontata  con  una  Torroula  di  CaatetnuoTO  (C  S  80)  ci  fornisce 
la  seguente  limitazione  per  la  parte  fissa  ? 

la  quale  può  tornare  utile  nei  casi  in  cui  P,  <  0. 

13.  Se  s'indica  con  P,  il  genere  virtuale  del  sistema  aggiunta  totale  si  ha 
(dal  calcolo  diretto) 

(3)  P,  =  2p-R  +  8-i 

da  questa  e  dalla  (2)  segue  : 

P,  =  P'  +  P,-2K,-1 

ma  d'altra  parte  deve  essere  (G  $  13) 

P,  =  P'  +  P,  +  I-1 

dove  I  rappresenta  il  numero  delle  intersezioni,  rispetto  ad  A,  della  curva  gene- 
rica del  sistema  aggiunto  puro  con  la  parte  fissa  (p.  Segue  ; 

(i)  I  =  -2K,. 

Osservando  ora  che  il  sistem.-)  aggiunto  totale  è  regolare  rispetto  nd  \  ,  avremo 
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(C  §  13) 

I)-1  =  K,  +  K'+I 

e  per  la  (4) 
(5)  -K,  =  p-1-R' 

quindi  -K^ ,  che  è  )a  sovrabbondanza  di  f,  è  anche  la  sovrabbondania  del  sistema 
aggiunto  puro  (rispetto  ad  (A)). 

Dunque  possiamo  enunciare  il  teorema  : 
■  La  sovrabbontlanxa  del  sistema  aggiunto  puro  è  uditale  a  quella  della 
pane  fissa  del  sistema  a^^riunfo  totale.  Entrambe  equivalgono  alla  mela  delle 
intersezioni  della  curva  generica  del  aislema  nggiunio  puro   con  la  parie  /issa 
euddPtla.  Onde  il  numero  di  queste  inter$ez\onÌ  è  sempre  pari  ■. 

Ne  segue  : 
a  La  condizione  necessaria  e  svfjicienle  perchè  la  parie  fissa  e  il  sistema 
aggiunto  puro  siano  regolari  è  c/te  la  prima  sia  una  curva  fondamentale  sem- 
plice o  composta  per  il  secondo  ». 

III.  Sopra  I' eooeaeo  di  Jung. 

14.  Secondo  una  deoomioazione  introdotta  da  Jung  chiamasi  «  eccesso  >  U 
dilTercnta  fra  il  numero  ilei  punti  base  e  quella  delle  linee  fondamentali. 

Al  me.lesimo  autore  h  dovuto  il  teorema  che  stabilisce  il  carattere  invarian- 
tivo  dell'eccesso  per  sistemi  regolari  (*).  Lo  scopo  dì  questo  capitolo  è  di  mo- 
strare come  si  possa  estendere  questo  teorema  a  sistemi  vincolati  regolari,  o  no 
e  contemporaneamente  di  esaminare  qual  legame  passi  fra  l'eccesso  e  il  genere 
del  sistema  aggiunto  puro.  Per  ciò  è  necessario  riguardare  più  da  vicino  le  com- 
ponenti della  curva  Ossa  f  (§  12)  e  distinguerle  in  tre  gruppi.  Porremo  nel  I* 
gruppo  tutte  quelle  curve  fondamentali  improprie  che  si  staccano  da  f  una  sol 
volta ,  ne)  secondo  le  curve  fondamentali  improprie  che  si  staccano  più  di  una 
volta,  nel  terzo  quelle  curve  fondamentali  proprie  alle  quali  non  possiamo  ancora 
negare  l'esistenza  nella  curva  <f  Indicando  con  fx  ,fx  tft  i  tre  gruppi,  avremo: 
(0  5  13) 


(•)  Jung.  —  Ricerche  sui  sistemi  lineari  di  curve  algebriche  di  genere  qualun- 
que —  (Annali  di  Mat.  serie  II»  tomo  XV. 
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doTD  Su  rappresenta  il  numero  delle  intersezioni,  rispetto  ad  A,  di  fi^ ,  /),  Ma  dal 
S  9  resulta  J,t  =  0.  dal  $  IO  (a)  per  |jl  =  0  si  ba  J(j  =  0.  Inoltre  se  r  indica  il  nu- 
mero delle  componenti  dì  /',  è  (§$  2  e  9  e  C  $  13)  : 


^''h-'V 


doTC  si  sono  tralasciati  gl'indici  di  !„  non, essendo  più  opportuni  ora  che  si  ò 
TCduto  essere  I„  =  J„  =  0. 

Prendiamo  a  esaminare  piìi  particolarmente  E     ,  P,  , 
M        ft 

Perciò  supponiamo  f^  costituita  dalle   p  curve  C|  ,  c^ ,  .  . .  ,  e.  degli  ordini 
m,  ,  m,  , . .  .  ,  t».  contate  ciascuna  ^,  ,  jii , . . . ,  |i    volte. 

Applicando  a  f^  le  solite  formule  avremo  : 

Py.  =t«iP.  +  I«iP.  +  - ••  +  [*? Kp+j-liHi  +  l  ; 

ma 

K,  =  K,  =  ...=Kp  =  0    ,    p,=p,  =  ...  =  pp=0 

perchè  le  e, ,  c^  , . . .  ,  e.  sono  curve  fondamentcìlì  improprie,  /  rappresenta  il  nu- 
mero delle  intersezioni  a  due,  a  ilue,  rispetto  ad  À  delle  componenti  di  f, ,  dun- 
que per  il  teorema  del  $  9  rimarrà  per  j  il  numero  : 


==t:^ 


ilV^D. 


1)»  =  P»  +  K»-I=-1- 

y  i'(i'-t) 
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e  per  conseguenea 

quindi  : 

Sofitituendo  nella  (2)  del  %  11  si  ottiene: 
1)  P'  =  2jj  -  K  +  VLf-  P,  +  J  +  £  ^^  "  ^^^  "  ''^  +  E  +  9 


nella  quale  è  stato  soppresso  l'indice  di  f^  divenuto  ora  inutile  (per  cui  f  rappre* 
senta  adesso  l'insieme  delle  curve  fondamentali  proprie  che  si  trovano  nella  ?) 
e  dove  E  rappresenta  l'eccesso  fra  il  numero  delle  curve  fondamentali  improprie 
e  il  numero  dei  punti  base  del  sistema.  La  (7)  esprime  dunque  il  legame  cbe 
passa  fra  quest'eccesso  e  il  genere  del  sistema  aggiunto  puro. 

IS.  Ci  proponiamo  ora  di  vedere  in  quali  termini  si  possa  stabilire  la  inva- 
riantivìtà  dell'eccesso  per  trasformaiionì  crcmoniane. 

Per  questo,  osserviamo  che  la  formula  precedente  può  scriversi 

(8)  P'  =  2p-K  +  2K^-P,  +  J-2l  '^^'^'  +  E  +  2l<;*-^)  +  9. 


I  numeri  P' ,  p  ,  K  hanno  carattere  invanriantivo  (%%  8 ,  27  C).  Inoltre ,  se- 
condo l'ipotesi  introdotta  al  principio  del  %  II,  noi  intendiamo  di  escludere 
quelle  trasformationì  cremoniane  le  quali  portano  singolarità  straordinarie.  Dun- 
que ,  se  nella  parte  Ossa  9  entrano  delle  curve  fondamentali  proprie  riducibili 
a  punti  ($§  4,  S,  6),  noi  intendiamo  di  escludere  dalle  considcrasìoni  che  seguo- 
no quelle  trasformasloni  crenioniane  che  possono  ridurre  a  punti  tali  curve.  Se- 
gue ,  che  l'insieme  f  delle  curve  fondamentali  proprie  cho  entrano  a  costituire 
la  7  si  muta  per  effetto  di  una  qualunque  delle  trasformazioni  che  noi  conside- 
riamo, nell'insieme  f^  di;l]e  curve  fondamentali  che  entrano  a  costituire  la  9«  del 
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sistema  trasformuto  e  quindi  i  numeri  Kf ,  P^  non  mutano.   Allora  dalla  1*  delle 
(6)  ne  Tiene  che  ha  carattere  ìnviirìantìvo  la  dilTerenza 


'-t 


fO'-i) 


anche  perchè  E,  è  la  sovrabbondanza  del  sistema  aggiunto  puro  cambiata  di  se- 
gno (5  13). 

Quindi ,  tornando    alla  (8)  ,   resulta  che  ha  carattere  inTanrinntivo   anche 

E  +  I  (i*  - 1) ,  cioè  l'eccesso  tra  j]  numero  delle  curvo  foniiamentali   improprie  e 

il  numero  dei  punti  base,  purché  ogni  curva  fondamentale  impropria  .Ma  contata 
tante  volte  quante  essa  si  stacca  dal  sistema  aggiunto  totale. 

Questo,  nell'ipotesi  piiì  generale,  che  cioè  ncUii  parte  Ossa  7  del  sistema  ag- 
giunto  totale  possano  entrare  a  costituirla  curve  di  tutt'  e  tre  le  specie  fx,ft,  ft 
senza  discutere  se  ciò  possa  aver  luogo  elTettivii mente.  Certo  però  che  se  questo 
nccadc  vale  la  (7).  Sono,  almeno  per  ora,  ugualmente  probabili  le  tre  ipotesi  che 
nella  f  manchi  il  gruppo  /j ,  ovvero  A,  0  Z",  e  allora  la  (7)  diviene  rispettivamente: 

F  =  2p-K-.E"-"f-^'+8H-E 

F  =  2p-K  +  2K^-P^  +  9  +  E 

P'  =  2p  -  K  +  2K^ -  P,  +  J  +2  t'*-*n^-'')  +  9  +  E. 

Se  finalmente  nella  f  mancano  i  gruppi  /'i  e  /*, ,  ovvero  Ji  e  /',,  0  f, /',  si  ha 
successivamente  : 

P'  =  2p-K  +  8  +  E 


Cosi  si  vede  che  tutte  questo  formule  possono  dedursi  dalla  (7)  ponendo  per 
convenzione  SK^— P/  =  — 1  quando  manca  il  gruppo  f^,  facendo  tutte  le  f  uguali 
all'unità  quando  manca  il  gruppo  fi ,  lasciandola  inalterata  quando  manca  ti 
gruppo  fi. 
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Resulta  inoltre  die  quando  fra  le  componenti  di  f^  non  ve  n'  è  alcuna  la  cui 
molti pliciti'l  superi  3,  la  considerazione  del  gruppo  f^  diviene  perfettamente  inutile, 
tutte  le  sue  componenti  potendosi  includere  in  f,. 

Allora  il  teorema  dell'eccesso  può  stabilirsi  cosi  : 

■  In  un  tisiema  lineare,  regolare,  o  comunque  vincolalo,  ma  dotato  dipunfi 

base  oTdinaTì,  ha  carattere  invariantivo  l'eccesso  fra  il  numero  (ofale  delle  curve 

fundamenlaii  irriduUibili  e  il  numero  dei  punti  baee,  nelle  seguenti  ci'rcosfanze: 

i,"  La  irasformazione  cremomana  die  si  considera  non  deve  introdurre 

punii  base  straordinari. 

?."  Se  fra  le  cìime  fondamentali  improprie  ve  n"  è  anche  una  «ola  la 
quale  si  ilaechi  dai  sistema  aggiunto  totale  piii  di  due  vol'e,  allora  nella  oalu- 
liizione  dell'eccesso  ogni  curva  /bndamenfate  impropria  va  confala  (ante  volle 
quante  essa  si  stacca  dal  sistema  af^gtunlo  totale  suddetto. 

3."  Se  tni;ece  ogni  curta  /bndamenlaie  impropria  non  si  slacca  pttlt  di  due 
volte  dal  sistema  aggiunto  totale,  essa,  nella  valutazione  deU'cccesso,  deve  esser 
contata  una  sola  volta. 

4°.  Finalmente  è  a  prevedersi  anche  quest'ultimo  caso  :  quando  nella  tp  esiste 
il  (gruppo  ft  è  certo  impossìbile  eliminarlo  con  trasrormasioni  crcmoninne,  ma  al- 
trettanto non  si  può  dire  dei  gruppi  f,  o  f,:  nulla  vieta  ritenere  die  per  oppor- 
tuna trasformazione  cremoniana  si  possa  passare  da  una  f  che  contiene  tali  gruppi 
a  una  che  non  li  contiene.  In  tal  caso  si  riconosce  subito  dalle  formule  prece 
denti  che  il  teorema  dell'eccesso  si  può  enunciare  cosi  : 

«  Per  ogni  trasformazione  cremoitlana  la  quale  /accia  svanire  il  gruppo  f^ 
delta  curva  f ,  ovvero  ve  lo  porli  se  non  vi  esiste  si  ha  : 


hS 


(j*--l)(2- r*)  _ 


dove  E'  si  riferisce  al  sistema  la  cui  <p  non  conitene  il  gruppo  f,  e  dove  I  ha 
il  signiflcaio  geometrico  già  attribuitogli  (§  li)  se  esisle  il  gruppo  f, ,  ed  è  nullo 
se  f,  non  esiste  (*). 


{')  n  teorema  sulla  inTarìantività  dell'eccesso  è  stato  dimostrato  per  la  prima 
Tolta  dal  prof,  Jung  nel  caso  dì  sistemi  non  Tinoolati  {Ricerche  tui  sistemi  lineari 
di  curve  algebriche  :  Mem.  I  :  Ann.  di  Mat.  serie  II»  Voi.  XV).  Nel  §  9  della  atessa 
memoria,  il  teorema  viene  esteso  a  sistemi  comnniiue  vincolati  con  punti  base  or* 
dinari  e  finalmente  in  una  Nota  successiva  {sull'eccesso  degli  elementi  fondamentali 
di  un  sistema  lineare  di  genere  qualunque.  Bend.  Istitato  Lombardo  serie  11^  Vo- 
lume XXI,  fase.  XVm)  il  medesimo  autore   si  è  propoeto   di  estenderlo   anche  a 


,y  Google 


)(  13  )( 

16.  Nelle  considerazioni  dei  $  precedenti  olire  essere  esclusi  i  sistemi  a  punti 
base  straordinari  sono  anche  esclusi  i  sistemi  razionali  ed  ellittici  perchè  per  essi 
non  si  può  parlare  di  sistema  aggiusto  puro  e  quindi  la  (2)  del  $  Il  non  ha  più 
signìBcato.  Ora,  i  sistemi  razionali  sono  certamente  regolari  e  fra  gli  ellittici  i  soli 
sovrabbondanti  sono  i  fasci  perchè  s=ip  —  k  +  i  (Cg  19).  Tnnto  per  gli  uni  quanto 
per  gli  altri  il  teorema  dell'eccesso  ò'  quindi  stabilito  nella  prima  Uemoria  del 
prof.  Jung  (loc.  cit.)  ai  {§  20  e  65. 

I^  pili  bemplice  di  tutte  te  formule  precedenti  è 

P'=2p-fc  +  8+E 

essu  (ma  non  il  processo  per  ottenerla)  mi  fu  comunicata  dal  prof.  Castelnuovo  o 
Tale  nei  casi  in  cui  mancliìno  nella  ^  i  gruppi  /"i  e  /*, ,  ovvero  (§  19)  quando  il  si- 
stema aggiunto  puro  sìa  regolare  e  manchi  il  gruppo  f^. 

Per  tali  sistemi  applicando  a  P'  una  disuguaglianza  di  CastelnuOTO  (C  §  30) 
si  trova 

-E>  1 

cioè  il  numero  dei  punti  base  superiore  a  quello  delle  linee  fondamentali  improprie. 

Quindi  : 

K  Se  ia  parie  fissa  del  «ùlema  aggiunlo  totale  è  cosiiluiut  dalle  sole  curve 
fondamentali  improprie  conlate  ciascuna  una  voUa  il  numero  dei  punii  base  su- 
pera ti  numero  di  queste  linee  fondamenlali  improprie  n. 


mi  con  punti  base  straordinarli.  Ma  entrambe  queste  estensioni  presentano  delle 
lacune  :  lacune  rilevate,  in  parte,  dall'autore  stesso  per  primo  e  manifestate  per 
iscritto  ad  alcnni  colleghi  insieme  al  proposito  di  consacrarvi  una  successiva  pubbli- 
cazione ;  proposito  per  circostanze  speciali  non  effettuato.  Debbo  alla  cortesia  di 
nno  dei  colleglli  del  prof.  Jung,  di  aver  potato  leggere  le  lettere  originali  in  cui 
l'aatore  trattava  di  questo  argomento.  Neirintento  di  colmare  tali  lacune  ho  scritto 
il  §  precedente,  ma  riuscendo  solo  a  met&  nello  scopo  prefissomi.  Infatti  mentre  mi 
sambra  che  colle  considerazioni  precedenti  il  teorema  dell'eccesso  risulti  dimostrato 
in  modo  chiaro  e  rigoroso  per  sistemi  comunque  vincolati  a  punti  base  ordinari , 
non  vedo  come  le  considerazioni  stesse  possano  estendersi  a  sistemi  a  punti  base 
Btraordinarìi.  Tatto  il  §  precedente  infatti,  poggia  sulla  (2)  del  N.  12  la  quale  À 
vera  se  i  punti  base  sono  tutti  ordinari  ;  se  ve  ne  sono  di  straordinari  essa  non  è 
piÀ  valida  e  il  teorema  dell'eccesso  cade,  o  almeno  per  enunciarlo  anche  in  questo 
caso  occorre  presentarlo  iti  forma  alquanto  diversa  da  quella  sopra  stabilita, 

VOb.  XXZIII.  10 
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IV.  Sopra  i  sistemi  residui. 

)1.  PrcniJiamo  a  considerare  dapprima,  il  sistema  residuo  dKÌI';iggiuntQ  puro. 
Se  ne  indichiamo  con  k"  la  diinensione  effettiva ,  poichà  p  —  1  è  l:i  dimensione 
effeltiva  dell'aggiunto  puro,  dovremo  avere:  (§21  C) 

ft  >  p  -  t  +  ft" 

dunque,  condizione  necessaria  per  l'esistenza  di  questo  sistema  è  t  >p  -  1.  Allora 
dico  che  : 

«  Un  sistema  lineare  regolare ,  o  no  ,  ma  con  k  <  p  +  i  ha  necessariamente 
almeno  9  punii  base  n. 

Inratti,  se  /e  <  p  il  sistema  residuo  suddetto  non  esiste ,  quindi  i  punti  base 
non  possono  essere  in  numero  minore  o  uguale  a  9  giacché  le  cubiche,  o  la  cu- 
bica per  essi,  insieme  alla  parte  fissa  i^  del  sistema  aggiunto  totale  costituireb- 
bero il  residuo  dell'aggiunto  puro.  Dunque  il  numero  dei  punti  base  deve  essere 
maggiore  di  9  e  inoltre  essi  non  debbono  appartenere  a  una  stessa  cubica.  Se  k=p 
è  k"  —  0  quindi  neppure  in  questo  caso  può  essere  t<9  e  se  (-9  non  possono 
i  punti  base  appartenere  a  •»*  cubiche  altrimenti  sarebbe  k"=  1.  Si  può  dunque 
aggiungere  : 

<  rSe  k  <  p  i  punii  base  debbono  essere  in  numero  superiore  ade  non  pos- 
sono piacere  sopra  una  medeiima  cubica,  se  k  =  p  i  punti  base  possono  esser  9 
ma  non  debbono  appartenere  a  m*  cubtcAe  •  (fa  eccetione  il  fascio  di  cubiche 
perchè  allora  non  si  può  più  parlare  di  sistema  aggiunto). 

Un  sistema  sovrabbondante  ha  necessariamente  A:  <  p  +  t  (G  S  19)  quindi  se- 
gue, come  caso  particolare  il  teorema  di  Gastelnuovo:  ■  Oh  sistema  sourobbondanfe 
ha  almeno  9  punii  base  n  (C  §  26). 

Più  generalmente  si  vede  che  >  per  k  =  p  -i- 1 ,  (I  <  9)  ti  numero  dei  punti 
base  non  pud  essere  inferiore  a  9  -1  •. 

18.  Passiamo  a  considerare  il  sistema  residuo  [0,]  di  una  curva  fondamentale 
ff.  Sia  [C,]  costituito  di  una  parte  flsst  f^  o  di  un  sistema  variabile  {C,i].  La  di- 
mensione crTiittiva  di  [C,^,  0  di  [C,|  che  è  lo  stesso  è  A  —  1  (G  §  2ì),  anche  quella 
dell'insieme  /',[C,i]  è  k~\ ,  quindi  f^  costituisce  l'intiero  sistema  residuo  di  /'|[C„1 
e  por  conseguenza  è  fonilamentale  per  [C]  (§  21,  C).  Quindi  : 

«  La  parie  fissa  dei  sislema  reiidao  di  una  cui-va  /'ondamenlale  è  a  sua 
volta  fondamentale  per  il  sistema  dato  a, 

Se  sì  chiama  sistema  residuo  puro  di  una  curra  fondamentale.  Il  sistema  re* 
siuuo  totale  spogliiito  della  parte  Ilssa,  si  può  dire  cfidcntsmento  ohe  : 


u 
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t  li  sistema  residuo  pvro  di  qualsiasi  curva  fondamentale ,  segna  sopra  la 
curva  generica  del  sistema  dato  la  serie  earallerislica  v. 

19.  Vo;;lianio  ora  considerare  il  caso  in  cui  11  sistema  aggiunto  puro  sia  re- 
golare e,  valt-ndosi  dvi  sistemi  residui,  dimostrare  come  in  tal  caso  l'esistenza  del 
gruppo  fi  nella  parte  fìssa  ?  dipenda  da  quiOla  di  /,  :  (cf.  §  14  e  seg.).  Per  que- 
sto k  necessario  premettere  due  osservazioni.  La   1'  è  la  st-guente  : 

<  Se  più  curve  fondamentali,  disHnle  o  no,  ma  non  razinnali  compongono  un 
insieme  che  è  regolare,  late  insieme  non  fia  sisiena  residuo  u. 

Siano  infatti  K,  ,  K,  ,  .  .  .  ,  Kj  ,  p,  ,  p,  ,  ...  ,  pj  le  dimensioni  virtuali  e  i  ge- 
neri delle  curve  Tondiimentali  date,  sìa  f  i'  insieme  di  esse  :  avremo,  per  le  solite 
rormole  , 

K,=  K,  +  K,  ■;-.  .  .  +  K,+  1 

P^  =  l'i  +  P»  +  •  ■  .  +  P(  +  1  —  i  +  1 

doTC  I  rappresenta  il  numero  delle  intersezioni,  rispetto  ad  À,  dello  componenti 
di  /,  ed  ò  composto  di  termini  positivi  e  negativi,  quelli  negativi  essendo  dovuti 
alla  presenza  di  componenli  multipli  (come  p  es.  nel  §  14).  Ma  per  ipotesi  è 
R^=0,  dunque  l>0  perchè  tutte  le  K  sono  negativo  (§  3).  Segue  P^>0  e  per 
conseguenza 

D,  =  K/  -f-  P^  -  1  >  0. 

Da  cui  ne  viene  che  la  curva  Tondamentalo  f  non  può  avere  sistema  residuo,  per- 
chè se  lo  avesse  sarebbe  f)f<0  (sono  esclusi  i  fasci  G  §  SS). 

20.  La  2*  osservazione  di  cui  è  parola  nel  §  precedente  è  questa  : 
•  Il  gruppo  f(  della  cirva  ^^sn  ip  ammette  sistema  residuo  ». 

Infatti  sia  f  la  componente  irriduttìbile  di  ordine  minoro  fra  quelle  che  for- 
mano il  gruppo  fi  e  sin  F'  il  sistema  resìduo  di  f,  sia  inoltre  r'  l'insieme  della 
altre  componenti  di  f^  cosi  che  si  abbia 

f'-r^f, 

Una  curva  aggiunta  di  f  insieme  ad  [F'|  compone  un  sistema  contenuto  nel- 
l'aggiunto totale,  da  un  tal  sistema  deve  staccarsi  f",  ma  ninna  delle  componenti 
di  f"  può  staccarsi  dail'agfjiunla  di  f,  perchè,  per  ipotesi,  f  è  la  componente  di 
ordine  minore  fra  tutte  qui'iic  clic  compongono  /",,  dunque  f"  si  stacca  da  [F'] , 
cioè  [F']  è  composto  di  f"  e  di  un  sistema  residuo  [F"]  il  quale  è  evidentemente 
il   residuo  di  f'-f"  ~  /■, . 

21-  Ciò  premesso  risulta  subito  il  sej^uente  teorema: 
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t  So  il  sisfema  aggiunto  puro  è  regolare  e  ogni  curvi  foìtdamenlale  imprO' 
pria  8Ì  stacca  una  sola  volta  daU'aggiìtnlo  totale,  la  parie  fissa  f  di  tale  sistema 
noti  conitene  curve  fondamentali  proprie  n. 

Inratli,  nintncttinnio  pure  die  la  <f  contenga  il  gruppo  f,.  Siccome  per  ipotesi 
manca  il  gruppo  f^  ,  cosi  avremo  ($  11) 


Ma  il  sistema  aggiunto  puro  è  rejfoUre,  dunque  (3  13),  K  =  0  e  quindi  K    =0. 

Allora  la  f,  ò  precisamente  nelle  condizioni  rolnte  dal  teorema  del  J  19  e  come 
tale  non  possiede  sistema  residuo  il  che  è  in  contraddizione  con  il  $  20.  La  con- 
traddizione è  nata  dall'aver  ammesso  l'esistenza  della  curva  /*,. 

22.  Osserveremo  anche  che: 

B  Se  una  curva  fondamentale  propria  deve  staccarsi  dal  sistema  aggiunto 
totale,  essa  si  slacca  conseguentemente  dal  suo  stsfema  residuo  ». 

Infatti,  sia  fin  curva  fondamentale,  F  il  suo  sistema  residuo.  Una  curva  ag- 
giunta di  f  insieme  ad  F  costituisce  un  sistema  contenuto  nell'aggiunto  totale;  da 
tale  sistema  deve  quindi  staccarsi  f,  dunque  f  è  parte  di  F. 

23-  la  somma  dei  generi  di  k  curve /ondamenfalt  distinte  no»  pud  superare 
la  sotirab&oNdon^a  del  sislema  ». 

Infatti,  presi  h  punti,  uno  su  ciascuna,  la  curva  del  sistema  per  questi  fc  punti 
si  spezza  in  quelle  k  curve  e  in  una  parte  residua.  Segue  che  la  curva  fondamen- 
tale composta  dall'  insieme  delle  curve  fondamentali  considerate  possiede  sistema 
residuo  e  quindi  il  suo  genere  non  può  superare  la  sovrabtiondanzn  del  sistema 
0  per  conseguenza  non  può  superarla  nemmeno  la  somma  dei  generi  di  tulle  le 
sue  componenti  (§  15  (b)  C).  Onde: 

«  Se  un  sistema  possiede  una  curva  /ondamenfale  di  genere  uguate  olla  so 
vrabbondanza,  tutte  le  altre  curve  /bnUamentali  sono  nec^sariamenle  raaiontUi  >. 

T.  Sistemi  Bovrabbondanti  iperell  ittici. 

24.  Termineremo  esponendo,  sopra  i  sistemi  iperellìttìci ,  un  teorema  la  cui 
opportunità  sarà  ma  li festa  nel  caso  8=1.  Per  questo  cominciamo  dal  metterci 
neiripoti'si  che  il  sistema  dnto  sia  sovrabbondante,  che  la  dimensione  elTettiva  sia 
OKUH'e  al  ppnere  e  consrguentcmente  la  sovrabbondansa  uguale  all'unità  (C  §  19). 
Poiché  p=k  ,  ne  vipiin  che  presi  p— I  pimti,  per  etsi  si  hanno  e»'  C  le  quali  s'in- 
contrano in  altri  ji-l.  Questi  e  i  primi  formanir  un  gruppo  di  2p-2  punti  della 
serie  caratteristica  e  giacciono  quindi  sopra  una  C  del  sistema  aggiunto  puro. 
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Quindi  la  C  passante  per  i  p  —  1  punti  scelti  prima  e  per  un  punto  generico  di 
C  si  spezia  nella  C  atess»  e  in  una  piirte  rimanente.  Cioè,  in  questo  caso,  il 
sistema  aggiunto  puro  ammette  un  sistema  resi<Iuo  [C"]  e  poiché  la  dimensione 
delÌ*aggiuDlo  puro  è  p  —  1.  quella  di  [C]  sarà  zero  e  quindi  [C]  sari  una  curva 
rondainentale  (C  $  21). 

Indicandola  con  ^avremo  (C  §  S^l)  P^  =  p^=l=s. 

Dunque  (C  §  23  (b))  :  a  Ogni  Bislema  con  la  soviubbondama  uguaie  a  uno 
e  con  p  =  1l  possiede  una  curra  fondamenlale  semplice,  o  composta,  di  genere 
uno,  la  quale  passa  per  tuffi  i  punti  basa  del  sistema  b  (C  prcf.  pag.  1). 

25.  Se  con  s,  s'indica  la  sovrabbondanza  cli'l  sistema  residuo  di  una  curva 
foadamentale  f  monovalente,  deve  essere  (G  §  24) 

Pf=S~S,. 

Nel  nostro  caso  si  ha  p^  =:  I  ,  onde  a,  =  0. 

Cioè:  1  II  sistema  aggiunto  puro  è  regolare  x. 

Per  il  suo  genere  si  puA  osservare  die  deve  essere  (C  §  2i) 

1"  =  p  +  B, 

dove  K<  non  può  esser  nullo  altrimenti  sarebbe  D^^O  e  quindi  il  sistema  sarebbe 
un  fascio  (G  $  25)  il  che  sì  esclude.  Dunque 

P'<p. 

?6.  Andiamo  al  caso  iperellittico.  II  prof.  Castelnuovo  applicando  alla  serie 
caratteristica  il  teorema  di  Clifford  (C  §  19)  trova  il  seguente  limite  superiore  per 
la  sovrabbondanza  : 

8<p  -h-t-l. 

Il  segno  d'uguaglianza  va  preso  quando  p  =  ft; ,  s  =  1  ,  oppure  quando  il  si- 
stema è  iperellittico,  onde  il  citato  autore  ne  conclude  che  per  i  sistemi  iperel- 
littici  sovrabbondanti  è  veriflcata  la  relazione  s  =  p  -  k+  \  :  però  il  ragionamento 
è  invertibile  onde  può  dirsi  che  : 

€  La  condizione  necessario  e  su^cienfc  affinchè  vn  sistema  che  ha  la  sovrab- 
bondanza maggior  d'  uno  sia  iperellittico  è  semplicemente  espressa  dalla  rela- 
zione 8  =  p  —  k  +  1   n. 

21  rtimano  il  caso  s  =  1  in  cui  la  relazione  suddetta  è  ancora  vi>riflc;ita  senza 
che  si  possa  affermare  essere  il  sistema  iperellittico.  Ci  proponiamo  ora  di  duter- 
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minare  in  tal  caso  quali  altri  criteri!  aiano  da  considerarsi  per  potersi  assicurare 
della  ipereliitticiLà,  o  no  del  sistema  d<ito. 

Sempre  nell'ipotesi  8=1  ,p  =  k  ainm^ttìnmo  che  [C|  sìa  ìpcrelllttico.  Allora 
la  serie  caratteristica  6  speciale  completa  (C  l  18},  dunque  (")  è  una  g^/  com- 
posta con  la  g^' ,  d'altra  parte,  essa  dev.  potersi  ottenere  col  sistema  aggiunto 
puro,  quindi  la  curta  «enerica  C  del  sìst  -[na  aggiunto  puro  taglia  la  C  in  p  —  ! 
coppie  della  g^-  (^ioè  :  t  Se  C  paxsa  per  un  piiiWo  Vi  di  C  ,  essa  passa  anche 
jier  quel  punro  M'  di  C  che  conisjjonrtfl  'i  M  nella  g,'  » ,  ma  tutte  le  C  per  H 
passano  per  M'  e  non  hanno  altri  punti  comuni  fuori  iti  A  ^**>:  si  iia  dunque 
sulla  C  una  involuziono  di  gruppi  (di  due  punti  ognuno)  che  kì  traila  di  dimo 
strare  essere  razionale.  Il  die  risulta  subito  quando  si  consideri  che  il  sistcm» 
dato  [(;]  segna  sulla  cur»a  generica  dell'aggiunto  puro  una  serie  che  h  una  g''~*%p-t 
e  la  quale  è  evidentemeiite  composta  con  l.i  involuEÌone  precedenti'.  Dunque  questa 
involuzione  è  razionale  (*").  Si  ha  quindi  sulla  C  una  p,'. 
Segue  : 

a  il  sistema  aggiunto  puro  è  iperelliilico  n  e  di  piii,  tenendo  conto  della  os- 
servazione ratta  precedentemente  «  luite  le  curve  del  aistcìim  aggiunto  puro  pas- 
santi per  un  punfo  del  piano  passano  in  conse^iieiisn  per  tot  solo  utfro  punto  ». 
Inoltre  : 

e  li  serie  caraUerislica  delVaggiunlo  puro  k  composta  con  la  g»'  •  {"**)> 

Srgue  che  «  il  genere  deU'aggiunlo  puro  non  pttò  csscì-e  inferiore  a  p— 2  ». 
Infatti,  per  p— 8  punti  generici  passa  un  Tascio  di  C  (perche  la  dimensione  di 
[G'j  è  p  —  I)  le  quali  passano  in  conseguenza  per  i  p  — 2  punti  corrispondenti. 
Dunque  questo  fascio  ha  la  sovrabbondanza  uguale  almeno  a  p  —  2.  Ha  in  un  fa 
scio  la  sovrabbondanza  uguaglia  il  genere  (C  §  19),  dunque  il  genere  dì  (C]  non 
puft  essere  inferiore  a  p  — 2  (quinili  (§  26 1  !e  sole  due  ipotesi  p'=p-l  ,  s'p— 2). 

28.  Viceversa  ammettiamo  che  il  sistema  aggiunto  puro  sia  ipcrellittico  e  dì 
più  che  tulle  le  sue  curve  passanti  per  un  punto  del  piano  passino  in  conse- 
guenza per  un  altro  punto  determinato  iU:\  primo.  Intanto,  per  il  solo  fatto  p=k, 
8  =  1  segue  (come  abbiamo  già  osservato  at  $  24)  che  presi  p  —  1  punti  generici, 
per  essi  passa  un  fascio  di  C  avente  altri  p-l  punti  base  cosi  che  i  3p— 3  punti 
del  gruppo  appartengono  a  una  s(da  (1,  a  quella  individuata  dai  p—  1  punti  ge> 
nerici  scelti  avanti.  Allora,  assumiamo  p-2  punti  A,  ,  A,  ,  .  .  .  Ap_,  in  posizione 


{')  Bertini  —  La  geomcti  ìa  delie  serie  lineEiri  sopra  una  curva  piana  secondo  il 
metodo  algebrico  (§  32)  Ano.  eli  mat.  Serie  II,  Tomo  XXII,  1894;. 
(••)  Bertini  — loc.  cit.  §  52. 
(•••)  Bertini -loc.  cit.  §  31. 
{••")  Bertini  -  loc.  cit.  §  32. 
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generica.  Tutte  le  C  per  essi  formano  un  fnscio  avente  gli  altri  punti  base  in 
altri  }>-2  punti  A,'  A,'  . . .  A'^,  corrispondenti  dei  primi  nelle  g^  supposte  gia- 
centi sulle  C.  Invece  tulle  le  G  por  A,  ,At  ,  .  .  .  Ap_i  formitno  una  rete  (perchè 
ft  =  11).  Preso  un  altro  punto  M  [generico  del  piano ,  per  A,  ,  A, ,  . . .  Ap_,  e  H 
passa  una  sola  C  e  oo'  Ci  cui  rimanenti  pimti  base  sliinno  sulla  C.  Ma  se  M 
coincide  con  A/  (t  =  1  ,  2  ,  ,  .  ■  p  —  2)  ,  allora  per  i  punti  A, ,  A,,  .  .  .  Ap_,,  A/ 
passa  ancora  un  fascio  di  C  perchè  il  passaggio  delle  C  per  Af'  non  impone 
iilla  C  ninna  nuova  condizione  ,  e  cosi  vi  passa  una  rete  di  C  perchè  se  ve  ne 
passasse  un  fascio  quei  punti  servirebbero  a  inilividuare  uti  gruppo  della  serie 
caratteristica  e  quindi  una  C.  Dunque  la  rete  delle  G  individuata  da  AiAf...  A^.^ 
passa  anello  per  A,'  Aj'..,  A'p_t  e  quindi  il  fascio  delle  0'  per  A,  A^  ,  .  .  .  Ap_, , 
A,'  A(' ,  .  .  .  ,  A'p_|  segna  sopra  ogni  C  della  rete  una  gì'.  Il  sistema  [C]  é  ipe- 
rcllittico. 

Quindi  : 
«  La  ctindizi'me  necessario  e  sujjicieiile  pere/tè  il  sistema  [C]  sia  iperelltfa'co 
è  che  lo  sia  l'aggiitiUo  puro  e  di  pOt  c/te  le  curve  di  quesl'uUimo  paasanli  per 
Ufi  puRlo  dei  piano  passino  in  comeguenza  per  un  altro  punto  ». 
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SUILK  FORME  BILIKEARI  SIMILI 


S.    SFORZA. 

(Coiilinu.(l2ione,  Vedi  Voi.  XXXII  pog.  2M  o  316). 


Unità  caratteristiche  di  una  forma. 

19.  Se  P  è  collineare  all'unità  H,  i  divisori  elementari  ia  senso  lato  (*)  del 
determinante  di  P  -  pH  li  diremo  i  polinomi  carallerUtiei  di  P. 

Teobima.  Se  V  è  collineare  all'unità  H  e  cp(p)  è  il  primo  polinomio  caral- 
terislieo  di  P,  la  condizione  necessaria  e  su(flcienle  affiachè  sia  <{i(P)=0  con  P''=M 
è  che  ^{p)  sia  un  poti'nomio  divtsi&iie  per  ^(p). 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  fondamentale  si  omette  perchè  è  io  tutto 
simile  a  quella  che  ne  ha  dato  Frobeoius  (Creile,  84}  nel  caso  di  M  =E. 

20.  Dal  teorema  precedente  sì  ricarano  varie  importanti  conseguenze.  Intan- 
to, se  m  è  il  grado  di  ^(p),  risulta  elie  le  m  Torme 

P»  =  M  ,  P  ,  P* P"-' 

sono  linearmente  indipendenti  e  ogni  altra  potenia  di  P  è  una  loro  combina' 
ziono  lineare:  sicché  il  sistema  di  tutte  le  forme  del  tipo  Q  =  ({i(P),  ove  ({«(p)  sia 


{*)  Un  divisore  elementare  in  senso  lato  è  il  quoziente  del  m.  e.  d.  di  tutti  i 
BUddeterminati  di  uà  certo  ordine  del  determinante  di  F—pU  pel  m.  o.  d.  di  tutti  i 
euddetermiuanti  dell'ordine  immediatamente  inferiore.  Un  divisore  elementare  in  senso 
lato  è  perciò  il  prodotto  di  più  divisori  elementari  ma  corrispondenti  a  radici  dif* 
ferenti  del  determinante  di  P  —  pM ,  cioè  a  invarianti  differenti  di  P  rispetto  ad  U. 
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un  polinomio  arbitrario,  è  un  gruppo  lineare  d'indice  m  che  indicheremo  con  (F). 
Se  Q  è  in  (P)  saranno  in  (P)  anchit  tnue  le  potenze  di  Q:  se  dunque  avverrà  che 
anche  le  Q'  ,  Q  ,  Q*  ,  .  .  ■  ,  Q"~'  siano  linearmente  indipendenti,  il  gruppo  (Q) 
coinciderà  col  gruppo  (Pi;  diremo  allora  che  Q  è  sosUluibile  a  P. 

Affinchè  la  Q  =  ^(P)  sia  aoslilaibile  aV  è  necessario  e  su/fìaicnte  che  {delle 
9t  ■  9t  >  ■  ■  ■  >  '^  radici  disfinfe  del  primo  polinomio  caraUerisiico  f(fi)  di  P)  le 
4'(pi)  t  ^fPt)  1  •  •  •  >  siano  quaìitità  distinte  ed  inolire  la  liertvala  ^\f)  di  ^'(p) 
non  si  annulli  per  una  radice  multipla  di  <f{p)  =  0  (*). 

Dim.  Se  'T(Q)  =  0  è  l'equazione  di  grado  minimo  cui  soddisfa  Q=:<1<(P),  si  avrà 
~(4'('*))  =  ()  >  e  perciò  dovr&  essere  t(0  il  polinomio  di  grado  minimo  pel  quale  si 
ha  (K.  19) 

^{'I'(P))  =  ?(P)^(P) . 

ove  X(p}  indichi  un  conveniente  moltiplicatore.  Ora  indichino  «i ,  «i ,  •  .  •  ,  i  valori 
distinti  delle  ^{pt)i  "l'ora  si  avrà  t(i,)  =  0  e  perciò  tW  sarà  divisibile  per  una 
potenza  di  v  -  «,  e  t(p)  avrà  la  forma 

tW  =|i{=.)(  8- «,)'•(<' -"./S-... 

ove  |i(a)  non  si  annulli  per  a  =  o,  ,  <ti  ,  .  . .  Un  tale  tH  soddisfa  poi  viceversa 
all'equazione 

T('i'(p))  =  9(P)X{p) 

se  le  e,  ,  £i , .  . .  ,  si  prendono  convenientemente  e  qualunque  sia  tt(<i)  ;  dunque 
il  T(3)  dì  grado  minimo  cercato  deve  avere  la  forma 

!(,)  =  (.- -,)'•("-«)*• 

Kel  caso  che  ^(p,)  ,  4''?*)  i  ■  •  •  >  siano  distinto,  si  avrà 

»,=*(?,)  .  ''.  =  +(p,ì  ..... 

e  ad  esempio  ^(p)  —  <l'(Pi)  ^^^  b'  annullerà  per  p  =  Pi  ;  supposto  dunque  che  i|i(p) 
si  annulli  A,  volte  per  p  =  p, ,  il  T(cp(p))  conterrà  p  -  Pt  alla  potenza  e,  A,  ;  perciò, 
se  e,  è  il  grado  a  cui  p  — p,  entra  in  ?(p)  bisognerà  e  basterà  prendere  per  «,  il 
più  piccolo  intero  che  rende  t,  h^  non  minore  di  e,  e  quindi  sarà  t,  =  e,  soltanto 


(•)  Ofr.  Froheniofl  (G,  dì  Creile  64  pag.  li). 
VOL.  zuui. 
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nel  caso  che  una  almeno  delle  due  quantità  A,  e,  sia  l'unità;  mentre  in  ogni  altro 
caso  sarà  e,  <  e,.  Dunque  nel  caso  di  e,  >  1  amache  sia  e,  =  e,  bisogna  che  sia 
b|  =  1  ,  cioè  bisogna  che  ^'(p)  non  si  afiniilit'  per  p  =  (>,  ■ 

Ciò  posto,  sja  la  Q=<{>(P)  sostituibile  a  P,  cioè  si  possa  ricavarne  anche  P=h>(Q). 
Allora  aTremo  P  =  w(Q)  e  perciò  dovrà  essere  (N.  19) 

u(<Kp))  =  p  +  (p(p)li(p), 

ove  [x(p)  sia  un  conveniente  moltiplicatore;  in  pHrlìcolare  avremo  ad  esempio 
"(■KPi))  =  Pi  1  ecc.  e  quindi  le  ^(p,)  ,  ^(pt)  ,  .  .  .  ,  dovranno  essere  tulle  distinU. 

Posto  dunque  0,  =  (j/(p,),  il  grado  e,  di  1  —  3,  in  7(0)  non  potrà  superare  e,. 
Similmente  si  vede  che  e,  non  potrà  superare  e,  e  perciò  si  conclude  die  t,=^f 
E  allora  dalle  considerazioni  precedenti  risolta  che  ^'(0)  non  può  annullarsi  per 
una  radice  miillipla  di  f(p)  =  0. 

Le  due  condisioni  cui  deve  sodisfare  ({«(p)  sono  sufficienti  poi  per  la  sostitui- 
bilità di  Q  a  P. 

Infatti  indicando  con 

*.Cp)  .  U9)  .  ■■•  .  *.-.(p) 
ì  resti  delle  divisioni  di 

^(Pì  ,  i*(p)i* ì-Kp)!"-' 

per  ^(p),  e  supposto  che  m  sia  il  grado  di  tpCp),  avremo  il  sistema  di  m  equationi 
lineari  non  omogenee  nelle  P"  ,  P  ,  , . .  ,  P"~' 

Qo  =  po  ,  Q  =  4.,CP)  ,  Q»  =  4.,CP)  ,  ...  ,  Q— =  't„-,(P) 

il  quale  si  potrà  risolvere  rispetto  alle  P"P  ,  P»  ,  .  .  .  ,  P""*,   altrimenti  fra  le 

Q* ,  Q Q**''  interverrebbe  una  relazione  lineare  ,    cioè  Q  sodisferebbe   a 

un'equazione  di  grado  m— 1,  mentre  si  è  visto  che,  nella  ipotesi  che  le  4'(Pi)>4'(Pi)>  •-' 
siano  distinte  e  che  ^'(p)  non  si  annulli  per  una  radice  multipla  di  f(p,)  =  0,  il 
grado  di  -(3)  ò  e,  +  e,  +  .  .  .  =  m. 

SI,  Supposto  sempre  che  m  sia  il  grado  del  primo  polinomio  caratteristico 
9(p)  di  P,  dal  \.  !9  risulta  che  le  m  forme  P'^  P^  ,  . . .  ,  P"*'V  sono  linear- 
mente indipendenti. 

Ma  se  per  un  particolare  sistema  di  valori  delle  «  (u,=«,,«,=o[,, ...  ,u,=0 
le  m  forme  lineari  nelle  a; 

p"  p  pm-i 
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Don  fossero  lineanoente  Indipendenti  allora  diremo  che  la  forma  lineare 

o„  =  a,a;,  +  aiar,  +  . .  .  +  a„jr^ 

è  singolare  rispetto  a  P.  Similmente  si  dirà  clie  una  forma 

«,  =  «,  (1,  +  U,  flj  +  .  .  .  +  u„  o„ 

è  singolare  rispetto  a  P  se  le  m  forme  lineari  nelle  11,  P*^  ,?„„,.,.,  ?""'„„ 
non  sono  linearmente  indipendenti. 

Infine  diremo  che  la  forma  bilincare  di  rango  I  II  =  Va^x  '^  sinrjoUire  rispetto 
a  P  se  è  nullo  il  determinante  di  ordine  ni 


pim-i 


la  «o  e  la  «j,  ma  non  mai  per 


ciò  che  può  atTcnire  senza  che  siano  singolari  1 

qualunque  coppia  di  forme  lineari  u^  a^  ,  corno  è  dimostrato  dal  seguente  teorema  : 

Se  p^ ,  Pi  ,  .  .  .  ,  sono  le  m  radici  di  f{^)  e  si  pone 

la  condizione  neeessarto  e  sufficiente  af^nchè  la  n=Uoa^  sia  singolare  è  die  uno 
deile  m  quantilà  9i(P)  ,  <p,(P)  .  .  . .  ,  $ia  nulla  facendovi  imieme 

IT,  =  0,  ,  a^  =  a,  ,  ...  ,  x„  =  a„ 
e 

u,  =  a,  ,«,=«,  ,  ...  ,  «,  =  «„. 

Questo  teorema  risulteriL  subito  non  appena  sìa  stata  dimostrata  la  seguente 
formula  : 

i 

che,  per  semplicità  di  scrittura,  proveremo  suppoaendo  in  =  3. 
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Si  fuccia  perciò 


t(P) 
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'»((P)  =  p'  +  «iP  +  P(. 


Intanto  si  osservi  clic 

^1    "i     '  I    M  ft    Pi' 

P.    «.    1  I      1  P.    P," 

P.    ».    1   I  I  t  P.    P." 
ma  si  tia  pure 

I     1  Pi      Pi' 

<  P.      P." 

I     '  Pi      P>' 
onde  si  conciude  ctic 


fiCPi)        0  0      I 

0         »i(Pi)         0         =Ti'Pi)t.(P.11'.(P.)! 

I     0         »      tM  I 


=  (-  I)"  Ti(Pi)  fn'p.)  1>i(Pi) . 


I,    a,    ì 

I,    a,    I 
I   P.    «.    1 
e  perciò  si  può  scrivere 


!  1    Pi   Pi"  I 
=  (-')'•    P.    Pi'    =(-1)'R       (poniamo). 
I  1    P.    P.'  1 


-  (-  ')■ 


Ora  si  noti  elle  da 


P„     P'„    P"„ 
p»       pi       p* 


Pi      «1       1    I 

P.      «,      I    I. 

I 

Pi      >.      1    i 


?(p)  =  (p  -  Pii  T.(p)  =  p  ?,(?)  -  p  i  (..(p)  ; 

cangiando  p  in  P  ed  osservando  die  s.(P)  =0  (\.  19),  si  ottiene 
P.p,(P)  =  p,i.,(P) 
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cosicché  per  esempio 

P>  +  a,  P»  +  P,  P  =  p  (P*  +  o,  P  +  p,  P")  =  p,  ?,(P)  ; 

P»  +  o,  P>  +  P,  P'  =  f  ,»{P*  +  a,  P  +  P,  P")  =  P,*  T, (P)  ; 

onde,  eseguendo  per  orizzontali  il  prodotto  dei  due  determinanti  scritti  per  esteso 
nella  forinola  precedente,  avremo 


Tl(Paa)  ■P.(Pm) 


TiCPao)   I 


P.    <P.(Paa)      P.   ?|(Pa<^      P.    'PjtPaa) 
P.S,(P„)      P»*?,(P«.)     P.*?.(Pm) 


=  (-")»T».{Pa«)'F.(Pa^T3(P«)- 


È  poi  chiaro  cho  il  risultato  è  valido  anche  se  fosse  per  esempio  p,  =  p, , 
purcbà  s:  consideri  p,  -p,  come  inflaitesimo. 

Lo  stesso  proceJimeDto  si  può  tenere  qualunque  sia  m. 


Per  ciò  che  segue  importa  poi  notare  anche  che  :  se  o,^  è  una  forma  lineare 
(ingoiare  rispello  a  P  e 

■to  P*a,  +  T,  Pt«  +  . . .  +  T,  P'„  =^=  0 

è  quella  relazione  identica  fra  le  P^^^  ,?„■••■•  P'or  PT  la  9uale  r  è  minima, 
il  polinomio  t(p)  tara  un  divisore  di  'p(p).  Ed  invero  raoltiplìcando  la  precedente 
relazione  a  destra  per  P^  (fi  intero  positivo  arbitrario)  otteniamo  infinite  relazioni 
della  forma 


toP*„  +  -t,P**'^  +  . .  .  +  %P*+''„  =  0  ; 


sicché  la  serie 


:  ricorrente  con  due  scale  di  relazione:  l'una  data  dai  cocfllcicnii  ili  <p(p),  l'altra 
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da  quelli  di  ■:(?)  ;  perciò  il  valore  di  detta  serie  sarà  una  frazione  che  potrà  avere 
per  denominatore  tanto  <p(p)  quanto  T(p);  dunque,  poiché  x(p)  è  di  grado  mini- 
mo, T{p)  dovrà  dividere  ip  (pi- 
lo stesso  dicasi  per  una  forma  linca.c  »„  singolare  rispetto  a  P. 
92.  Sia  P  collineare  ad  una  uni(à  M;  allora  diremo  che  P-pM  è  il  fascia 
cnratierislico  di  P.  Se  poi  P  -  pM  6  la  somma  di  piii  fasci  caratteristici  assoluta- 
mente  indipendenti  F  -  pM'  ,  P"  -  pM"  ,  ...  diremo  die  ognuno  di  questi  fasci  è 
un  /ascio  caraneristico  parziale  di  P  o  anche  di  P  — pM;  e  diremo  allora  pure 
che  W  ,  M" , ...  sono  imita  caratlerisliche  di  P.  Un'uniti  caratteristica  ti'  si  dirà 
poi  principale  se  il  fascio  caratteristico  corrispondente  dà  luogo  a  un  solo  poli- 
nomio caratteristico  e  precisamente  ad  un  polinomio  Ciiratteri.stico  di  P. 

I  due  seguenti  teoremi  danno  subito  la  costruzione  di  un  sistema  di  unittk  ca- 
ratteristiche principali  di  P,  assolutamente  indipendenti. 

23.  Affinchè  P'  -  pM'  sin  nn  fascio  carauerislico  parziale  del  fascio  caratle- 
rislico  P  — fM,  è  necessario  e  svfjicienle  che  H'  ^a  una  unità  collineare  od  H  e 
permulabUe  a  P  ;  adora  poi  si  ha 

P'=PM'  =  M'P  =  M'PM'. 

Dim.  Se  P'  — pM'  è  caratteristico  parziale  di  P  -  pM,  avremo 

(12)  P-pM  =  (P'-pM')  +  (P"-pM")-t-  .  .  . 

ove  P'--pM'  ,P"-pM",  ,  .  .  sono  fasci  caratteristici  assolutamente  indipendenti. 
Allora  sarà  intanto 

M  =  M'  +  a"  +  . . . , 

ove  H' ,  H"  ,  ...  sono  unità  assolutamente  indipendenti  e  collineari  ud  H. 
In  particolare  dunque  si  avrà 

(    M'»  =  M' 
(13) 

(     M'M  -  MM'  =  M'MM'  =  M'. 

Di  più  dovrà  essere  (N.  U) 

(U)  M'M"  =  0    ,   H"M'  =  0,  ... 

IVr  ipotesi  poi  P'  è  collineare  ad  M',  come  pure  P"  ad  U" ,  ...  perciò  si  ha 

(    M-  P"  =  M'  (M"  P")  =  (M' M")  P"  =  0 
(15)  ] 

[     P"  M'  =  \P"  M")  M'  =  P'\M"  M')  =  0, 
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e  inoltre 

(16)  P'  =  M'  P'  =  P"  M'  =  P'  M' P'. 

Pcrcià  moltiplicando  la  (1-2)  per  U'  avremo  per  le  (13),  (14),  (15).  (16) 
PM'  -  pM'  =  P'  -  pM' 

M'P-pM'  =  P'-pM' 
(ìODde 

PH'  =  M'P  =  M'PM'  =  P'. 

Questa  insieme  alle  (l)ì)  prova  che  le  condìsioiii  indicate  nel  teorema  sono 
necessarie;  dico  poi  che  sono  sufOcienli,  si  abbia  infittti  le  (13)  e  inoltre 

(13)  M'P  =  pa'  =  M'PM'  =  P'    (poniamo). 

Allora  avremo 

P'M'-(MT)M'=M'PM'  =  P', 

sicché  P'  è  collineare  ad  M'  e  perciò  P'-pM'  è  un  fascio  caratteristico  di  P'. 
Pongasi  poi 

P -  pM  =  (P'  -  pM)  +  (P" -  pM") , 
cioè 

M"  =  M-M'    ,    P"  =  P-P'. 

Allora  per  le  (12)  e  poiché  MP  =  P  avremo 

M'P  =  MP  -  M'P  =  P  -  P'  =.  P"  ; 

e  slmilmente  PM"  =  P";  sicché  P"  è  collineare  ad  M";  d'altronde  M"  per  lo  (13) 
è  un'unità  (N.  15),  dunque  P"  -  pM"  è  un  fascio  caratteristico  di  P". 

Siccome  poi  H'  ed  M"  sono  assolutamente  indipendenti  (N.  i5) ,  anche  le 
P"  —  pM' ,  P"  — pM",  che  sono  ad  esse  rispettivamente  collineari,  saranno  assolu- 
tamente indipeudenti  (K.  l2).  Sicché  P'  — pM'  e  P"  -  pM"  saranno  due  fasci  ca-. 
ratieristici  parziali  di  P. 

24.  Sia  P^  collineare  ad  una  unità  ìi  e  <p(p)  Bia  il  primo  polinomio  carah 
terUlieo  di  P.  allora  se  A  è  una  bilineare  di  rango  l  collineare  ad  H  e  fion 
Bifìgolare  rispello  a  P,  «i  è  una  ed  una  sola  unità  P  coraKerieficti  principale  di 
P  ci(8  corrispondo  a  <f{f)  e  n  cui  A  eia  coUinearn, 
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Sia  m  il  grado  di  ^(p).  Supposto  che  F  esista,  la  F  sarà  Intanto  di  rango  m, 
perciò  ammetterà  n-m  forme  lineari  nelle  a:  linearmente  indipendenti 

*»      •  'i      I  •  •  •  )  *jr 

che  saranno  suoi  nulliflci  sinistri,  e  inoltre  n-nt  forme  lineari  nelle  u  linearmente 
indipendenti 


che  saranno  suoi  nullifici  destri  (N"  4)  ;  e  tutti  i  nulliflci  sinistri  S  di  F  saranno 
della  forma 

s  =  i:,  >,<*'  n. 

e  i  nulliflci  destri  D  della  forma 

ove  le  U|t  siano  n  —  m  forme  lineari  nelle  u  arbitrarie,  e  le  X^  n  -  m  forme  li- 
neari nelle  X  arbitrarie. 
Ponendo  dunque 

i^(jj<'i  =  X,(*)  v/)  +  X,'*)  v,(*'  +  .  . .  +  X,t*J  vj»' , 

otterremo 

SD=I»S»Xy»)U»XA. 

Ora,  se  le  U^ ...  U.^.  sono  linearmente  indipendenti,  e  le  X,  ...  X._,„  sono 
pure  linearmente  indipendenti ,  S  e  D  sono  dei  ranghi  n  -  m ,  e  perciò  SD  fi  di 
rango  eguale  alla  caratteristica  del  determinante 

*=!  V)'"  I- 

Ma,  poiché  F=F»,  la  F  non  è  speciale,  perciò  il  rango  di  SD  è  n-9m+fli=n-ift 
(N.  7),  dunque  deie  essere 

A  =p  0. 

Ciò  posto  si  osservi  che  F  deve  intanto  soddisfare  alle  n  — m  equaiionl  lo* 
dipendenti 


""  2,v^« 
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nome  pure  alle  altre  n-m 

Di  più  essendo  F  caratteristici  di  P,  (iovrà  nverai  (N.  23) 

TP  =  PF  ; 
ila  questa  si  ricava 

FI"  =  PFP  =  Fl'i' =  FP> 

e  siinilineiilc  FP'  =  P'F,  ecc.  e  in  geiicnde 

(19)  FP*  =  P'F 

per  II  intero  e  non  negativo  qualunque.  Inoltre  per  ipotesi  si  Ila 

sr  =  F.4  =  A  , 
siccM  la  (19)  ci  dà 

AP»  =  AP''F. 

Ponendo  ora  A  =  a,  Ug  vpoicliè  A  iì  di  rango  I) .  avremo 

AP»  =  u..P'„, 

sicché  dalla  precedente  rulKzlonc  ricaveremo 

■"      ^r    ix.        Su,' 

Facendo  in  questa  h  =0  ,  l,...,m-l,   otteniamo  m  equazioni  lineari  nelle 
8F 
'  8", 
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ap"-i 

li SS     )  {ti  X.'"-"J 

•     ex,        '         •   ' 


V"    ■   ■  .  5^" 


dx^       ix„    '  '  '       dx^  " 

Si  moltiplichi  il  determinante  del  primo  membro  di  questa  equazione  pel  deter- 
minante 

0  0        ...  0  0      ...  0 

£p\g    ap,,        ap— ',„      ,„ 


9P^„     gP^ 


ap"- 


au. 


»  '•' . 


in  modo  che  ogni  verticale  del  determinante  prodotto  sia  i 
ticalc  fissa  del  primo  per  le  singole  verticali  del  secondo  ; 
le  (8)  e  (8)') 

F  P°  P       .  .  .  p*">        0 


P"-V 

0 


.  .  .  P" 


■  0  o\..>»' 


prodotto  (li  una  Tcr- 
allora  si  otterrà  (p«r 


.  .  0 

.  .  0 
.  .  0 


■  \a'-. 
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p— „     e'-<, 

e  poiché  A  non  è  zero,  dovrà  essere  (in  notazione  abbreviata) 

I    P  ^a      ! 

pft  p*tk 

1      '   no  ^       aa 

Ora  non  essenijo  A  sin^'olarc,  il  determinante 

I     P»„  ...    1'"-', 


Uo. 


i  = 


I        P»-!  .    ,    .        PJO-I  j 

k  diverso  da  zero  (N.  21),  dunque  si  Uà  infine  (in  notazione  abbreviata) 

,      I      0  P^ox  I 

(20)  *'  =  -r 

la  quale  dìmoslru  che  se  P  esiste,  è  unica  {').  Inoltre  la  (20)  prova  anche  che  F 


(*)  Quando  il  diacrìminante  di   <f{p)  non  è  zero  k  E  data  dalla  (20)  ai   può 
porre  sotto  la  forma  notevole 


;  p, ,  Pf ,  . . .  aono  le  radici  della  •o'p)  =  0  e 

i(?i 


•i(f)  = 


f-fi 
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caistc.  Infatti  da  (20)  si  ha 


Si  giuuge  a  qiiettto  multato  e 
N.  22  per  dimostrare  la  formula 


i  procedimeato  analogo  a  quello    tenato  nel 


"  n  ""'••'■ 


Per  ea.  per  m  =:  3  (ritenendo  )a  notazione  del  N.  20)  avremo 


-  K"  ÌF  = 

0  9i(P„) 

P"»        fi(P«.) 
P„    Pi  ».(P..) 

donde,  poicliè  (N 
otteniamo  appunto 


1  0 

0  p, 

0  a, 

0  1 


Pi,   P'„ 
P.»   P'„ 
F*  a  P' 
p»       p» 

0 


10  0  0 
0  p,  a,  1 
0     p,    «,     1 


0    P,    a. 

fi(P.a)  f.(Pi)»i(P.J 
».(P„)  0 


10  0  0 
0  P,  ?.  P, 
0  a,  a^  a 
Olii 

■■(P„)  9.(P. 

0  0 

»iCPi)».(P..)  0 

0  f,(.t,)  Ti(P, 


'         i 


■«)  . 


K"  4  =  »,(P,)  T.(P.)  T.(P.)  T.'Po.)  T.ffu)  ».(?«.) . 


T,IP„)      T.(P„> 
Ti(Pi)         »i(Pi) 


■FlCP.! 


■p.,(P.) 


-,(i',.,i 
■PiiP,.) 


=  y  i'i(p.,.>T,(F„) 

"*'      'Pi'PaoWi(Pi) 
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e  perciò 


P*  P*+* 


P* 


p*+fc 


Da  queste  si  ha  intanto  P„  =  ?\, .  cioè  FA  =  M\  =  A  ;  e  similmente  si  prora 
che  da  (?0)  si  rrcavti  AP  =  A ,  cioè  A  h  collineare  ad  F.  Inoltre  la  (FP'")„=  P%o 
et  dà 

"*  !   (FP*)„      P*+*,„  I  ~      ^  I  P*«.      P*^,„    I  "     ' 

siccliè  F  è  un'aiiiià.  Se  poi  osserviiiino  che  F  è  bilincare  nello  due  serie   di  ni 
vari  ubili 


pò        p       _       _  p-n-t 

le  quali,  poicliò  le  a^  e  lo  »„  non  sono  singolari ,  sono  linearmente  inilipendonti 
(N.  21),  vediiimu  che  il  ran;,>o  di  F  sari!  <">;  ora  se  1^^  indica  quel  sudilctcr- 
minante  di  A  che  se  ne  ottiene  trascurandovi  r(/i  -t-  1)°  verticale  e  la  (/i-hl)"  oriz- 
lontalc,  ò  chiaro  che  si  ha 

F    -    (~  ^^  ^àk  pi        pk 


sicché  il  detcrminanlc  dei  coeflicienli  di  F  rispetto  alit;  dui)  serie  di  i 

4"^'      I 
considerate  è  -rsr  =  t  ='=<*• 

Il  rango  di  F  è  dunque  m. 
Si  ponga  poi 

?((>)=•?.  f?iP  +  ■  ■  ■  +  9»P" 
e  si  consideri  il  determinante 

1    0     0     ...    0  0 


0  9t  <?s 
0  1  0 
0     0      l 
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il  cui  valore  è  manifestamente  ±7»  e  quindi  diverso  dn  zero.  Siccome  si  h;i  iden- 
ticamente (N.  19)  9(P)  =  0  cioè 


-T.P»  =  (?,P  +  ip,P'...  +  9,P» 


86  SI  pone 


W  =  ffi.  P"      +  s.  P*      4-       .io    P"* 
SÌ  trova  subito  cbe  i  prodotti  di  FP  e  PF  per  |?|  eseijuiti  convenientemente  sono 


±?»FP  = 


foP^- 


90  P"  **ao      P™"'   a 


,    .       P"- 
,    .       P- 


u 

P"™ 

P.r 

P-- 

■P.P"„ 

» 

f.PV 

•  •    ?.P- 

p.. 

p*„ 

P„ 

P— 

P"*"'»»     !•"'<«     I"""*.!»     •••        P*- 
ma  questi  due  dcteriuinHnti  sono  e  li  Ih  ramante  uguali,  dunque 
KP  =  PF  ; 


inoltre  è  cliiaio  che  FM  =  )lF  =  Mj  perciò  (N.  53)  F  è  carallerUlica  per  P. 
Ura,  se  ({«(p)  è  un  puliuuiuio  arbitrariu,  si  ha  identicamente 

(|;(PFjA  =  <|.{P)FA  =  iJ<(P)A, 

perciò  non  può  essere  i]*(P['")  =  0  senza  clie  4i(p)  sia  divisibile  per  <f(p}  (non  es- 
sendo A  singolare,  Pi.  21).  E  siccome  poi  si  lia  elTutlivauiente  (f(PF)  =  :p(P)  F  =  0. 
cosi  concludiamo  die  if(s)  è  il  primo  polinomio  caratteristico  di  PP  rispetto  ad  P, 


^ 
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e  poiché  F  è  di  rnngo  m,  (F(p)  è  luiclie  l'unico  polinomio  caraUeristico  di  PF  ri- 
spetto  ad  P.  Perciò  F  è  tm' untiti  carallerialim  principale  corrispondente  a  >p(p). 

25.  Il  teorema  prficodciito  applicato  al  ftisi-io  P  -  pM,  di 

P  -  pM  =  (PF  -  pF)  f  (PG  -  pG) , 

o»c  PG  —  p6  sarà  un  secondo  fascio  caratteristico  parziale  di  P  — pM,  (N.  15)  il 
quali!  in  seguito  al  teorema  del  N.  Il  avrà  per  1",  2'*....  polinomio  oarnttcristico 
ordinatamente  il  2**,  3°,  ...  polinomio  Cii  ratte  risii  co  ili  P-pM. 

Operando  in  modo  analogo  su  PG-pG  si  potrà  dccomporln  in  due  fasci  C'i- 
rattcristici  parziali  di  cui  uno  corrisponderà  al  2'  polinomio  caralteristìco  di  P-oM 
e  l'altro  ai  rimanenli  3",  4°,  ..•,''a  cosi  proce<le(nfo  si  ffiimjcrà  ni  ìdUniiì  a  tro- 
vare «n  sistema  conipfelo  di  unità  caraltcrìsliclte  principali  F  ,  F'  ,  F"  ...  ,  as- 
solìHameme  indipendenti,  te  quali  dftmnno  P  —  pM  decomposto  in  nllreltanti  fasci 
caratteristici  assolutamente  iadtpendcnli ,  corrispon'h-nti  uniooeamenle  ai  vari 
polinomi  carallerislici  ?  (p) ,  •?'(?),  ¥"(?)■  ■••  di  P  vispello  ad  M. 

26.  Mostrerò  ora  come,  nllorcliè  si  conoscono  gli  invarianti  Pi  ,  pi  .  ■  ■  di  F 
rispetto  ad  H  ,  cioè  le  radici  di  <p{p)  =  0 ,  si  possa  giungere  Uno  alla  decomposi  - 
zione  di  P-pH  in  fasci  irriilucibili  assolnlmnenle  indipendenti  e  caratteristici 

Premettiamo  il  seguente  teoreuia  : 

Sei  grappo  lineare  (P;  è  contenuta  tma  unità  caratteristica  di  P  die  corri- 
sponde a  tulli  e  soli  i  divisori  elementari  cui  dà  luogo  un  fissalo  invariante  di 
P,  e  che  diremo  un'unità  carallcrislica  invarinntiva  iti  P  ("). 

Sia  p,  l'invariante  che  si  considera  ed  e,  il  grado  del  primo  divisore  elemen- 
tare relativo  a  p.    Allora  ponendo 


sarà  T.(p)  un  polinomio  primo  con  p-p, ,  e  si  potrà  a 
potenze  ascendenti  di  p  —  Pf  Se  si  ha  cosi 


P,)-l-a,(p-P,)*+  ■ 


{")  Cfr.  Stady.— Eecarrirendo  Eeihen  nod  biliuearen  Formeii  (Monatshafte  far 
Hath.  1891).  Sono  venuto  a  conoscenza  di  questo  lavoro  quando  il  presente  era  già 
scritto  da  lungo  tempo  e  prossimo  alla  stampa.  Riconosco  volentieri  che  le  unità 
imariantive  di  cui  ai  parla  in  questo  Art.  e  negli  artìcoli  30  e  31  furono  aostan- 
zinlmentc  considerate  prima  di  me  dal  Sig.  Study, 
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se  ne  otterrà 

1  =  «0  9i(p)  +  «.(P  -  Pi)  9iÌP)  +  •  •  ■  +  «g  _]  (P  -  9tf'~^  <f,ÌP)  +  .  -  ■  . 

Se  nel  secondo  membro  di  (|uesta  serie  si  cangia  p  in  P  (e  p'  in  P*  =  M) , 
esso  si  ridurrà  r  un  polinomio  di  «i  termini  perchè  i  termini  dcìi:i  forma 

«h(p-p|)*Ti(p) 

lìMScmlo  per  li>e,  divisibili  per  <p(^),  dopo  il  detto  cangiamento  scompnjono  (N.  19). 
L;i  fiiriiia  E,  che  cosi  si  olticnc  è  uii'unitù,  persile  la  serie  prccedenlc  è  u};ualu  ul 
proprio  quiulrnto;  inoltre  essa  poi  è  della  forma  <]'(P),  perciò  è  permutabile  aP 
e  collineare  ad  V[.  Dunque  la 

E,  =  a.  t,  (P)  +  a,  (P  -  P,  P')  <p,  (P)  +  .     .  +  a^_i  (V  -  fP*)* '"^  t,  (P) 

è  un'unità  caratteristica  di  P. 

Sia  ora  F'*'  un'unità  canitteristica  prineipiilo  di  P,  ì."'(?)  il  polinomio  carat- 
teristico cui  essa  corrisponde,  e  p  -  p,  entri  in  ?'''  al  grado  e,'*' ,  mentre  ?'''  (p) 
sia  di  (jrado  m'*'.  Allora  avremo  9'''(P)  F*''  =  0  ,  perciò  ponendo 

E.Ct  =  «.  9,  (P)  +  .  .  .  +  a^^rt.i  (P  -  pPV"'"'  T.(P) 
si  avrà 

E,F'*'  =  E/''F'*'. 

Ora  ee  'i>e,i''  si  ha  chiaramente 

(P  -  p,P«j*  E,"'  F«  =  0  , 

mentre,  se  h<e,^'\  non  può  essere  (P-p,P')*E,'''F'*)=0,  perchè  la  {P-p,P")*K,(''  & 

una  funzione  di  P  di  grado  minore  di  m^'),  dunque  (p  —  p,}'<     è  il  polinomio  T(p) 
di  grado  minimo  pel  quale  si  ha 

t(P)K,  F'*'  =  0. 

Ma  siccome  F'''  è  icrmulabilc  a  P,  sarà  porniutabile  anche  nd  E(  e  si  arra 

iK,  r'V  =  F-,Ml-"''')'=B,F"'; 
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sicclià  possiamo  dire  che  K, F'''  è  un'unità  caratteristica  dì  P,  che  corrisponde 
soltanto  a  dimori  elementari  provenienti  da  p,  o  almeno  ad  uno  di  essi  (p— p,)  '■ 

Ora  se  F  ,  F<*> ,  ...  ò  un  sistema  completo  di  unità  caratteristiche  principali  di 
P,  le  E,F ,  E,F'". ...  danno  per  somma  E,(F  +  F'"  +  ...)=E,  M  =  E,  e  sono  as- 
solutamente indipendenti  (perchè  permutabili  e  di  prodotto  nullo)  ;  dunque  E,  cor- 
risponde a  tutti  i  dlTÌEori  elementari  corrispondenti  a  p,  (ed  è  perciò  di  rango 
eguale  ad  e, +e,'  + e,"  + ...)  e  ciascuna  delle  E,  Ft**  ad  uno  solo  di  essi. 

Cosi  si  è  trovato  un  sistema  completo  di  wiild  earalleHstiche  irridwHnli 
corrispondenti  a  p,. 

Se  Ei  à  l'unità  analoga  corrispondente  a  Pi ,  £|  ed  Et  avranno  la  forma 

E,  =  ?,(P)G.,(P)    ,    E,  =  T,(P)w.{P). 


iM 

9M 

(P- 

ri» 

=  ?(!)- 

t(P) 

=  f(p)<Kf) 

(p-p.)'(p-Pir 

OTfi  ^(p)  è  intero;  perciò  si  ha 

T,{P)^(P)  =  >p(Pj.tI'CPj  =  0. 

SI  avrà  dunque  E,  Et  =  Ej  E,  =  ìii,(P)ip,(P)  w,(P)  to,(P)  =  0. 

Ciò  prora  che  E, ,  E, .  .  .  sono  assolutamente  indipendenti.  Inoltre  si  avrà 
M  =  E,  +  E,  . . . ,  perch'i  il  rango  di  E,  +  E,  +  . . . ,  essendo  la  somma  dei  gradi 
dei  divisori  elementari  relativi  a  P— pH,  è  uguale  al  rango  di  H  (N.  8). 

n  tnelodo  indicato  conduce  perciò  per  mezzo  di  E,  ,  E,  ,  .  . ,  e  di  un  «*- 
tlema  di  unità  caraneristiche  principali  alia  separazione  di  P  -  pH  in  fasci  ir- 
rudiciòtti  caradertsttci  ed  assolulamente  indipendenti. 

26.  Enuncio  senza  dimostrarlo  il  seguente  teorema  che  scaturisce  facilmente 
dai  precedenti.  Se  Q  è  nei  gruppo  (P) ,  ogni  unità  coroHeriedca  per  P  è  tale 
anche  per  Q;  inoIJre  se  Q  è  sosliluibile  a  F,  e  <ol(an(o  allora,  avvengono  i  se- 
guenti due  fatti:  !•  c/te  i  divisori  elementari  rclaliui  o  Q  sono  degli  slessi  gradi 
e  timtlmente  formali  che  quelli  relativi  n  P  ;  S*>  che  le  unità  caratlerisUche  di  Q 
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sono  anche  caratlerisUche  per  P  e  corrispondono  a  divisori  elementari  degli  ste$si 
gradi  e  similmenlo  formali  (•). 

27.  Sìa  P  -  pIT  un  fascio  caratteristico  irriducibile  e  (p  —  a)'  sia  il  dtiisore 
elementare  che  gli  corrisponde. 

Allora  ponendo  Q  =  P  —  oM  si  arra  poi  P  =  Q  +  oM  e  perciò  Q  —  pH  sarà  (N.  26) 
un  fascio  caratteristico  irriducibile  il  cui  divisore  elementare  sarà  p',  e  sarà  Q*  =  i) 
per  ft  >  e  ;  per  modo  che  ,  se  e  =  1  ,  sarà  Q  =  0  e  P  =  oM  .  con  H  di  rango  1  e 
quindi  riducibile  «Ila  forma  M  =  U,X|.  Voglio  mostrare  poi  che,  se  e  >  I  .  si  può 
sempre  7?ie/(crc  Q  ed  M  solfo  lo  forma 

(    Q  =  U,X,  +  UaX»  +  ..  .+U,X,_, 

(    M  =  U,X,  +  U»X,  +  ..  .+U^,.    ("j. 

Si  Assi  a  tale  scopo  una  forma  bilinearo  di  rango  I  K  =  iit^,  ciiu  sia  colli' 
neare  ad  H  e  non  singolare  per  Q.  Si  determinino  poscia  le  t^  t,  ■ . .  t^.,  dal 
sistema 


e  si  ponga,  H  =  t(Q)K,  ove 

t<P)  =  loP°  +  ^ip  +  tip*  +  .  .  .  +  %-,P"' 


(*)  La  dimostrazione  diretta  del  carattera  combinante  delle  unità  invariantive 
di  P  rispetto  alle  forme  di  (P)  che  sono  sostituibili  a  P  si  pnò  leggere  in  Stady  1.  e. 

(**)  Queste  forme  canoniche  non  differiscono  che  nella  notazione  da  quella  di 
Weierstrass  secondo  il  quale  si  dovrebbero  scrìvere  : 

M  =  UoXe_,  +  u,x,_,  + . . .  +  r,_,  Xo 

Q  =  U.X,.,  +  U,X,.,  +  .  . .  +  Ue_,X,. 

Le  forme  (2l)  del  resto  sono  notorie,  ma  non  mi  è  noto  che  siano  state  rica- 
vate ancora  nel  modo  qal  indicato. 
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Allora  il  rango  di  n  sarà  ancora  1  e  si  potrà  prendere  perciò  n=: 
inoltre  si  avrà 

HQ%„  =  HQ'H  =  T{Q)RQ'T(Q)K; 

tt  siccoEQC  per  le  precedenti  equazioni  si  lia 

0  per  r  <  e  -  1 


KQ't{Q)K=  ^ 

K  per  r  :^  e  —  !  , 

avremo 

i     0  per  r  <p.  -  l 

1      )  per  r  =  e-l, 

mentre  si  ha  poi  Q'^  =  0  per  r  >  e  -  1 . 

Ora,  poiché  M  è  l'unica  unità  collineare  ad  U  che  sia  caratteristica  principale 
di  Q,  si  dovrà  avere  anche  (N.  23) 

,    I     0        Q'„        I 

"  i    «'„  Q..™     1 

ma  Qaa'*'  =  0  per  r  +  s  ^  e  -  1 ,  dunque  rimarrà 

M  =  Q%aQ„*"'  +  Q«aQ«  "*  +  .  .  .  +  Q«a'"'  Q'a*  . 

donde  moltiplicando  per  Q  a  destra, 

Q  =  Q«.Qa»'"'  +  Q*«,Qar*  +   •  ■  +  Q™  ■"'  Qa«  ; 

ponendo  perciò 

QV       =  Ui    .    Q^  =  U, Q„—  rr    V, 

le  Q  ed  M  assumono  le  forme  (21). 

28    Quando  le  Q  ed  H  hanno  le  formo  (21)  le  potenze  di  Q  si  fanno  come  se 
le  X  ed  U  fossero  le  Viiriabili  principali  (IO).  Si  ottiene  perciò  (se  /»<  e) 

Q*  =  Uft+,  X,  +  Uft^t  Xì  +  .  .  .  +  UeX,_i  , 
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e  questa  prora  subito  che  il  rango  di  Q^  è  c  —  h;  inoltre  un  esame  un  po'  più 
iittento  di  tale  forma  di  Q*^  dimoslra  che,  se  0  <  h  <  e  ,  la  Q*  dd  luogo  rispetto 
ad  H  ad  h  divisori  elementari  di  cui  un  cerio  numero  h  —  r  della  /brina  p*  e 
i  rimanenti  r  della  forma  p^~'  ;  ed  e  ed  r  sotto  il  quozienti  ed  ti  resfo  per  ec- 
cesso della  divisione  di  e  per  h,  cioè  ai  ha  hs  —  r  =  e  con  0  ^  r  <  li. 
Infatti  si  ha 

Q*  =  (Ua+i  X,  +  U„tt  Xjt,  +  .  .  .  +  U(t_,)ji^,  X(,_,)ji+,  +  U{,.„»+,  X„_,,j+,)  + 


+  ("«Xj  +  U^Xik  +  . . .  +  U„_,)X(^_,n). 

Sta  or»  t{i(p)  un  polinomio  qualunque  della  forma  p'(>i(p)  con  A  >  0  ;  ed  bt(p] 
non  divisibile  per  p.  Allora,  poichà  f>i(p)  e  p*  sono  primi  fra  loro  si  potraono  de- 
terminare due  polinomi  o(p)  ,  X(p)  tali  da  rendere, 


per  modo  che  si  avrà  poi 
e  si  potr&  porre 

allora,  se  T  =  <1'(Q)    avremo 


w(p)o(p)  +  p*X(p)=l; 

w(Q)o(Q)  =  M, 

R  =  w(Q)     ,     R-'  =  o(Q); 


T  =  Q''R  ,  TB-'  =  Q*, 
Q  perciò,  a  cagiono  della  permutabilità  dì  T,  Q  ed  R , 

T'  =  Q*'  .  T'R-'  =  Q*'; 
0  siccome  per  (=s  si  lin  Q*'  =  0,  avremo  puro  T*  =  0,  e  perciò  i  divisori  eleraen- 
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tari  corrispondenti  a  T  saranno  della  Torma  p'.  Se  F  indica  una  unità  caratteri- 
stica di  Q',  per  (  =  c  oppure  t  =  t—  I  ,  avremo  Q^F  =  0,  e  perciò  per  la  prima 
delle  dette  equationi  si  avrìt  pure  FT'  =  T'F  =  0.  cosicché  F  sarà  un'unità  ca- 
r.tteristica  di  T;  se  p'  6  it  difisore  di  grado  massimo  che  corrisponde  ad  F  sarà 
dunque  t<(.  In  mido  simile  proverai  olio  I<t  e  quindi  -^=1,  cioè  i  derisori  eie- 
mentari  di  Q^  sono  ancfìe  quelli  di  T  e  viceversa. 

Se  ora  v-(fi)  ^  un  polinomio  del  tutto  arbitrario  si  consideri,  la  forma  S=[jl(P) 
(ove  [>  =  Q  +  «M).  Intanto  la  S  -  ^(i)X  =T  Sitrà  sostituibile  ad  S  nel  gruppo  (S)  ; 
epperò  ì  gradì  dei  divisori  elementari  di  8  e  di  T  saranno  uguali. 

Ha  si  ha 

T  =  [ii(P)  -  [i(fl)  M  =  ii(Q  -1-  oM)  -  :i(o)M  =  Q*w(Q) 

con  A>1  ed  a{p)  primo  con  p,  dunque  t  gradi  dei  divisori  elementari  di  S=yL(F) 
sono,  9'ieUi  dei  divisori  elementari  di  Q^,  cioè  di  (P  —  oH)*. 

Se  P  avesse  più  divisori  elementari  questa  osservazione  si  applicherebbe  chin  • 
rainente  a  ciascuno  ;  si  ha  dunque  il  teorema  : 

Se  P  è  una  forma  collineare  od  una  unild  H  e  ^(p)  un  polinomio  qualun- 
que, la  forma  8  =  ^(P)  dà  luogo  rispetto  od  H  a  lanli  gruppi  di  divisori  ele- 
mentari quanti  sono  i  divisori  eleinenlari  di  P  -  pH.  Per  avere  i  divisori  elemen- 
tari di  S  provenienti  dal  divisore  elementare  (p  —  a)*  di  P  si  trovi  il  massimo 
comune  divisore  (p  -  o)*  fra  ^{?)  -  <|»{o)  e  (p  -  o)'  e  si  determinino  il  quoziente  s 
e  il  renio  r  per  eccesso  detia  divisione  di  e  per  h;  allora  da  (p  —  a)'  provengono 
h  divisori  elemeniari  dd  quali  h  ~t  sono  della  forma  (p  —  it>(a)}'  e  i  rimanenti 
r  della  forma  (p  -  +  (0))*''. 

29.  Si  è  veduto  che,  se  P  dà  luogo  rispetto  ad  H  a  un  solo  divisore  etemea- 
tarc  (p  -  o)* ,  si  ha 

P  =  Q  +  :.H, 

ore  Q  è  di  rango  e-  1.  Dunque  soltanto  se  o  =  0  la  P  è  di  rango  e-  1  minore 
di  quello  e  di  H. 

Se  P  ha  invece  più  divisori  elementari  e  ^  indica  II  rango  di  H  mentre  ic  in- 
dica il  raogo  di  P,  è  dunque  manifesto  che  sarà  ic  =  [a  a  meno  che  P  non  am- 
metta un  invariante  nullo  ;  in  tal  caso ,  se  S  è  il  numero  dei  divisori  elementar 
corrispondeati  all'  invariante  nullo,  sarà  chiaramente 


Ciò  posto  sia  P  una  bìlinearo  arbitraria  collineare  all'  unità  M  e  di  rango  ^ 
i  cui  invarianti  siano  p,  ,  p^  ,  ....  Sia  ^(p)  un  polinomio  qualunque  e  si  ponga 
S  =  *(P). 
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Alldnt  il  rango  dì  S  sarà  y.  se  uno  i.Ie);li  invarianti  ò(p,)  ,  ^(Ct) non 

6  nullo  Perciò,  detto  ^(p)  ''  primo  polinomio  caratteristico  di  P ,  si  può  asserire 
che  se  i}f(p)  è  primo  con  <p(pj  il  rango  di  S  sarà  quello  di  M,  Mn  se  i{.(p)  non  è 
primo  con  f(p)  si  indichi  eoa  ufp)  il  loro  maissimo  comun  divisore.  Allora  U  runga 
di  R  =  u(Pj  è  Io  siesso  che  quello  di  S  =  (j'(P),  perchè,  come  6  facile  vedere 
{cfr.  N.  28).  R  ed  S  hanno  gli  stessi  nullìCcì. 

Si  ponga  allora 

w(p)  =  (p-p,)  '  Cp  -  p,)  '.  .  . 

e  considerando  i  gradi  dei  divisori  elemenlari  di  P  corrispondenti  a  p,  dicasi  e,  la 
somma  di  quelli  inreriori,  oppure  anche  soltanto  non  superiori  ad  li,  e  S,  indichi 
il  numero  dei  rimanenti  ;  simili  signiDcati  iibbiano  o^  e  S,  rispetto  a  o^ ,  ecc. 

Dai  S,  divisori  elementari  di  grado  >A,  provengono  in  tutto  per  R  =  o>CP) 
hi  Ò,  divisori  elementari  e  dai  rimanenti  piuvengono  in  tutto  o,  divisori  elementari 
(N.  28)  ;  perciò  da  p,  provengono  ad  R  /i,  3,  +  a,  divisori  elementari  Dunque  il 
rango  di  R  o  di  S  è 

y.  -  (/((  S,  +  /i,  5|  +...)-  ("i  +  "»+•  ■  ■). 

In  particolare  supposto  che  P  abbia  un  invariante  nullo  che  dia  luogo  »  S 
divis:,ri  elementari  di  cui  S,  siano  di  gralo  maggiore  di  I  ,  avremo  pel  rango  di 
P*  da  fare  a,  =  8  —  3,  e  ft,  =  il  e  perciò  il  rango  di  P*  sarà 

H- 23, -(6-6,)  ^.  (i-S-S,. 

Perciò  P  è  speciale  (N.  tOj  soltanto  se  non  è  S,  =  0.  Vale  a  dire  :  condizione 
necessaria  e  svfficìenle  affinchè  una  forma  F  sia  speciale  è  die  rispello  a  qual- 
sivoglia unità  cui  sia  collineare  ammeUa  un  invariante  nuKo  con  divisori  ele- 
iiienlari  non  tulli  di  primo  grado. 

30.  Consideriamo  di  nuovo  le  unità  caratteristiche  invariantive  E,  ,  E^  ,  .  ■  . 
(N.  25).  Ponendo 

P,  =  (P  -  p,M)  E,  =  PE,  -  p,  E,  , 
avremo  poi 

(22)  PE,  =  P,  +  p,  E, 

con  P,  '  =  0.  Allora  coi  criteri  del  N.  26  si  prova  facìlmcnlo  che  i  divisori  ele- 
mentari di  P,  rispetto  a-l  E,  sono  quelli  di  P  corrispondenti  a  p,  in  cui  8i  cangi 
0,  in  0. 
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Sommnndo  le  forme  Analoghe  allu  precedente  si  trova  poi 

Se  Tosse  e^s  I  sarebbe  Pj  =  0;  in  tal  caso  dal  N.  2  risulta  subito  die  po^to 

,,  =  ll£l    si  avrebbe    ?4^  =  E,. 

Dunque  sR  tutti  i, divisori  elementari  sono  di  primo  grado  P  ha  la  notissima 
Torma  canonica 

-2,.^,  (■) 

31.  Viceversa  si  prova  Tactlmentd  che  :  se  E,  E, .  .  .  sono  unìrd  assolutamenle 
indipendenti  di  so^itna  M,  e  P^  è  ima  forma  collineare  ad  Ef  di  cui  una  po> 
lenza  è  zero  (per  modo  che  i  divisori  elemeiilari  relativi  a  P(-  pE,-  sono  tutli  po- 
tenze di  p),  una  P  della  forma  (23}  ha  rispello  ad  M  per  invarianti  p,  p^  . , .  , 
per  unità  invariantive  E,  ,  E^  ,  ,  . .  e  dà  luogo  rUpetto  ad  ìH  a  divisori  elemen- 
lart  che  provengono  da  quelli  di  P,  —  pE,  ,  P|  •-  pE^ ,  . .  ■  cangiandovi  ordina- 
tameiUc  p  in  p  -  p,  ,  p  -  p,  .  .  .  . 

Inffitli.  poiché  E,  E,^E,E,  =  0,  e  P,E,  =  P,.  si  avrà  P,E,  =  E,P,  =  0,  ecc. 
Dunque  da  ('23)  segue  la  (22).  Se  ora  /"(p)  è  un  polinomio  qualunque  ed  /"(p)  > 
f"(p)  ,.■■  sono  le  8ue  derivate  successive,  si  avriL  da  (22)  (collo  sviluppo  di  Taylor) 


e  quindi  sommando 


<?(P)  =  (P-Pi)*'(p-Pi)'''-  ••  . 
si  avrà  dunque  (poicbò  P\  =  0  per  h'>ef) 

9  (P)  =  0 
mentre  per  nessun  divisore  3fp)  di  ?(p)  potrà  essere  6(P)  =  0.  Intanto  è  cosi  prò - 


(•)  V.  p.  e.  Study  giji  citato  nell'Art,  25. 
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vato  che  gli  inrarianti  di  P  rispetto  ad  H  sono  Pt .  Pt  •  •  ■  <  e  inoltre  che  f<p) 
è  il  primo  polinomio  caratteristico  di  P,  e  quindi  anche  che  le  tn  =  e,+e,-h  ... 
potenze  P"  ,  P  , . . .  P""'  di  P  sono  lincitrmente  indipendenti. 

Perciò,  se  in  (25)  si  fa  successifamente  f(P)  =  P°  ,  P  ,  .  .  .  P*~',  si  avraano 
m  equazioni  lineari  e  indipendenti  nelle  m  incognite 

K(i  Pi,  Pi*.  .-P(*"'      (i=l  ,2.  .  .), 

le  quali  si  potranno  sempre  in  un  sol  modo  determinare  "come  combiaationi  li- 
neari delle  potenze  di  P. 

Questa  determinazione  si  può  fare  per  iia  indiretta  ;  per  esempio  volendo  de- 
terminare E|  si  ponga 

9(P) 


Ti (P) = 


(P  -  P.)  ' 
e 

e  prendasi  in  (2S) 

/•.(?)  =  T.(p)Xi(p)- 
Si  avrà 

U'K9)  =  ^.'^(P)  X.CP)  +  '^."■"(P)  X.'(P)  +  ■  ■  •  • 
Ha  per  p  =  p,  e  0  <  s  <  Ci  abbiamo 

dunque 

È  poi  chiaramente  ft(p,)  =  1  ;  cosi  sì  lia  Intanto 

/■,(I>,1  =  I      ed     m,)  =  0    (r  =  1  ,  !  .  .  .  (e  -  I)). 
Invece  per  t  diverso  da  I  si  ha 

f,(f,)  =  li      ed      f,l''(Pi)  =  0    C>-  =  l,2...e,-)), 
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poiché  f^{^)  contiene  (p  -  f f)  ';  <luni)ue  ,  poiché  per  ipotesi  si  ba  P/  =  0  per 
/i>ej  per  tuUi  i  valori  di  i',  la  (2S)  ci  darà  per  f=f, 

ACP)  =  E,, 

cooformemente  ai  risultati  del  N.  25. 
In  siinii  modo  si  troterebbe 

P,  =  E,(P-p,M),    ecc. 

Siccome  poi  in  base  al  teorema  de)  N.  20  si  proverebbe  raciimente  che  P,+Pt+— 
è  sostituibile  a  P,  cosi  si  conciuilo  che  E  divisori  elementari  relativi  a  P— pH 
sono  degli  stessi  gradi  di  quelli  relativi  a  P,  —  pE,  ,  a  P, -pEf,  «ce.  (N.  11),  e 
perciò  hanno  l'indicata  formazione. 

Cosi'inlanlo  é  provalo  cito,  quando  è  (issala  l'unità  cui  F  é  collineare,  P 
si  può  meltere  in  un  sol  modo  eolio  la  forma  (?3). 

D' altronde,  se  si  pone 

E  =  M  +  Ea 

(ove  E  sia  l'uaità  fondamentale 

E  =  «,  (B,  +  tt,  aC|  +  .  .  .  +  u«  oj^  , 

la  P  pnd  considerarsi  come  somma  dei  binomi  P,  +  P(Ef  che  compaiono  in  (23) 
e  di  un  binomio  nullo  della  forma  P^  +  Pa^A'  >"  cui  sia  Pa  =  0  e  Pa=0;  o  al- 
lora il  sistema  dei  divisori  elementari  relativi  a  P  -  pE  si  ottiene  da  quello  rela- 
tivo a  P-pM  coir  aggiungervi  1  divisori  elementari  relativi  a  Pfc-pEj=-pEn 
che  sono  tutti  uguali  a  ±p  e  in  numero  eguale  al  rango  di  E^^.  Da  ciò  si  con- 
clude che  la  forma  (23)  di  P  é  unica  ed  in  dtp  en  dente  dalla  scella  dell'unità  U 
n  cui  P  sia  coUineare  ;  e  inoltre  che  :  se  P  e  collineare  a  due  unità  H  ,  N  ,  il 
sislema  dei  divisori  elementari  relativi  al  /ascio  P  — pU  nasce  da  quello  relativo 
a  P  — pIS  cdU' a^i/iunj/em  o  sopprimervi  un  certo  numero  di  diutsori  elementari 
di  primo  grado  di  forma  p  e  precisamente  tanti  quanta  è  la  differenza  dei  ran- 
ghi di  H  ed  N. 

Dal  N.  35  risulta  poi  anche  la  possibilild  di  trovare  sempre  un'unifd  H  a 
cui  una  P  degenere  sia  collineare  in  modo  che,  se  P  non  è  speciale,  P-pU  non 
dia  tuo0O  ad  un  invariante  nullo  e,  se  P  6  speciale,  P  -  pH  dia  tuogo  a  un  in- 
variante nuUo  i  cui  diviiori  elementari  siano  di  grado  >  1 .  Tate  H  è  di  rango 
minimo  e  nel  coso  che  P  non  sia  speciale  è  unica. 

(continua) 
voL.  xxxni.  a 
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SULl'  ANAIISI  INDETERMINATA  ALGEBRICA 

GEROLAMO  CORDONE 
(Assistente  di  Algebra  e  Oeom.  analitica  nell'UnÌT.  di  (Genova) 


I N  T  B  O  D  U  Z  I  O  N  B 


AI  concetto  di  numero  intero ,  fondamentale  in  Aritmeticii ,  corrisponde  nel- 
TAnalisi  Algebrica,  la  nozione  di  polinomio  intero. 

Com'è  noto,  molti  dei  teoremi  sulla  dÌTisibìlità,  sul  Massimo  Gomun  Divisore, 
clie  s'incontrano  nella  Teoria  dei  Numeri,  hanno  i  loro  analoghi  ne)  campo  delle  fun- 
zioni intere.  Ma  non  sono  quelle  le  sule  analogie  che  intervengono  nelle  due  teorie. 

Ed  invero  se  l'Analisi  indeterminata  ordinaria  si  propone  il  problema  di  tro- 
vare tutte  le  soluzioni  In  numeri  interi  di  cui  è  suscettibile  un  sistema  di  m  equa- 
zioni fra  m  +  n  incognite,  i  cui  coefficienti  siano  numeri  interi,  si  può  proporre 
nell'Analisi  Algebrica  la  questione  seguente  : 

Risolvere  in  potinomi!  interi,  o  in  funzioni  razionali  d'una  variabile  9B,  un  si- 
stema di  m  equaiioni  fra  m-t-n  polinomi!  incogniti,  i  cui  coefBcienti  siano  funzioni 
intere  assegnate. 

Un  caso  particolarmente  interessante  del  problema  enunciato,  è  questo  : 

Baia  l'equazione 

(1)        P,(i)  U»  +  P,(x)  U"-'  V  -I- ...  -I-  P._,(x)  UV»-<  +  P,(x)  Y"  +  . . .  =  R(x) 

ti  cui  primo  membro  è  una  funzione  intera  di  grado  a  nelle  variabili  U  e  T  0 
Pg  ,  P,  .  ■ .  ■  F«  ,  ■  .  .  R ,  essendo  polinomi  ^segnali ,  irovare  luftt  i  tttlemi  dt 
fmzioni  razionati  intere  D  e  V,  che  la  verificano  fd«n(tcamenle. 
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Sj  trova  nel  to).  I  pag.  161  degli  ■  Exercices  de  Malhéinatiqucs  b  dell'illu- 
stre Cauchy  ,  il  teorema  seguente  : 
■  Soicnt 

f{x)  =  i{a)-a)(x-b) . .  .  =K(x^  +  lx*^-t  +  .  .  .  +pa!  +  q) 

¥(x)  =  Koc  -  A)  (a;  -  B) .  .  .  =  K(a;*  +  La;""*  +  .  .  .  +  Px  +  Q) 

deus  poiynàmcs  en  as,  le  premier  de  degré  m,  le  second  du  degré  n  ;  soit  d'ail- 
leurs  R  une  quantìté  constante.  On  jiourr»  toujourd  former  deux  autres  polynó- 
mes,  le  premier  du  degré  n—  1,  le  deuxième  du  degré  m-1,  et  qui  soient  pro- 
pres  à  vórificr  l'equation 

(2)*  «/■(aj)  +  fF(a!)  =  B  .. 

Questo  teorema  si  riferisce  evidentemente  alla  risoluzione  dell'equazione  (1), 
quando  si  abbia  n  =  I ,  R  ^  costante. 

Il  problema  ben  più  diflicìle  di  risolvere  un'equazione  di  2"  grado  del  tipo  (1) 
s'è  presentato  ad  Abel  nelle  sue  profonde  ricerche  sugli  iotegrali  a  dilTerenziale 
algebrico  esprimibili  per  logaritmi. 

L' equazione 

PftO  +  P,V  =  R 

fu  studiata  in  seguito  da  diversi  matematici;  ma  nessuno  dopo  Abel,  per  quanto 
ci  consti,  fece  oggetto  di  speciali  ricerche  la  risoluzione  dell'equazione  (I)  per  n>\. 

Bisogna  nondimeno  eccettuare  il  sig.  R.  LiouTÌlle  che  nel  voi.  87  dei  Comptes 
Rendus  dell'Accademia  delle  Scienze  in  Parigi  dimostrava  il  seguente  teorema. 

L'equazione  X'  +  Y'  +  Z'^O  è  impossibile  in  funzioni  razionali  se  tt>  1. 

È  la  famosa  proposizione  di  Fermai,  trasportata  nel  campo  dell'Analisi  Al- 
gebrica. 

Tuttavia  si  deve  osservare  che,  se  l'equazione  (a) X"  +  Y' +  Z"  =  0  è  impos- 
sibile in  funzioni  razionali  a  coelllcienti  reali ,  essa  può  esiero  risolubile ,  se  si 
ammettono  come  soluzioni  funzioni  razionali  della  variabile,  a  coeRlcienti  complessi. 

Nel  caso  di  n  =  2,  ad  es.  l'equazione  (a)  è  evidentemente  risolubile  d  in  in- 
finiti modi,  assumendo  per  X  ,  Y  ,  Z  ,  polinomìi  delln  f  irm  i 

A  (a:)  +  B  ^xj  -J"^ 

A  e  B  essendo  funzioni  intere  a  coefficienti  reali. 

In  questo  modestissimo  lavoro ,  noi  non  affronteremo  il  problema  in  tutta  la 
sua  generalità,  ci  limiteremo  per  ora  allo  studio  dell'equiizione 

P„  D»  +  P,  BV  +  P,  V*  +  F,  U  +  P,  V  =  K 

e  (Iella  teoria  degli  irrazionali  quadratici  algebrici  che  vi  si  connette. 


,y  Google 


)(  108  )( 

Alcunù  nolazionii  Indicheremo  il  grado  d'un  polinomio  o  d'una  funzione  ra- 
zionale colla  lettera  g.  Così  porremo  ad  es. 

3(0,3;"  + a, as*"'  +  . .  .  +  aj  =  m 

ff  \ = ^—. I  =  m  —  fi. 

^  9o  35  +  9i  oc    '  +  •••  +  ffd  ^ 

Si  può  estendere  questa  notazione  al  caso  d'una  serie  precedente  secondo   le 
potenze  intere  0  diaccndenti  della  variabile. 
Si  scriverà  dunque  per  esempio 

g(^^+i)  =  g(x»+  —  -~^+..^  =  m. 

b)  Coi  simbolo  E{9)  rappresenteremo  la  parte  intera  d'una  frazione  algebrica 
^,  od  ancbc,  d'una  serie  procedente  secondo  le  potenze  discendenti  della  variabile. 
Sì  avrà  cosi  per  una  funzione  razionale  ^ 

*  =  E(*)  +  *,        lff(*,)<Ol, 

Essendo  <1>  e  (t'  due  funzioni  razionali,  si  può  dimostrare  il  teorema  espresso 
dalla  relazione  : 

(2)  E  (*  +  *')  =  E{*)  +  E  (*'). 

Dimostrazione.  Siano 

_  Oq  te'*  +  g,  a;*'  *  +  ...  +  g,  _  a,'  a?"'  +  . .  ■  +  a',. 

""  fco af  +  6, «""'  + . . .  +  b„  ~  bt'af'  +  •■•  +  l)V  ' 

Supposto  m  >  n  ,  in'  >  n' ,  si  pu6  porre 

flo  ir"  +  u,  x""'  +...  +  a^  = 

(6,  a^  +... +  6,)(qoic'"-"  +  ... +  9,_,)  +  r,(B^'  +  ... 
(3) 

a^'x" -i-  a,'ip"'"'  +  ...  +  a'„-  = 

(V  a;'*'  +  ...  +  6„')(?o' se"'""'  +  •■•  +  g'---«')  +  V 1"''*'  +  ... 


^ 
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Dve 

l<(g»      ì      l<»'<n' 

Per  fissare  le  idee  supponiamo  poi 

m  -  TI  >  m'  —  n'. 
Allora 

ff(*  +  *')  =  m-n. 

Ne  segue 

*     ».     (a J' +--K».)(l>.'a!'' +■■■+ '''.■Xo.'x-' +  ...)(6.' <!!•'+  ■  ■)  . 


■   «!,!»"+. ..)(V  !■>"'  +  .••) 

l<T<n  +  n' 
saia 

E(»  +  »')  =  I.  ai"-"  +  .  .  .  +  l„.„. 

Orbene ,  dico  che 

(li)        E(«)  +  E(»')  =  J^-"  +  cl,x"-"-'  +...+  «...  +  q.'x""'  +...+  9',..,. 

=  E  (♦  +  »')  =  '••»*-"+  •■■  +  '«-«• 

iDtaDto  è  chiaro  che 

S[  E(») +  £(«')]  =  n>-n  =  9[E(* +  *')]■ 

Dalle  (3)  e  (4)  si  trae 


(6)  *  +  «'  =  l,a!"-"  +  ... +  1„., + 


(M"  + -K'i.'i^' +  •■•) 


=  ,,  ìd—  + ...  +  «...  +  ?.■  a>-'-'  +  ...  +  ?■.■...  +  ^^^rrf  +  ''C^'  +  S  ■ 

Ossia 
(1)  E(*  +  «')-|E(*)+E(«')|=(,a:'"-"  +  . ..+(,_,- 

-  I  il,  +  oi"-*  +  .  .  .  +  (17,.,+  9'„-»)  1 

r. a!*-'  +  ...)(6,'x"  +  ...)i-  (r„' a!*-*'  +  ...)(t. x* -»...)- (i„ ir'"'-' +  ...) 
(l>oic"+.)(6.'iC"'+.   ) 
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Ora  il  primo  membro  della  (1)  è  una  funzione  intera ,  mentre  il  secondo  è 
una  frazione  il  cui  numeratore  è  al  piij  del  grado  n  +  n'  — 1  ,  e  il  denominatore 
6  di  grado  n  +  n'. 

Dunque  è  necessario  che  i  due  membri  siano  identicamente  nulli ,  e  pec£iA 
si  conclude 

'o=?o    .    't  =  9i '— ;»  =  7»-«  +  9V-«' 

e 

E(*  +  *')  =  E(*)  +  E('1>')  e.  V-  d. 

Osservazione   Noi  abbiamo  supposto  m  >  n  ,  m'  >  n'.  ed  inoltre 

m  -  ti  >  in'  -  n'  ; 
ma  se 

m<  n    ,    m'  <  n' 

la  proposizione  è  evidente,  e  se 

m  -  n<m'  — »t' 

non  si  avrà  cfae  a  osservare  cbe 

g[  (*  +  ♦')  =  m'  -  n' , 

e  il  ragionamento  fatto  è  sempre  applicabile. 

Dunque  il  teorema  è  valido  in  ogni  caso- 

GoBoUARio  I-  Essendo  ^i  ,  ^,  ,■■  ,  4>„ ,  quante  si  vogliano  funzioni  razionali, 
si  afri  sempre 

£(*  +  *,  +  ..  .  +  *„  +  ..  .)  =  E(*)  +  E(*,)  +  .  ..  +  E(*J  +  .  .  .. 

Corollario  II.  Il  teorema  può  esìgere  esteso  al  caso  di  quante  si  vogliano  fun- 
zioni razionali,  o  no,  sviluppabili  secondo  le  potenze  intero  e  discendenti  della 
variabile. 

I.  Analisi  indeterminata  algebrica  di  2.*  grado. 


ì.  L'Analisi  indeterminata  di  2"  grado  a  due  incognite,  si  propone  di  trovare 
tutte  le  soluzioni  razionali,  intere  0  frazionarie  dell'equazione 

(1  )  PoU'  f  P.UV  +  P,\*  +  P,U  1-  P4V  +  P,  =  0 


^ 
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P,  ,  Pf ,  Pj ,  .  .  .  R  essendo  funzioni  intere  della  co  assegnate,  e  U,V  le  funzioni 
raeionali  da  dclerminarsi. 

Si  può  trasformare  la  proposta  (1)  in  un'altra  di  forma  assai  più  semplice,  e 
che  sarà  quindi  di  più  facile  risoluzione. 

A  quest'uopo  risolviamo  la  (1)  rispetto  ad  una  delle  Tartabili ,  la  U ,  ad  es.  ; 
avremo , 


(2)  2P^U  =  -■  (P,V  +  P,)  ±  V(P,V  +  P^» -  iPoCP.V»  +  P,V  -1-  P^. 

Perchè  ta  proposta  possa  ammettere  soluzioni  razionali,  dere  il  polinomio  che 
compare  sotto  il  radicale  quadratico  essere  un  quadrato  perfetto.    . 

Indicandolo  con  V*,  ed  ordinando  secondo  le  potenze  di  V,  si  ricfiva 

^3)  V»  =  (P,» -  4P,P^  V*  +  2(P,P,  -  2PoP»)  V  +  P,»  -  4P, P,. 

E  ponendo  per  brevità 

(4)  P,»-4PoP,  =  A   ,   PjP,-SP„P,  =  B    ,   P,-4PjP,  =  C 
dove  A  ,  6  ,  G  SODO  polinomii  noti,  si  ottiene 

(5)  V»  =  AV»  +  2BV  +  C. 
Dalla  (5)  si  ricava 


-2B±^/4B*-4A(C-T")  _  -  B  ±  VB*  -  AC  +  AY" 
(9)  V-  2^  -  ^ 

E  posto 


(7) 


Av  =  -B±VDTI?iY  =  ^i±^;?±Ar! 


Ora  la  funzione  T  non  può  essere  razionale,  a  meno  che  D  +  AV*  non  sia  un 
quadrato  ;  cioè  ohe  si  abbia 

(8)  Ar»+D  =  D'» 

U'  indicando  una  funziono  intera. 
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Se ,  dunque ,  esistono  due  funzioni  razionali  M' ,  V  soddisfacenti  alla  (8) ,  sì 
possono  determinare  pure  due  funzioni  razionali  U  ,  V  soddisfacenti  alla  proposta. 

Se  alle  funzioni  U  e  V,  che  si  cercauo,  s'impone  inoltre  la  condizione  d'essere 
intere,  i  polioomii  U'  e  T',  che  verificano  la  (8),  debbono  soddlsEare  alle  due  se- 
guenti  congruenze  algebrìcbe 

!±  U'  -  B  =  0  (mod  A) 

-  P,  (^  ^^~  ")  -  P,  ±  Y'  =  0        mod  2P,). 

t.  L'analisi  precedente  sarebbe  in  difetto  se  ti  coefficiente  Pg  di  V*  si  ridu- 
cesse identicamente  a  zero.  Ha  allora  basterebbe  risolvere  la  proposta  rispetto  a 
V,  e  si  perverrebbe  similmente  ad  un'equazione  della  forma  (8).  Senonchè  ih  tal 
caso  il  problema  è  suscettibile  d'una  trattazione  assai  piti  semplice. 

Supponendo  infatti  che  Po  sia  nullo,  la  (1)  può  scrìversi 

_  j^  ^  P,  V»  +  P.  V  +  P, 


P,  Y  +  P, 

ovvero 

(10)  -p,*U  =  P,P,V  +  P,P.-P,P,  +  ?i^?fc|!?^±^^  . 

Sia  Df  un  divisore  qualsivoglia  del  polinomio 

P,  (P,  P,  -  P,  P»)  +  P,  P,»  =  Dj  Ci 
T  sarà  determinato  dalla  reiasione 

P,      ' 

Perchè ,  dunque ,  la  proposta  ammetta  soluzioni  intere ,  è  necessario  e  suffi- 
ciente che  siano  soddisfatte,  per  un  valore  di  i  ulmeno,  le  due  congruenze  alge- 
briche 

Di-P.=  0  (raod  P,) 

(II) 

Pi{Di-P|)  +  P|P*-P|Pi+0,sO        (mod  P,»). 

3.  Se  si  avesse  ad  un  tempo 

*  Po=0       P,  =  0 
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la  riaoluiione  della  proposta  sarebbe  riilotta  a  trovare  tutti  1  valori  di  T  che 
rendono  la  funtìone  PjT*  +  P4V  +  Pg  difisibile  per  P,  ,  che  soddìsrano  cioè  alla  con- 
gruenza 

(12J  P.  V»  +  P.V  I-  P,  =  0        (mod  P,). 

Risoluzione  in  funzioni  razionali  della  equazione 
U»-A(a;)V»  =  B(a!)    (A). 


4.  li  metodo  che  esporremo  per  la  risoluzione  in  funzioni  razionali  della  equa- 
sionc  (A)  è  alTalto  simile  a  quello  che  si  suole  impiegare  nel  problema  analogo 
dell'Analisi  indeterminata  numerica. 

Noi  dedurremo  dalla  (A),  per  mezzo  d'una  serie  di  opportune  trasformazioni, 
una  equazione  della  stessa  forma ,  in  cui  uno  dei  cocfllcienti  delle  due  incognite, 
sia  costante.  Una  tale  equazione  è  d' immediata  soluzione  ,  come  risulta  da  ciò 
che  segue. 

5.  Sìa  requazione 

(Ì3)  U»(<r)-oV*(w)  =  B(a!) 

dove  a  indica  una  costante. 

Sì  può  nnzi  supporre,  senza  nuocere  alla  generalità  die  sia 


B(a!)Z»  =  X»-y* 
che  Bi  può  scrivere 

X  +  Y  X-Y^ 
H     '     N 

U  e  N  essendo  due  fattori  qualunque  di  K{x). 

.  X  +  Y     X-Y 
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Ad  ogni  possibile  decomposizione  in  due  fattori  di  B(tr) ,  corrisponde  un  de- 
tcrmiuato  sistema  di  polinomi  U  e  T,  soddisfncentì  ali»  questione. 

6.  Ritornando  al  caso  generale,  poniamo,  come  facemmo  precedentemente 


U  = 


X(X)  jr^^C^) 


e  sostituiamo  queste  espressioni  dì  U  e  Y  nella  proposta  (A).  Avremo  cosi 

(a)  X'  -  A¥»  =:  BZ'. 

Dunque  il  problema  è  ricondotto  alla  risoluzione  in  funzioni  intere  d'una  equa- 
zione a  3  funzioni  indeterminato. 

Possiamo  supporre  senza  fare  restrizione  alcuna; 

1.0  Gbe  nella  (a)  t  polinomi  incogniti  X  ,  Y  ,  Z  non  abbiano  alcun  comun 
divisore  funzione  di  se. 

2.°  Che  A(x)  0  B(x)  non  ammettano  alcun  divisore  che  sia  un  quadrato; 
quindi  le  equazioni 

A(x)  =  0       B{a:>  =  0 

non  sbbìano  alcuna  radice  multipla. 
Infatti  se  si  avesse 

A(a;)  =  A,Aj»        B(a:)=B,Bi»    (•) 


(*)  Le  funzioni  A,  e  B,  possono  ottenersi  senza  clie  sia  necessaria  la  cono- 
scenza delle  radici  delle  equazioni  A(a:)  =  0  e  B(a;)  =  0  ;  perchè,  come  l'ÀJgebra  in- 
segna ,  si  paò  ottenere  per  mezzo  di  semplici  divisioni  il  prodotto  delle  fanzioni 
lineari  che  entrano  in  un  poltuomio  collo  stesso  grado  di  moltiplicità. 
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A,  ,  e  B,  essendo  funzioni  prime  colle  rispettive  derivate,  si  farebbe 

T,  =AtT        Z,  =B,Z 
donde  la  trasformata 

X»- A,Y,*  =  B,Z,» 

che  ha  la  proprietà  enunciata. 

Allora  le  funzioni  X  ,  Y  ,  Z  prese  due  a  due  non  hanno  alcun  divisore  comune 
funzione  di  ce. 

Ciò  risulta  immediatamente  dal  fatto  che  X  ,  T  ,  Z  sono  prime  fra  loro  (1."]  ; 
e  A  e  B  non  hanno  a!cun  fattore  comune  colla  loro  derivala ,  (2.").  Inoltro  le 
funzioni  A  e  Z  sono  prime  fra  loro,  come  pure  Y  e  B;  poiché  qunhmque  divisore 
comune  di  A  e  Z,  ad  es. ,  divìderebbe  X*  ;  ma  ciò  h  impossìbile,  X  e  Z  essendo 
prime  fra  loro. 

3."  Che  sia 

m  =  g(B)  >  ff(A)  =  n. 

7.  1  polinomi  B  e  Y  essendo  primi  fra  loro,  si  pu6  supporre 

X  =  X<«>B-Y,Y 

X'*'  e  Y|  essendo  due  nuove  funzioni  intere. 

Sostituendo  nella  proposta,  sviluppando  le  potenze  indicate  e  dividendo  l'e- 
spressione risultante  per  B,  si  ottiene  : 


^'^^C     *^  -  2  X«)  Y,  Y  +  X<')*  B  =  Z» 


Perchè  la  proposta  ammetta  soluzioni  intere,  à  evidentemente  necessario  che 
risulti  intera  la  funzione 

Y*(Yt*  -  A). 


Ma  Y  è  primo  con  B;    dunque  B  deve  dividere  Y,'-A;   deve  esistere  cioè   una 
funzione  intera  Y, ,  soddisfacente  alla  congruenza 


(!6)  Y,*- A  =  0        [mod.  B]. 

Si   può  anzi  supporre  che  siu 
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Invero  nota  una  soluzione  T,  della  congruenza 

T»~Asft        [moil.  B], 

per  mesto  della  rormola 

T,  =  B(p(a;)  +  T,  i,{T,)  <  gOt) 

(dove  9  e  Y,  indicano  il  (juoto  e  il  resto  deUii  di»ÌsÌono  di  T,  per  Bj  si   ottiene 
una  funzione  Y,  di  ({ri'do  minore  ili  B,  e  che  soddisfa  evidentemente  Ma  proposta. 
La  congruenza  (16)  è  sempre  risolubile  nell'ipotesi  in  cui  ci  siamo  posti,  cbe 
sia  g(B)  >  £r(A)  e  le  equazioni 

A(x)  =  0    8(03}  =  0 

non  abbiano  alcuna  radice  multipla. 

Per  non  Interrompere  la  trattazione,  rimanderemo  la  dimostrazione  dì  questo 
teorema  al  paragrafo  seguente. 

Supponiamo  intanto  di  aver  determinata  una  tal  funzione  Y, ,  ove  essa  esista  ; 
e  poniamo 

V:^A^  S(Y,)<m-l 

B  5(S)  ^m-2" 

Se  C  è  il  più  grande  fattore  quadrato  che  divida  S,  si  potrà  porre 

i\S')  S  =  B,C»  g(B,)<m-2. 

Sostituiamo  nella  (13)  in  luogo  di  S  la  sua  espressione  (IS');  e  dopo  averla  mol- 
tiplicata per  B,  C* ,  facciarao  le  posizioni 

(16')  B,  C  Y  -  X'"  Y,  =  X,    ZC  =  Z, 

avremo  così  la  trasformata 
(a')  X,*-AX<«)»  =  B,Z,». 

In  questa  equazione  A  e  B,  sono  polinomi  aventi  tutti  i  fattori  sennplici;  si 
ha  dì  piìl 

j7(B,)<m-2 
e  perciò  se 

3(B,)>)7(A) 
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la  (a')  è  afTatto  simile  ali»  proposta,  ma  più  semplice,  perchè  il  grado  del  coef- 
Gcientc  B,  che  compare  nel  2"  membro  della  (a')  è  di  due  unità  almeno  interrore 
al  grado  del  poliuomio  corrispondente  B  della  (a).  Se  la  equazione  (a')  fosse  Tacil- 
mente  risolubile,  come  accadrebbe,  per  esempio,  se  fosso 

9(B,)  =  0, 

dalle  espressioni  delle  funiioni  X, ,  X'''  o  Z,  si  dedurrebbero  per  metto  delle  (16'), 
quelle  di  X,  Y,  e.Z. 

Supponiamo  che  si  abbia  ancora  nella  (a') 


ff(B,)  >  ff(A) 


Sì  osservi  cbe  essendo 


do?e 


si  può  sempre  trovare  un'altra  funiione  Y^  soddisfacente  alle  condizioni 
(11)  fl(Yi)^'n-3  ;  Yt»-A  =  0        [mod.  B,] 

e  ciò  per  meiso  della  relazione 

(18)  T,  =  T.  +  T.(a:)B,. 

Poniamo  allora 

— g---S,=B.C,» 

C,',  essendo  il  fattore  quadrato  di  più  alto  grado  contenuto  in  S,  ;  avremo  neces- 
sariamente 

fl(8,)  <m-4        ff(B0<m-4. 
Si  avr&  cosi  trasformata  la  (a')  nella  seguente 
(O  Xt»-AY,»  =  B,Zj' 
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della  stessa  forma,  ma  in  cui 

9(B,)<5(B,)-2. 
Operando  similniente  sulla  (a"),  se  si  ha  ancora 
9(B,)>j(i) 

sì  dedurrà  una  nuova  trasformata;  e  cosi  di  seguito.  Nelle  trasformale  che  si  ot- 
tengono (avendo  cangiato  X^o  in  y^  ^  ecc.  per  simmetria) 

X'  -  A  Y'  =  B  Z- 

X,'-S,Y,'  =  B,Z," 

X,'- ATi'sB.Z,' 


i  coelllcienti  \  delle  T  rimangono  invariati  ;  quanto  ai  polinomii  B ,  si  deducono 
ciascuno  dai  precedenti  per  messo  dello  schema 

/    y,"  -  A  =  B,C'  X  B 
Y,'-  A  =  B,C,'XB, 

(B)^ 

Y,>  -  A  =  B,C",.,  X  B,., 


(C) 


T,  =  Y,  +  »,  B, 

Yj  =  Y,  +  o,  B, 


Y,  =  Y._,  +?,., 


liM^ 
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Le  (B)  possono  pure  scriversi 

Y.  =  y.  +  E(|l)B. 
(C) 

/Iti 


y.  =  y.„  +  e(|^;)b... 


1 

doTC  si  ha- 

fllT,)<m-l  ,  £(CTJ<m-3  ,  ...  ,  !7(¥»)<m- I  -  2(ft- 1)  .... 

fl(B)  >ffCB,)  >  S(B.) .  .  .  >  S(B*)  >  . .  . 

Siccome  ì  numeri  g(IS)  ,  g(B,)  ,  ■  ..  ,  formano  una  Mcrie  decrescente,  si   dovrà 
giungere  necessariamente  ad  una  trasformata 


in  cui 

La  (a"')  può  scriversi 

(?) 

equazione  della  stessa  forma  della  proposta,  e  sulla  quale  si  opererà  similmente, 
per  modo  da  ridurla  alla  seguente 


ff(Bp)<g(A). 
V-BpZ„»  =  AYp* 


ossia 

(T) 
in  cui 

e  cosi  di  seguito. 


V-B,V  =  *,V 


^fl  ~*  ^(^/"^p*?' 


9lA,)<|;(B,) 
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S  evidente  che  nella  serie  di  equationi  (a)  ,  {^)  . . ,  che  cosi  si  ottengono 

(a)  X'(ac)  -  A{cc)  V{x)  -  B  Z'(a:) 


(D) 


(T) 


X,»(cc)  -  k^lx)Y^\x)  =  1i,(x)l*{ce) 


i  numeri  interi  g(B} ,  g(A)  ,  glB^)  , .  . .  ,  formano  una  serie  decrescente;  quindi 
si  dovrà  giungere  necessariamente  ad  una  equazione  (1)  in  cui  il  polinomio  cognito 
die  compare  nel  secondo  membro,  si  riduca  n  una  costante.  Una  tale  equazione 
noi  sappiamo  risolvere;  e  allora,  risalendo,  otterremo  la  soluzione  della  proposta. 

È  superfluo  osservare  che,  a  quella  guisa  che  per  pnssare  dalla  (a)  alla  (?), 
doveasi  determinare  una  funzione  intera  Y,  ,  tale  che  Y,*  -  A  fosse  divisibile  per 
B,  così  per  passare  dalla  (g)  alla  (t),  si  de»c  determinare  una  funzione  Y/"  tale 
che  Y,'"*-Bp  sia  divisibile  per  A,  e  via  discorrendo. 

Si  noti  altresì  che,  siccome  i  coefficienti  delle  incognite  sono  tutti  polinomi 
non  aventi  fattori  multipli,  se  la  congruenza 


T'-AsO 


[mod.  B] 


è  risolubile,  come  lo  dimostreremo  ben  presto,  qualunque  siano  i  polinomi  A  e  B         i 
lo  stesso  deve  accadere  delle  congruenze  ! 

I 
V-Bp  =  0        [mod.  A)  ,  .  .  . 

la  cui  risoluzione  è  necessaria  pel  passaggio  dall'una  all'altra  delle  trasformate  (D). 

Sulla  congruenza  algebrica  di  2'  grado 

X»~A(a;)  =  0        [mod.  B(aj)].  | 


8.  Come  nelle  congruenze  ordioarie  della  forma 

f(x)  =  aoX'*  +  atX'"-*  +  ,  .  .=0        [mod.  P] 
si  puC>  sempre  supporrò  che  i  coefllcienti  a^  ,  a, siano  comprosi  tra  0  e 


^ 
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p  —  I  ,  cosi  nelle  congruenze  algebriche 

(19)        F(a),X)  =  Ao(aj)I"  +  A,(a;)X"-'  +  .  .  .  +  A„(aj)  =  0    [mod.  P(a5}] 

(doie  Ag  ,  A, A.  ,  P  sono  funzioni  intere  dì  x  assegnate ,    e  X(ìe)  una 

funtione  intera  incognita) ,  si  può  imaginare  che  i  coefficienti   siano   polinomi  al 
pili  di  grado  s(P)-l. 

Similmente,  nota  una  soluzione  X,  della  (19)  tale  che  9(X,)  sia  maggiore  di 
0(P)  >  per  meno  delta  relazione 


x,  =  x,  +  pe(|') 


si  determinerà  una  funzione  X,,  che  soddisferà  ovidentemonte  alla  proposta  o 
di  più 

ff(XJ<g(P)-l. 

D'altra  parte  tutte  le  infinite  funzioni  X  cbe  rendono  F(cc,X)  divisibile  per 
P ,  sono  fomite  dalla  formola 

X  =  X„  +  Pp(<r) 

p(a;)  indicando  una  funzione  intera  qualsivoglia;  dunque  non  è  il  caso  di  occu- 
parsi cbe  delle  soluzioni  i  cui  gradi  sono  compresi  tra  0  e  0(P)  — 1;  soluzioni 
che  chiameremo  le  radici  della  congruenza  (19). 

2.  Applicando  questo  considerazioni  generali  al  caso  della  congruenza 

(20)  X»-A  =  0        (mod  B) 

noi  cercheremo  le  fumioni  X,  cbe  verificandola  siano  al  più  di  grado  ^(6)-  1  ; 
supponendo  tuttavia  cho  la  equazione 


non   abbia  radici  multiple. 
Foniamo 


B(a:)  =  n(=»-Oi)  %Ja* 


la  congruenza  (20)  può  scriversi 

(21)  X*-A(a:)=B(a))I» 

I  indicando  una  funzione  intera. 

VOL.  XZXIII. 
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Poiché  la  (SI)  dev'essere  veriflcstn  identicainente ,  (scendo  successivamente 

X  =  Qf  ,  ~  Qt  ....,=  a„  , 

si  avrih  la  serie  di  m  relazioni  seguenti,  cui  deve  soddisfare  la  (unzione  X 

X»(a()-A(aj)  =  0  (i  =  1  ,  2  ,  .  .  .  m) 

oirero,  indicando  con  e^  l'uniti  positiva  o  negativa, 

■(22)  X(a^=e,VA(aO  (i  =  l,2 m) 

Il  radicale  essendo  preso  positivamente. 

Si  conoscono  cosi  m  valori  distinti  della  funzione  incognita  X  ;  e  allora  la 
formola  d'interpolazione  di  Lagran^ic  ci  darà  X,  sotto  forma  d'una  Tuntione  intera 
al  più  di  grado  m  —  ì,  che  assume  per  io  =  a,  ,  =  Oj ,  . . .  a. ,  gli  m  valori  (22). 
Si  ha  dunque 


-|>.*-^(l?k.B-i^- 


D'altronde  la  formola  (33)  non  può  diventare  illusoria ,  finché ,  come  lo  ab- 
biamo supposto,  le  quantità  a  sono  tutte  disuguali.  Inoltre  è  facile  verificare  che 
le  funiioni  X,  fornite  dalla  (23)  soddisfano  realmente  alla  (21). 

Kd  invero  sia  B  il  resto  della  divisione  di  X*  -  A  per  B  ;  si  avrà  identìca- 
mente 

-R  =  (X«-A)-BQ  0(R)<m-l  ,fl(Q><m-2. 

£  facendo  successivamente  x  =  a,  ,  Oi , .  >  .  ,  a. ,  si  trova 
R(a,)  =  R(o,)  =  . .  .  =  R(a„)  =  0. 

Dunque  l' equazione  R(,x)  =  0  ,  che  è  al  più  di  grado  m  —  I  ,  è  identica  ;  e 
X*  — A  è  realmente  divisibile  per  B. 

La  formola  (23)  fornisce  2"  funzioni  X ,  che  saranno  in  generale  distinte,  e 
sono  due  a  due  uguali  e  di  segno  contrario.  D'altronde,  due  qualunque  di  esse, 
se  sono  distinte ,  sono  incongrue  rispetto  al  modulo  B(ai)  ,  perchà  la  loro  dilTe- 
rema  è  un  polinomio  al  più  di  grado  giB)-  1, 

10.  Si  possono  ottenere  le  radici  della  uongrusnia  (20),  sotto  forma  di  de- 
termlDBnte.  come  sdgue. 


^ 
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X  =  p,  a:"-'  +  p,  ic*-»  +  .  .  .  +  p„_, 


P«  )  Pi  •  ■  •  ■  >  Pn-i  essendo  coeflicicnti  indeterminati. 

Perchè  la  funzione  X  soddisfi  alla  congruenza  (30)  sì  dovrà  avere ,   essendo 
sempre  a,  ,  a,  , . .  . ,  a„  ,  le  radici  dell'equazione  li[x)  =  0  : 

(25)  Poo**"'  f  Pi«*""'  +  ■..->•  p„_,aA  +  p„_,  -  Sfc  \/À(^)  =  0 

(/(=t,2,....m). 
Riguardando  le  (25)  insieme  colla  identità 

(26)  Po  ir""'  4-  p,  a;"-»  +  .  .  .  +  p„_,  x  +  p„_,  -  X  =  0 

come  un  sistema  di  m  +  1   relazioni  lineari  ed  omogenee  fra  altrettanti  numeri 
P«  1  Pi  I  ■  -  ■  >  Pm-(  e  I ,  se  ne  trae  In  condizione 

«-.      (i^—i  .  .  .  a^     1    s,X\/A(ar) 

'i""'      «i"-'  .  .  .  o»     I     s,  X  VA((H) 

(27)  i  = 


a;*"*    oj""*    ...  a;    IX 


a,"-'   a,"-»  .  ..o,  I  6,xVA(a,) 


I 


.  a„  1  e„xVA(o„) 
.X    1  0 


,y  Google      — 


)(  K4  )( 


Dunquo 


a,"-'  o,*-»  . .  -fl,  1  e,xVA(a,) 


I  35*-.     g.m-t    . . ,  aj     j  0         I 

Ln  costante  che  moUiplica  X  nel  1'  membro  noD  è  altro  che  la  funsione  al- 
ternata fonilamentaie 

P  =  (a,-(i,Hffl,-flj)  •..  ("i-o»)  X  (dt-o,) ...  {a^-aj  X  ...  (a„_,-o„) 

certamente  diversa  da  zero  perchè  per  ipotesi  a.-^o,. 

14.  La  congruenza  più  generale 

(29)  X»  +  B(a;)X  +  N(fl;)  =  0        [mod.  P(x)] 

può  essere  ridotta  alla  forma  d' una  congruenza  binomia  ponendo 

X  =  Y  +  (-^)        [mod.  P] 
con  che  la  (?9)  diviene 

(30)  T»-5!  +  N  =  0        [mod.  P]. 

12.  Da  tutto  ciò  che  precede  si  possano  concludere  i  teoremi  : 
1."  La  conf/ruenza 

X*  =  A(i[)  =  0         [mod.  B(x)] 

dove  i(  modulo  B  è  una  funzione  inlera  di  grado  m  non  avente  fattori  multipli, 
ò  sempre  risolubt'le,  assumendo  per  X  una  /unzione  intera  in  generale  di  grado 
m—  I  ;  ma  che  pud  eccezionatmenfe  cssure  di  grado  inferiore.  Il  numero  deUe 
sue  radici  è  in  generole  di  2". 

2.**  Z.' equazione  tndelerminafa 

X'  -  AI*  =  BZ» 

è  sempre  risolubile  in  /"unzioni  razionali  X ,  T  .  Z  ,  qualunque  stfino  i  poiino- 
mi  A.  e  B. 

(conftnuu) 


^ 
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KisoLrrzaoisrE  ust  nsrTEE.i 

DEUA 

ax+by=:c 


CESARE    SPELTA. 


PBKTilMIWABI. 


1.  Fra  i  Tari  metodi,  i  seguenti,  -  che  noi  stabilimmo  senza  posseder  no- 
tizia che  alcuno  ci  avesse  preceduto  — ,  valgono  ad  ottenere  le  soluzioni  intere 
di  UDa  data  equazione 

(1)  aaj  +  bj/  =  c, 

tale  (T.  i  Trattali)  da  ammetterne. 

Supporremo  sempre  a,b  ,c  interi,  maggiori  o  minori  di  0,  primi  fra  loro  ed 

|ol>|6|>l; 

di  piti  indicheremo    ognora  con  Q, ,  R^  rispettivamente  il  quoto  ed  il  resto  di  ri 

con  Qi ,  Ri  rispettivamente  il  quoto   ed  11  resto  di  »-  >  a  cosi  via 

I.    Metodo. 

2.  Poniamo 

y  =  Zt-x, 
da  cui 

ax  +  b(Zi-'X)  =  c 

(2)  (a-6)x  +  6z,  =c. 
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Similmente  facendo 

Z,  =  Zt  —  X, 

iiiTece  della  (?)  ricavasi 

(o  -  2fc}  X  +  6z,  =  e. 
Cosi  contìnuaodo,  si  ottiene 

(a  -  Q,  6)  a:  +  6  Zg    =  e  . 


che  potremo  scrivere 

(3)                                              "■=""«  '•• 

Bisognando  cosi  stabilire  il  sistema 

y         =z,    -X 

2,            =1,-01 

z,          =Z,      -X 



'Q,-2  °  'Q,-1  -  X 

Vi='q,-'"'''-''' 

deducesi  che,  se  è  soluzione  intera  della  (3) 

x  =  l    ,    Z,  =  m. 

sarà  soluzione  intera  della  data 

x  =  l    ,    y  =  m,. 

Trattando  similmente  la  (3)  come  la  (1),  si  ottiene 

"1 

Cd  ancora,  se  è  soluzioni^  Intera  <!ella  (4) 

Z,  =  /,    ,     Z,  =  m,  , 

^ 
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sarà  soluzione  intera  della  (S) 

Z,  =  I,     ,    a>  =  nif 

Analogamente  dalla  (4) 

_e-li,Z. 

Simile  08ser?azioDe. 

Si  può  cosi  continuare  fino  a 

(5,  ^.-.=  -^ 

in  cui  è  j  B„  I  =  1.  Allora,  dato  a  Z,  un  valore  intero  arbitrario  (anche  =  0) ,  si 
sostituirà  il  valore  risultante  di  Z„_,  in  quello  di  Z„.t  (funzione  di  Z..,)  ;  questo 
in  quello  di  Z,,,  ((unEione  di  Z„_i) ,  cosi  ili  seguito  (Ino  a  sostituire  il  risultante 
valore  di  Z,  nella  (3)  Per  quanto  si  è  detto,  si  otterrà  cosi  un  certo  valore  in- 
tero per  X ,  a  cui  corrisponderà  y  intero. 

3.  Del  resto,  qualunque  sia  R„  e  purché  Z„  formi  con  Z,_,  una  soloiiona  in* 
tera  della  (S) ,  equasione  pii^  semplice  della  data,  ecco  il  detto  valore  di  x,  per 
n  da  '  a  4  inclusi  : 

Per  n  =  ! 


r-bc. 


b_  e  -  B,  Z, 
'B,        B, 


1         b^  c-B,Z, 


B,B,^B,        B, 

'°  =  k,""U,b,"b,bJ"b,      r. 

°  g;  "  "  Vfij.  "  B,  B, + p;; + B^ '•• 
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Facilmente  pertanto  si  stabilisce  la  rormola  generale 

(6)  ^  =  „[J._6(gL___i-+gl._... 

•■••^<-"'dB;)]+<-'>"r.^- 

11    Metodo. 
4.  Dal  confronto  delle  2  equazioni,  di  cui  la  1*  identica  alla  data 
fc(Qia;  +  j/)  +  Ria!  =  c 

(7)  6a;,  +R,y,  =c, 
si  bii 

{    «'  =  !/. 
(8) 

[    y  =  3c, -Q,a!  =  a!, -Q,y,. 

Analogamente,  con^ontando  le  2,  di  cui  la  1'  identica  alla  (1) , 

B,(Q,a3, +  j/,)+R,a:,  =  c 

B,a:!,  +  Bti/t  =  c. 
ricavasi 

Si  può  cosi  continuare  finché  ai  giunga  alla 

(9)  R„_,ir„  +  B„y„  =  c 

con  |B„|  =  1,  e  nella  quale  pertanto  basterà  fare  Xn  =  intero  arbitrario  i 
per  risolverla  in  interi. 

Del  resto,  qualunque  sia  B„,  notiamo  che  in  genere 
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Coloro  che  desiderano   ìnaerire   articoli    sono    pregati    inviarne   i   manosoritti 
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Adunque  basterà  supporre  nelU  (9)  x,  ,  j/h  ■"^6"  P<^<'  ^''^■'■^  ui'^  soluzione 
intera  della 

ila  questa,  sempre  pel  sistema  (10).  si  otterrà  una  soluzìoDe  intera  della 

e  cosi  seguitando  si  avrà  intero  1'  8). 

5.  Presentiamo  cosi  calcolato,  per  |R„|  >  1  ed  n  da  1  a  9  Inclusi,  ìl  valore  di 
una  delle  incognite,  ad  es.  se,  il  quale  dovrà  formare  con  y  una  soluzione  intera. 
(Il  simbolo  Qpgf..  indica  il  prodotto  Qp  Q,  Q^  ■  •  •  )• 

Per  n  =  1 

C-fcflJ, 


_  e  -  R,x, 


x  =  O+Q„)°-^^-0,x,. 


a,  =  (1  +  <ì„)w.  -  (Q,  +  Q.  +  Q,„l  '—^ . 

Per  n=5 
a!  =  (l+Q„  +  Q„  +  Q.,  +  Q„..)°-^=|^'-(Q,  +  Q.  +  Q„JO!,. 

Per  n  =  6 
ao  =  («  +  Qii  +  Qu  +  Q..  +  Q.Mj».-(Q.  +  Q.  +  Q.  +  Qm  +  Qt»  +  Qi»  +  Q4»  + 
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Per  n  =  T 
ac  =  (1  +  Q„  +  Q„  H-  Q„  +  Q„  +  Q„  t  Q„  +  ()„„  +  Q„„  t  Q,„,  +  Q,„,  +  Q,„,  + 

+  Omwi)  °-^— -  (Qi  +  Q.  +  Q.  +  Qm  +  Q.«  +  Q.»  +  0.»  <-  Qu..J  ah- 
Per  n  =  8 
o!  =  (1  +  Q..  +  Q..  +  Oli  +  Qu  +  Q«  +  Qii  +  Qsii.  +  Qmi  +  Q»..  +  Q...i  +  Quii  + 

+  Qui».)'».  -  (Q>  +  «,  +  Q.  +  a,  +  0,„  +  Q,»  +  a,„  +  Q,„  +  Q™  +  Q,m  + 

+  «.»  +  «.«>  +  a.„  +  Q,„  +  a,„„  +  e„,„  +  a„.„  +  o,„„  +  e,»„  + 

C-B,g-, 
+  aM»WM'         g^         ■ 

Per  n  =  9 

X  =  (  I  +  e„  +  a„  +  a„  +  e,.  +  q„  +  a„  +  a.,  +  q„  +  a„  +  e,,  +  a„„  +  a^i  + 
+ a„tt  +  a,„,  +  a„»  +  a,»,  +  q,„,  +  e,»,  +  a„„  +  a,,»  +  e.„,  +  «.„  + 
+  a47w  +  Qnu  +  ai«Hi  +  aM(s4»  +  Qtmtt  +  a,Mi«t  +  ais«8t  +  '^unn  +  a«i«Mi+ 
+  e,„„,„  )  °~^''^'  -  <a,  +  a.  +  a.  +  0,  +  a„,  +  «„,  +  a,„  +  a,«  +  e,.  + 
+  ai„  +  a„.  +  Q,„  +  a,,,  +  a,,,  +  Bu.»  +  Om»  +  a„„,  +  a,„„  +  a,»,.  + 

+  a„„fl,g)  a;,. 
6.  Adunque  in  genere 

x  =  l, ^-- iia^*+. 

-  ^1  Xu+t  —  ^i n 

"1)1+1 

I,  =  1  + 

a.i  +  a„+ +  a„„„i 

+  a„  +  e.,  + +  a«nj.„ 

+a„+a»+ +e,(n„i 

+  i  J  +  (« 

+ 

+ a«i-i)(rt-i) + a(tt_D(ii,+i] 


i 
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-)-  I  somma  dì  prodotti  di  4  fattori }  -r  (B) 

+  1       -  .  6      D      I  +  (C) 

+ 

+  j       »  »  (2*-2)    s       !  + 

+  t  prodotto  di  Zk  fattori  |. 

Dalla  somma  (A)  si  ha  la  (B)  aggiungendo  agli  indici  dei  simboli  nella  (A) 
stessa  figuranti  i  gruppi  degli  indici  della  medesima  somma,  tali  da  far  risultare 
simboli  con  4  indici  tutti  fra  loro  differenti.  Dulia  (B)  si  ottiene  la  (C)  aggiun- 
gendo agli  indici  dei  simboli  figuranti  r.cììa  (B)  stessa  i  gruppi  dogli  indici  della 
(A},  tali  da  avere  simboli  con  6  indici  tutti  fra  loro  disuguali.  Cosi  di  seguito. 

£,  sì  avrà  da  £,  tralasciando  il  l'  termine  I  e  l'ultimo  indice  in  ciascun  sim- 
bolo, dei  simboli  cosi  trai^formiiti  conservando  solo  &  tutti  i  distinti. 

Sg  sì  otterrà  pure  da  £,  supponendo  il  1"  termine  1  =  Q„ ,  aggiungendo  ad 
ogni  sìmbolo  un  indice  pari  >  deTuliimo  indice  in  esso  simbolo  figurante  e  <  ìh+4, 
e  facendo  comparire  it  termine  cosi  mutato  tutte  le  volte  possibili,  ma  sempre  in 
modo  da  differire  da  ogni  altro. 

[  Volendo  anal(ii>he  espressioni  per  y,  basterà  in  una  qualsiasi  di  quelle  per  jr 
(in  corrispondenza  di  ti  =  }')  — sottrarre  t  da  ogni  cifra  degli  indici;  si  avrai/ cor- 
rispondentemente ad  n=p— 1. 

Saranno  adunque  da  preferirsi,  come  più  semplici  a  parità  dì  n ,  le  espres- 
sioni di  a;  a  quelle  dì  y]. 

IH    Metodo. 

7.  Ridotto,  se  già  non  lo  sia,  6  positivo,  costruiscasi  la  seguente  tavola: 


2 

«   1 

1  1     1         1     1     1     1     1     1     1             1 

2    1        1                1        1        1        1        1        1        1                       I 

b~H        1                1        1        1        1        1        1        1                       II 

in  cui  sono  —  6  ,  Il  i  rispettivi  quoti  di  ' 


^,  —avendosi,  ben  inteso, 
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c  — ii(b-l}<0  ,  oO  (per  gli  altri  cnsi  sono  ovvie  lo  modiQcaiioni  della  1*  li- 
nea). Sia  d  la  larghezia  di  ciascuna  colonna ,  d'  Y  intervallo  fra  1  linee  (*)  suc- 
cessive (d  ,  d' ,  arbitrarie  quantità  metriche  positive  {**)  ;  inoltre  i  numeri  figu- 
ranti nella  1'  colonna  rappresentino  valori  di  x,  quelli  nella  1*  lìnea  (esclusa  la 
1*  colonna)  valori  di  y.  Dimodoché  fra  le  coppie  di  ciascun  valore  di  x  con  cia- 
scuno di  y  ne  esisterà  certamente  (v.  i  Trallati)  urea,  ed  una  sol:i,  Turmante  una 
soluzione  intera. 
Se  questa  è 

c  =  f 


si  otterrà  (sempre  secondochè  e  — «/"è  positivo  o  negativo)  l'estremo  sinistro  o 
destro  del  segmento  intercettato  sulla  linea  di  a!  =  /'dalla  colonna  di  y= — r — , 
portando  su  delta  linea  (dalla  colonna  di  jf  =  0  inclusa)  da  sinistra  a  destra,  o  vi- 
ceversa,  una  distanza  =  ' — -r —  d.  Se  f,  pure  -essendo  un  intero  compreso  Tra  0 

e  b—  1,  inclusi  non  corrispondesse  ad  una  soluzione  intera,  6  chiaro   che,  cosi  ope 
rando,  si  avrebbe  un  punto  intermedio  della  larghezza  di  uita  colonna. 
D'altronde,  se  Pf  è  quell'estremo  ed  è  soluzione  generale  della  data 

I  SD  =p 


tutti  i  punti  P,  I  P|  t  1*1 !'/■•■•■,  I^^.t  che  si  ottengono  portando  ana- 
logamente per  p  =  0,i,2,...,f,..,,b  —  \,  sulla  linea  di  tr  =  p  una  di- 
stanza =  !■  ■-.  d  ,  giacciono  su  una  retta  ;  giacché  coincidono  coi  vertici  presi 
alternativamente  di  una  spezzata  a  segmenti  orizzontali  e  verticali  :  la  lun)>hezza 
dei  primi  è  =  cost  =  ^-r^d  =  |dìfrercnza|  tra  2  distanze  rispettivamente  eorrìspOD- 
denti  a  2  valori  successivi  di  p) ,  quella  dei  secondi  =  cost  =  d'.  Adunque  basta 


(*)  Intendiamo  sempre  linee  orizzontali,  come  si  usa  pei  determinanti. 
(**)  Si  vedrà  più  innanzi  che  converrà  sovente  per  d  «no  dei  valori:  6,  -  , 
(mm.). 
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per  2  qualunque  dei  detti  punti  (oppure  per  uno  solo ,  e  con  un'  inclinazione , 
presto  vista  se  verso  destra  o  sinistra,  di  un  angolo  la  cui  tangente  trigonomo' 

trica  siap-r)  condurre  una  retta:  l'unica  verticale  da  questa  e  da  un'orizzontale 

segata  in  uno  stossa  punto  è  il  lato  sinistro  o  destro  (secondochè  passa  fra  va- 
lori positivi  ò  negativi  di  y)  della  coloiìoa  dell' y  che  Torma  coll'a;  sito  su  quella 
orizzontale  una  soluzione  intera  (sempre  positiva  quando  la  (1)  ammetta  soluzioni 
intere  e  positive). 

8.  Potrà  spessa  servire  una  dttta  tavola  con  b  -  ì  ,  —G  ,  E  ,  d  ,  d'  fissi  : 
rispettivamente  eguali  per  es.  a  i5,  —  15,  IS,  inm.  S,  mm.  1.  In  tali  ipotesi, 
diviso  poi  ciascun  d  di  2  linee  qualsivogliano,  ad  cs.  quelle  di  a;  =  0  ,  =  6  -  1,  in 
10  parti  eguali  ed  applicato  a  entrambe  un  nonio  (uiunito  di  una  lente)  cbe  dii 
i  ventesimi  di  mm. ,  si  potranno  riportare  su  esse  eziandio  i  centesimi  dei  numeri 

risiiettivi  -  d  ,  — - — r—  d.  Finalmente  con  un  regolo  (girevole  intorno  ad    un 

perno  che  sia  scorrevole  sulla  tavola  da  destra  a  sinistra  e  viceversa)  si  ha  com- 
plessivamente uno  strumento,  di  superficie  cm.  16  X  crn  11  circa,  che  potrebbe 
cliiamarsi  senz'altro:  Risolutore  in  iiUeri. 

9.  Potremo  valerci  di  un  sifTiitto  istrumento  con  minoro  il  comune  modulo 
di  —  G  ,  H,  rimanendo  invariato  il  numero  delle  linee,  -  applicando  il  procedi- 
mento esposto  non  direttamente  alla  (1),  ma  alla 

(II)  aXi  +  hy,  =  e  —  bq  =  e, , 

con  q  intero,  dimodoché,  risolvendo  la  stessa  in  interi,  si  abbia  subito  la  solo- 
sione  cercata 


inoltre  q  tale  che,  per  p  compreso  fra  0  e  6  -  1  inclusi,  risulti 

|c,-ap|  <\c~ap\, 
ossia,  dato  e-ap  di  segno  costante, 

(12)  l'K^r-^i' 

A  tal  Une  (esclusa  per  un  momento  l' ipotesi,  interessante  dal  solo  lato  teorico, 

,  „                               e  — a (6—  1)  e     ,  ,      , 

(13)  r ,     oppure     -  =  intero), 
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M  13*  ){ 
distinguiamo  i  ?  casi  : 

1."    c-a(ft-I)<0 

2."    c-o(ft-l)>0. 

Notando  che  il  segno  di  e  oca  muta  \a!\  ,  \y\,   che  maggiormente  conviene 

.     ,             1                 ■     ,c-op        I 
min  [f,  -  api ,  ossia  mm    — r q\ , 

e  tenendo  calcolo  della  (12),  supporremo  nel   1°  caso  c<0.   ed  sllora   scorgesi 
pili  conveniente 

q  <0  ,  \q\  mnss , 

cioè  =  -  26  ,  oppure  —  -  2H  a  seconda  di  a  ^  0  ,  nel  2*  supporremo  c>  0  ,    ed 
allora  vedesi  più  conveniente 

q  >  0  ,  q  mpss , 

cioè  =  ?  G  ,  oppure  =  2H  secondochò  a   ^  0. 

Il  trattamento  dell'ipotesi  (13),  la  quale  include  anche  il  caso   e  — a(b—  l)  =  0 , 
b  ora  ovvio. 

10.  Ci  servirà  una  tavola  con  un  minore  numero  di  linee  applicando  il  pro- 
cedimento svolto  (N.  1) ,  invece  che  dìrettnmente  alla  data,  a  qualcuna  delle  equa- 
zioni figuranti  nei  Metodi  I,  II,  e  dalle  soluzioni  delle  quali  dipendono  (come  dai 
Metodi  stessi  è  indicato)  quelle  della  (1);  anzi,  a  qualcuna  delle  stesse  equazioni 
trasrormata  analogamente  nella  (11).  In  ogni  modo  però,  come  Tacilmente  appare, 
può  cosi  risultare  necessario  un  numero  di  colonne  maggiore  che  operando  diret- 
tiimente  sulla  <1). 

IV    Metodo. 


(I  casi  più  interessanti  sono 

f=R, 
r  =  a±b 

(U)  /•=«). 
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Fatto 

g  =  6m  +  l(m,  inlero  arbitrario), 

invece  della  (I)  si  può  risolvere  la 

(15)  agast  +  (ag-f)y,  =  c. 

perchè 


(16) 


^?—Iy^  =  [am^d)y^. 


Ed  in  luogo  della  (15)  possiamo  risohere  la 


giaccliè  ponendo 


a;,  f  y,  =( 
a:,  -  J/i  =  «  . 


l  +  tt 
'     8 


2{W  —  /.        0 
n,  =0),  +  !/,  =  (I y—ìl^  +  j 

j/,  =  ai, -!/,  =  (  1  + —^  «i)- p 
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(11) 


Pertanto  il  (16}  diventa 


dove  porremo  Wt ,  per  'ìag  divisibile  per  f,  =  intero  arbitrario;  in  caso  diverso  , 
=  cn  oppure  =fn  (n,  intero  qualunque).  Con  ciò  il  (17)  risulterà  intero. 

1S.  Dato  r  intero,  si  scambino  fra  loro,  nella  trattazione  del  caso  (14),  a  con 
6  ,  a:  con  y. 

13.  Sia  i>  impari,  e  d  pari  (eziandio  =  0)  o  impari  a  seconda  di  a  pari  o  di- 
spari. Inoltre     anche  non  essendo  ^  intero  ,   lo  sia  y  . 

Allora,  assunto  m  impari  e,  per  ìag  non  multiplo  di  f  cà  x^scn,  colla  re- 
strizione per  n  di  essere  pari,  dal  (17)  ricavasi  subito  la  soluzione  intera 


^     bm+i  V         Zafl-A         2cl 
am-dr,  ,      tag-f^  201 


(")  È  inutile  avvertire  che  il  N.  11  ha  Dn'importanza  puramente   teorica,  dal- 
l'ipotesi fatta  avendosi  tosto  una  solazione  intera  (la 


(«) 


Cd 

"=7)- 


oppure  14.  (Sarebbe  soluzione  intera,  pel  N.  13,  anoora  1'  (a)  ). 
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AFFONDICI 


[Proprietà  di  2  inlert  a  ,  b  primi  fra  loro  ([a|  >  |b|  >  1)]. 
15.  Dalla  (6),  per  t<!|  =  |R.|=  I,  deducesi 

'(5k-é;^Ek--^<-""id:B-.)-5;='*'°i 


,  (resto  di  ^ ,   dove  6 ,  R,   sono  primi 
larte  Traiionaria  di 


Similmente  R^  (resto  di  ^ ,   dove  6 ,  R,   sono  primi  fra  loro)  sari  =  —, 
chiamando  Sf  la  parte  Traiionaria  di 


In  genere 


(18)  8,  =  ^ 

essendo  j/<n  ,  4,  la  parte  frazionarla  di 


'      i^_,  "Vi».,    «»/ 


(*}  Prendasi  come  parte  frazionaria   di  nn  Damerò   decimale  negativo ,   ad  ea. 
—  5,83  . .  .  ,  la  quantità  1  -  0,83  .  . .  =  0,17  . . .  ,  facendo  cosi 

-  B,83  ...  =  (-  5  -  1)  +  0,17  .  . .  =  -  6  +  0,17 
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S    In  particolare,  potendo  porre 

B-t  =  aQo  +  6  ,  R_, '-a  .  R»  =  6 

(Qg ,  intero  arbitrario,  >  0),  la  a)  ha  senso  e  sussiste  anche  pnr  ^  =  0  ,  - 1  ;  onde 
stanno  le 

1        .       i      a      % 

Ricavasi  inoltre  (essendo  0_i  =  GOst.)  =cost.  la  parte  rraiionaria  rii 

<■'«'"-«"•' Q-sk*- ■•+<-""  d^)  = 
= °*  (^  -  ss;  *•■■"''"  ""  sz:%}  ---  '"""° 

(Q'o  •  Q"o  I  valori  particolari  di  Qc).  Dunque  0_,  =  parte  frazionaria  di 

e  Qo  può  anche  essere  ^0. 

Genova ,  Gennaio  1891. 
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ESPRESSIONI 

DELLE  DERIVATE  LOGARITMICHE  D'ORDINE  SUPKRIORE 

AL  SECONDO  DELLE  FUNZIONI  5  E  o  ELLITTICHE 


Dott.  GIORGIO  BERTOLANI. 


Nelle  lezioni  tenute  dui  professore  Ernesto  Pasca)  all'  Università  di  PuTÌa ,  è 
uecorso  di  aver  bisogno  delle  forinole  relative  alle  derivate  logaritmiclie  di  ordine 
superiore  al  seconda  delle  runzioni  & ,  le  quali  derivate,  come  è  noto,  si  possono 
esprimere  mediante  le  3  stesse. 

Per  quanto  ri(j[uardti  le  derivate  seconde  logaritmiche  delle  &  e  delle  o  le 
fonnole  rchitive  sono  già  note  (")  ;  ora  io  mi  propongo,  nel  presente  lavoro,  di 
trovare  l'espressioni  delle  derivale  successive,  logaritmiche  sino  al  quinto  ordine 
di  tali  runzioni 

Vengo  cosi  a  raccoglier?  uri;i  serie  di  Tormolc  che  certamente  possono  essere 
utili  a  chi  intraprendo  dei  calcoli  sulle  funzioni  ellittiche. 

Alcune  delle  formule  elio  troverà  qui,  esigono  in  generale  dr-i  cnl.nli  pìirllnsto 
lunghi,  ma  per  brevità  io  mi  sono  limitato  ad  ac(;oii.i.irc  solo  breveiuMile  al  lìiu.Io 
col  quale  esse  si  ricavano,  e  ad  inserirò  solo  le  Tonnole  tlnali. 


{*)  L.  KOnigsberger  "  Vorlesungen  (Iber  die  Tbeoria  der  elliptischen  Tunctio- 
oen  „  !■  parta  p.   391. 

H.  A.  Schwarz  "  Formeln  und  Lehra3tze  zum  Gebraiiche  der  elliptischen 
Fauctionen  „  pag.  29. 
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$  I.  — Derivate  logaritmiche  delle  funzioni  3. 


Partendo  dall'eguaglianza 

^■(0)  3  (X  +  V)  S  (a!  -  9)  =  9"  W  S>  (s)  -  9,"  (ar)  V  (tf) 

e  dalle  sue  tre  analoghe,  elio  si  trovano  a  pagina  SIO  del  primo  volume  delle 
opere  di  Jacob! .  sì  giunge  facilmente  all' espressioni  delle  derivate  seconde  loga- 
ritmiche delle  9  che  diamo  nella  seguente  tabella. 

Tabella    I. 


^,  ■"B-W        5,„)       3,((|,    5,(^) 


jlogS,  (x) 


ì_ 


da;' 
d' 


9"(0)     9'|'(0>   9'(ac) 
■  9(0)       3V0)    9,'(x) 


«*•'*- 9(0)  -9i(5T    VW 


te- 
Ora  abbiamo  lo  formolo 


log9,(ai) 


_  9"(0)     9','(0)  a.Vicl 
'  9(0)        9V0)    SpS) 


(«) 


dx  9(ir) 

£  9,(x)  _ 

da:  9(a!) 

d  9,(0!) 


-9,'(0) 


=  -9,'(0) 


5,'a;)  9,(x) 
9«(a;) 

9,(ic)  9.(x) 
9-(a!) 

9,(a:)9,(x) 
9'(x^ 


da)  9,(0!)  ~ 

d^  9,W 
da)  9,(x)  ~ 

i^  9,(ffl 


9,'(0) 
9.'(0) 


9(x)9,(x) 
9,V<C) 

9(x)9,(x) 
9.'(x) 

9(x)  9,(10 
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Applicando  le  (a)   e  le  (^)  eonvfinientemeate  si   ottengono  lo  derivate  tene 
iogaritmicbe  delle  3  contenute  nella  seguente  tabella 

Tabella    2. 


-,o....=-.SV(0.^-=^=«<^) 


(te'     "*   '    '  '     '  9,>(a;) 

È  assai  semplice  la  legge  colla  quale  sono  formate  questo  tene  deriiate^  ad 
eccezione  del  segno  la  costante  è  sempre  la  stessa;  —  2^,*(0)  per  io  ^  d'indice 
pari,  23',*<0)  per  le  &  d'indice  dispari  ;  al  denominatore  sta  il  cubo  della  3  di 
cui  si  vuol  trovare  la  derivata  terza  logaritmica ,  al  numeratore  il  prodotto  delle 
rimanenti. 

Riapplicando  le  ronnoie  (a)  (^)  alle  eguaglianze  della  tabella  2  si  hanno  le 
derivate  quarte  logaritmiche  delle  3.  ma  sotto  una  forma  un  poco  complessa  ,  e 
che  noi  tralasciamo  dì  trascrivere. 

Però  mediante  lo  relazioni  di  seconda  grazio  enistcnti  tra  le  &,  noi  possiamo 
ottenere  altre  tre  espressioni  per  le  derivate  quarte  logaritmiche  dello  3  stesse , 
eliminando  duo  dei  tre  rapporti  di  &  d'indice  differente  che  entrano  in  ci^cuna 
delle  formole  primitive. 

Ne  diamo,  per  amore  di  brevità,  una  sola,  per  ciascuna  3,  delle  tre  sempli- 
ficaie,  nella  tabella  che  segue 

Tabella    3. 


^  log&  (x)  =  2à».(0)  9*,(fl)  [  -  3  ||l^  +  2  (9».(0)  +  &*.(0))  - 1  ] 
^IOga,(a!)  =  2&*(0)  5*3(0)[-3|*|g-2(s»(0)  +&VO))-l] 
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£-.  log3,(a.)  =  25',!0)  3».(0,  [  -  3  ^,'~f^  +  2 (sVO)  +  S-.w)  -  1  ] 

^.  log  S,(a))  =  53'(0)  9<.(0)  [  -  3 1^1  +  8  (SH»)  +  S'.C»))  "  1  ] 

Con  inelodo  analogo  si  trovano   le  derivate  quinte  iogaritniiclie  delle  S;  si 
lianno  ancora  per  ciascuna  di  queste,  quattro  csj)ressionÌ  di  cui  noi  diamo  solo  una. 

Tabella    4. 

-  ,„,s(.,  =  s.,,,o?iM^|^  [_  3 V.0,  ..^^  .  .,», ,  .vo,  ] 
^^  ioga,,»  =  8..,.,o,  !W|^  [_  39yo,  ..,o,|V|;  +  .Mo.  +  ^W)] 

,^  log9.(x)  =  8S.,.(0,  ?W||li!£)  [_  3,,(„  ,,_(,,|W   +  a.(„,  +  ,..(„,]  . 
§  2.  Derivate  logaritmiche  delle  funzioni  a. 


Mediante  le  forinole  di  trasrorin;izìune 


9,«r)  =  iSV0)»   ■'"       ..{IO 


Ste)  =       9(0)  e    ''''      ,,(") 
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si  passR  <liille  forinole  contenute  nelle  tabelle    1,2,3,4  ad  altre  risguardantl 
le  runiioni  a  che  diamo  nelle  tabelle  S  ,  6 ,  7  ,  8. 

Tabella    5. 


il'  ,        ,  ,  «',(11)  •',(«)  =",(11) 

^.  l.g..(»)=-'.  (..-e.)::-!-;  =-e,-(e.-e,,i;gl  =-e.-(.,-.,>(e,-e.)  ^51 
£,  ,o„,u,=-.-(e.-o,,c.-,,t;|;=  ,-,,-,,fW;;;=-e,-<c.-.,,iW. 


Tabella    6. 


:rr,Ìoe-.t(u)  =  --2(>^t-e,Ker-e,) 


'•,(«) 

.{u). 

',(»)  • 

,(«) 

'.(«) 

3(11)  a 

',(<•)• 

.(") 

Dalle  qunltro  espressioni  per  le  derivate  quarte  e  quinte  logaritmiche  relatìTe 
B  ciascuna  9  si  otterranno  quattro  espressioni  per  le  derivate  quarte  e  quinte  lo- 
gnritmiche  relative  n  ciascuna  o  ;  in  una  di  esse  entrano  tutti  i  rapporti  di  tre 
delle  o  alla  rimanente  nelle  altrd  uno  solo  di  tali  rapporti  ;  quelle  che  conten- 
gono un  rapporto  della  forma -^  si  possono  ottenere  una  dall'altra  con  lo  scnin- 
bjo  dì  due  certi  indici. 
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Nelle  tiilicllc  7  e  8  diamo  solo  una  delle  quattro  espres»iioni  che  sì  hanno 
per  le  ilerivate  quarto  e  quinte  logaritmiche  delle  e. 

Tabella    7. 


£,.og.(»,  =  -6!^;:f-,.,.^||-.(..-e^<..-.. 


log.,(u)=-C(^  -  f.)'  ^|!!j-  i2t.(.,-,,)!Mil-2(,,-,,)(,,_,.) 


^.  log..(«)=-6  C,-',)':^^^  -  12  !•■('.-<•.)  ;-^^5  -  2(t,-e,)(e,-t.)• 


T  a  b  e  I  I  a 
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SULLA  TEORIA  DKLLE  EQUAZIONI  DlFFERENZfALI  LINEARI 


MONOGRAFIA 


Dott.  GIORGIO  FLORIDIA 
(Continuazione,  v.  Voi.  XXXIH ,  p.  13-29). 


Ora  che  di  ogni  equaiionfi  dilTerenziale  a  coeBlcientì  monodronii  k  nota  l'cspreS' 
sione  analitica  <li  un  sistema  fondamenUle  dì  integrnH  nell'intorno  dei  punti  sin- 
golari, siamo  in  grado  di  risolvere  ti  problema  del  Fuchg  (N.  IV)  posto  in  questi 
termini. 

I.  Determinare  una  rappresentazione  aualitica  unitaria  di  un  sistema  fon- 
liamentHle  di  integrali  di  un'equasione  dtlTerenziale  lineare  a  coeUicienlì  monodromi 
cosi  per  il  campo  G,  come  per  il  campo  G'^ ,  colla  proprietà  clic  o<;nuiia  sia  va- 
levole nell'interno  dell'intiero  campo  in  cui  è  data. 

II.  Mostrare  come  da  un  campo  si  possa  passare  nell'altro,  no)  senso  die 
data  una  curva  qualunque  L  che  da  un  punto  .\  del  campo  G,  conduce  ad  un 
punto  B  dol  campo  G,  e  dati  1  valori  clic  iii'liviJuano  un  integrale  nel  punto  A, 
se  ne  possono  immediatamente  calcolare  i  valori  in  B  senza  bisogno  ili  cnkolanic 
i  valori  per  punti  intermediari  della  linea  L. 

A)  Sia  )ì|  iJt  )  .  ■  •  I  >]«  un  sistema  Tondamentalc  di  integrali  dell' equazione 
dilTeFenziale  (IO)  N.  IV,  nell'intorno  ilei  punto  tu  =  0.  Lo  sviluppo  dì  questi  inte- 
i:riili  è  valevole  per  lutto  l'interno  del  ceruliìo  E  ,  pcreliò  rcqu;izionc  dilTerenziale 
ncirinlcrno  dì  quel  eerchìo  non  lia  altro  punto  singoliire  die  u  =  0. 

Si  sostituisca  per  u  in  questi  integrali  la  sua  espressione  in  Tunzionc  di  x, 
ricavala  dalla  relazione  a!  =  F(w);  fra  i  diversi  rami  di  questa  runiionc  sceglie- 
remo per  la  sostituzione  quel  ramo,  w,k(e(ìi!j,  che;  per  x  =  »  si  annulla.  Allora 
itt  TuntloQQ 

|/,(aj)  a  )),(?(»))       (i  =  i.2...m) 
VOI.,  xuiti.  ]g 
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rappresenta  un  integrale  doll'equitzìonc  dìITercnzinle  (9j  N.  i.  e  poiché  il  cerchio 
E  ed  il  campo  G,  sono  immagini  l'uno  dell'altro,  possÌ!imo  conchiiidere  chs 
"  1l\Vf  •  ■  Via  formano  un  sistema  romiamentule  'li  integrali  <lcl  l'equazione  ililTe- 
B  renzialc  (9)  N.  IV  il  cui  sviliippo  è  ralr.volc  per  lutto  il  campo  G,. 

B)  Neil' interno  del  ciintjto  G,  lo  funzioni  y^  y,  ■  -  ■  »/«   sono  finite  e  continue 
e  perciò  si  lia  (teorema  di  Caucliy)  per  tulli  i  punti  nell'interna  di  questo  caaip!) 


j,W=  '   f  Vinili 


ove  lii  linea  d'intrgraiionc  e  l'orlo  destro  della  curva  di  separazione  C,. 

Sulla  linea  C,  l'urlo  destro  corrisponde  a  quell'orlo  che  sta  dentro  il  campo 
G, ,  mentre  sulla  circonrcrcnza  E  intenderemo  per  orlo  destro  quello  che  sta  Tuori 
dei  circolo. 

Indichiamo  inolfe  con  l^  il  tratto  della  linea  di  separazione  che  ti  compresn 
fra  n^  ed  a,.^,  e  con  X^,  quella  porzione  della  circonferenza  E  che  6  compresa  fra 
Oj.  ed  a^^,.  Scomponen  lo  l'integrale  in  integrali  per  parli  si  ha 


^''■^^-LtLB-- 


Per  eseguire  queste  integrazioni  occorre  avere  i  valori  dì  i/^C)  liin;:o  l'orlo 
deatro  del  tratto  /,. 

Denoti  a;,  un  punto  sull'  orlo  sinistro  del  tratto  ij.  ed  ajj  il  pnnto  Oj'ìposio 
sull'orlo  destro. 

Gli  integrali  da  noi  considerati  ,  ove  si  eccettuino  soltanto  i  punti  singolari 
deirequazlone  dilTcrenziale ,  sono  funzioni  continue  e  finite  dapertnlto  e  per  Aw". 
punti  infinitamente  vicini  x,  ed  x^,  che  non  siano  separati  dalla  linea  di  dirami- 
zìona  i  valori  di  ogni  integrale  yi  sono  inflnìtameutc  poco  dilTcronti  fra  di  loro, 
jn  modo  che  si  può  porre 

Nel  caso  nostro  però  i  punti  a;,  ed  Xt  sono  separati  dalla  linea  Cj.,  laquilc, 
poiché  congiunge  fra  loro  i  punti  singolari ,  deve  venire  considerata  come  lineA 
di  diramazione,  ovvero  come  un  taglio  clic  sìa  stalo  fatto  per  separare  ciascun 
integrale  dagli  altri,  colla  sola  differenza  che  nel  campo  G,  gli  integrali  non  sano 
oomplclnmenlc  Geparnii,  ma  si  ha  in  ogni  punto  di  esso  campo  per  ogni  iniCi;rHte 
i  Tulorl  dio  per  esso  t\  ottengono  per  i  diversi  giri  attorno  ni  punto  nU'w,  eciA 
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perdio  la  linea  C,  non  contiene  tiucsto  punto.  L'  ultimo  trailo ,  J^, ,  ii  questa 
curva  non  può  ccnsi<lenirsi  come  linea  di  dirumneione  e  lo  fnniioni  y,  in  punti 
opposti  di  questo  (ratto  ti^nno  valori  inflnitnmente  poco  difTcrenli  l'uno  dall'altro, 
laddove  la  rimanente  parie  della  curva  C,  deve  tutta  considerarsi  come  linna 
ùì  discontinuità.  Non  potendo  la  variabile  indipRndenti  attraversare  il  tnitto  (^ 
fjc^  1,2.  .  .  p-  I) ,  perchè  altrimenti  si  passerebbe  da  y^  ad  un'altro  ictegra- 
le,  per  avere  ìl  valore  di  i/j  in  Xj ,  bisogna  andare  da  fc,  ad  a;,  entrando  nel 
campo  G,  per  il  tratto  fp^, ,  cioè  descrivendo  un  giro  che  raccbiude  i  punti  sin- 
golari a^a^  -  ■  ■  Oj..  Il  valore  di  y^  in  Xi  si  può  dunque  determinare  supponendo 
cbe  fra  x,  ed  tCj  non  esista  la  linea  di  discontinuità,  purché  però  nel  passaggio 
da  X,  ad  Xt  si  costituisca  y,  con  5i/j ,  ove  &i/j  rappresenta  la  funzione  in  cui  si 
trasforma  yt  per  il  sopra  accennato  giro:  si  ba  quindi  per  determinare  il  valore 
ili  t/i  in  Xt 

!/i(x,)  =  =y,(ic,l. 

Supposti  noti  i  valori  delie  y  lungo  t'orlo  sinistro  della  linea  C,,  per  avere  i 
valori  suir  orlo  destro  onde  effeltuare  le  integrazioni,  altro  non  occorre  conoscere 
che  le  so:ti(uiioni  del  sistema  fondamentale  y,y^  '  •  ■  J/n  per  il  giro  della  varia- 
bile attorno  ad  uno  o  più  punti  singolari. 

Supponiamo  in  primo  luogo  die  la  linea  racchiuda  il  solo  punto  singolare  a,, 
il  che  occorre  quando  si  deve  calcolare  il  primo  integrale  f  —  di.  La  sostitu- 
zione lineare  degli  integrali  j/ij/,  .  .  .  y„  per  questo  semplice  giro  ò 

/  -B.II.B,-' 


dove  B|  k  il  modulo  della  trasformazione  lineare  per  la  quale  gli  integrali  y,yf  Va 
del  sistema  fondamentale  relativo  al  punto  a,  si  esprimono  in  funzione  di  i/,,  Vt<  "■!/)«• 
n,  è  il  modulo  della  sostituzione  lineare  degli  integrali  J/n  !/ii  ■  -  •  ?/in  l'C  ''  ^i'''> 
attorno  ad  a,  e  B,'*  rappresenta  la  trasformazione  inversa  di  B,  quella  cioè  per  cui 
gli  integrali  y,,y,i  ■  ■  •  y,^  si  esprimono  in  funzione  degli  intogruli  y,j/i .  . .  y„. 
Quando  il  giro  racchiude  i  punti  singolari  aiOi  .  .  .  a^  la  sostituzione  degli 
integrali  j/,  y,  ...  y„  è  data  da 

j^  =  B,  li,  B,-'  B,  U,  Bj,-'  .  .  .  B^  11,  %'\ 

La  rappresentazione  del  sistema  fondamentale  y,yt  ■  •  ■  y„  nel  campo  Gj  ol- 
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trechè  ilalla  (1)  può  essere  determinata  dalla  relazione 


"'<'"' =  2s/o,  re 


(w)  -ac 

OTe  con  C,  intenJiiimo  denotare  l'orlo  destro  duilu  circoiirerenza  E 
Decomponendo  questo  integrale  in  integrali  per  parti  si  ha  : 


'^-■"htk^:^''^"-""'- 


■J  X,F  (w)  -  aj  ' 


I  valori  di  »i,{i');  lungo  l'orlo  sinistro  della  circonfurenza  E,  ptir  ragioni  fatili 
ad  intendersi ,  si  lasciano  calcolare  molto  più  speditamente  che  non  i  Talori  di 
j/j(a;)  lungo  l'orlo  sinistro  di  C^. 

Supposti  noti  questi  valori,  per  avere  i  viilori  delle  stesse  funiìoni  lungo  l'orlo 
destro  di  E ,  onde  eseguire  le  integrazioni ,  occorre  conoscere  soltanto  le  sosti- 
tuzioni clie  subiscono  gii  integrali  >ii  i}*  ■  ■  •  1]^  P^i*  <  S'ri  attorno  ad  uno  o  più 
punti  singolari.  Ora  queste  sostituzioni  sono  quelle  stesse  di  cui  abbiamo  prece- 
dentemente parlato  e  eh:  colà  abbiamo  denotato  con  S,  Sf... S^,  poiché  le  sosti- 
tuzioni degli  elementi  <lcl  sistema  fondamentale  dell'equazione  diiTercnzialc  (9) 
N.  IV  relativo  al  punto  singolare  u^  per  il  giro  della  variabile  attorno  a  questo 
punto,  si  presentano  tosto  come  sostituzioni  degli  elementi  del  sistema  fondamen- 
tale dell'equazione  dilTurenztalc  (IO)  N.  IT  relativo  al  punto  singolare  otj  per  il 
giro  attorno  a  questo  punto;  e  cosi  pure  le  relazioni  fra  y^  el  y„  si  presentano 
come  relazioni  fra  il  sistema  fondamentale  di  intei^ralì  dell'equazione  differenziale 
(IO)  N.  IV,  fnT,j  .  .  .  T]a  >  corrispondente  al  punto  ut  =  0  ed  il  sistema  fondamen- 
tale della  stessa  equazione  diiTercnzialc,  ij^,  iJn  ■  .  .  >ii« ,  corrispondente  al  punto 
singolare  u  =  a„. 

Infatti  si  ponga  in  quelle  rd:izioni  x  =  F((>i)  ;  allora  y,  Vt  ■  -  '  J/«  diventano 
*li1i"-il«  ed  Val  Va,*.  ■  ■  •  ÌUn  diventano  Jlai  In  ■  •  •  la»  G  quclIc  clic  prima  si 
presentavano  come  relazioni  fra  i  due  sistemi  fundamcntali  di  integrali  dell'equa- 
zione dilfcrenzialc  (9)  N.  IV  relativi  ai  punti  x  =  oo  ,x  =  a^,  ora  si  presentano 
come  relazioni  fra  i  sistemi  fondamentali  di  integrali  dell'equazione  (IO)  N.  IV  re- 
lativi ai  punti  singolari  w  =  0  o}  =  a^. 

I  valori  delle  i/j  nel  campo  6,  si  possono  ricavare  tanto  per  mezzo  dell'equa- 
zione (2}  come  per  mezzo  della  (4)  ;  ma  il  calcolo  riesce  più  spedito  servendoci 
di  quest'ultima.  ■  Queste  equazioni  quindi  rappresentano  lo  sviluppo  nell'  ìntemo 
(  del  ca:iipo  G^  degli  integrali  del  sistema  fondamentale  dell'equazione  dlfTeren- 
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I  zjale  (9)  N.  iV ,  y,  j/^ . . .  ?/^  ,   di  cui  preccJcnlemento  nvcvìiEno  determinato  Io 
fl  sviluppo  nell'interno  del  campo  G(  u. 

G.  La  linea  L  conduca  che  un  punto  A  del  campo  G,  ail  un  altro  pnnto  B  ; 
y  sia  un  integrale  dell'equazione  dilTcreniiale  (9)  N.  IV  individu:ito  dai  valori  che 
esso  e  le  sue  m  - 1  prime  derivato  assumono  nel  punto  A ,  si  tratti»  di  delermi' 
narc  i  valori  che  esso  assume  nel  punto  B. 

a)  Jl  punto  B  sia  nello  stesso  campo  con  A. 

Primieramente  occorre  mettere  Y  sotto  la  forma 

(5)  Tf  =  c,T/, +  c,y,+  .  .  .+c«y«. 

Ciò  si  potrebbe  ottenere  determinando  i  valori  delle  e  dal  sistema 
Y  (A)         =  e,  y,  (A)        +  e,  y.  (A)        +  .  .  .  +  e,  y„  (A) 

T"'<A)      =r,y,'"(A)     +e,y,("CA)     +  -  .  .  +  c„ y„<" (A) 


y— 1  (A)  =  e,  y,("-'i  (A)  +  p,y.'— '  CA)±  .  .  .  +  c,y„("""  (A) 

raa  per  far  ciò  occorre  determinare  la  funzione  lOg  =  f(x)  perchè  la  svìluppabilità 
delle  y  nel  campo  G,  ,  come  apparisce  dalla  relazione 

è  dipendente  da  questo  ramo,  (<>„  di  te,  dell'equazione  .r  =  F(w). 
Sia  a  quella  radice  dell'equazione 

A  =  F(w) 

che  ha  il  modula  uguale  od  inferiore  all'unità;  una  tale  radice  non  può  mancare 
perchè  il  campo  G,  e  quello  racchiuso  dalia  circonferenza  E  sono  immagini  l'uno 
dell'altro.  Allora  è 


!/({*)  =  >!(  (a) 


,y  Google 


)(  150  )( 
e   ptr  ciilcoiarc  le  co&Umli  e  possiamo  servirci  ilei  seguente  sislcma  di  cquatiani 


(6) 


T(A) 

=  r,>i,W 

+  ','„(!') 

+ . 

■  +  i-.VCn) 

T  (A) 

=  f,  !],"'(") 

+  <■.>;.'"«■) 

+  . 

■*':.'„'•'«') 

Uiiniiue  per  il  noslro  scopa  b  superflua  la  conoscenza  dulia  runzìone  7  e  ciù 
è  importante  a  notarsi,  perchè  la  cletcrminHKione  di  questa  Tunzioue  può  presen- 
tare serie  difficoltà  ed  ostacolare  lo  sviluppo  dei  calcoli. 

Note  IR  tal  modo  le  e ,  si  hit  per  dcterminiiro  il  valore  di  T  in  B 

Gì  TftB)  =  r,T),(6)  +  c,Ti,(t')  I-  •  ■  ■  +c«'3»W 

e  cosi  per  le  derivate  di  Y  dì  ordine  qualunque  ;  ove  b  e  la  radice  dell'cquaiione 

B  ---.  F(io) 

die  ha  il  modulo  uguale  ed  inferiore  all'unità. 
b)  Hia  B  un  punto  del  campo  tì^. 
La  linea  L  uttraversi  il  taglio  di  siupurazione  lungo  il  tratlu  I^.  In  questo  caso 
l'integrale  Y  nell'attravcrsare  il  taglio  di  separazione  passa  in  un  altro  integrale 
della  stessa  equazione  dilTcrenziale,  3Y  ,   che  è  la  Tunzìoiic  in  cui  si  trasroruia  Y 
per  il  giro  della  variabile  attorno  ai  punti  singolari  a,  a^  .  .  .  o^. 
La  funzione 

Y  =  e,  y,  -f  r,  y,  +  .  .  .  +  c„  y„ 
per  la  i;ostìtu£Ìone 

j  =B,  II,A,-*B,n,B,-',.  .B^n^Bj,-' 
1  assi  iicH'alIra 
(8)  SY  =  ci,y,  +  (i,y,  +  .  ,.  +d„y«. 

Allora  se  l'integrale  Y  nel  campo  ti,  è  dato  dalla  relazione  (5) ,  questo  stesso 
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integrale  se  vicn  conlinuato  nel  campo  G^  per  mezzo  dellii  linea  L,  sì  lascia  espri- 
mere nell'interno  di  questo  nuovo  olimpo  in  runzìone  di  y,  t/t  ■  ■  -  ?/.■  P'^f  mezzo 
della  relazione  (8)  (*; ,  ed  il  valore  che  esso  assume  nel  punto  B  {! 

(9)  d,  y,  (B)  +  d,  y,  (B)  4-  .  .  .  +  d„  y„  (B) 

doTC  i  valori  di  j/{(B)  (f  =  I  .  .  .  m)  vengono  cjlcolati  dall'eguaglianza  (i)  per 
x  =  B. 

Un  cammino  L,  nilraTersì  la  curva  succcsaivamente  nelle  parti  la^lf  ■  •  ■  l^. , 
perciò  entrerà  «d  uscirA  alternativamente  in  G,  ft  ila  ultimo  entrerà  per  /^;  alcuni 
di  questi  iniiìci  possono  essere  uguali  Tra  loro  ed  allora  si  ha  il  passaj^gio  multi- 
plo per  una  stessa  parte.  Se  noli'  entrata  da  G,  in  G,  lungo  il  tratto  /^  è  da  ap- 
plicarsi la  Kostiluzione  L  .  viccvprsa  nell'uscita  d.i  G,  in  G,  è  da  applicarsi  la  so- 
stituzione Jr~*  ;  dunque  in  questo  caso  la  sostituzione  da  farsi  su  j/,i/,  •  ■  ■  Va  pcc 
il  passaggio  dal  campo  G,  al  campo  G,  è  : 


un-L 


Se  dopo  questa  sostituzione  la  Tunziono  T  elio  nel  canpa  G,  è  d^ta  dalla  re  ' 
Inzione  (5}  passa  in 

(10)  e.!/. -i-VA  +  ■  -  -  +  e„!/« 

il  valore  che  si  trova  per  Y  in  B  seguendo  il  cammino  L,  6  : 

(11)  c,y,(ll)  K-iVidlj  +  .  .  .  +  f„y„Ui) 

dove  le  i/t(B)((  =  l  •  ■  ■  "0  Iianno  lo  stesso  valore  cosi  piT  il  cammino  L  come 
prr  il  cammino  L, . 

D.  Per  determinare  sifatli  valori  di  Y  in  B  nel  campo  G,  come  p;ire  per  avere 
la  ropprestiilazionc  analitica  d<'l  sistema  fonitamcntalo  y,yi  ■  ■  ■  y„  nel  campo  G» 
abbiamo  supposto  di  conoscere  : 

I.  I  moduli,  B,  delle  trusform  izioni  linriari  dogli  elementi  di  un  sistema  fon- 
damentale quando  vengono  continuati  dal  loro  campo  di  sviluppo  nel  campo  di  svi- 
luppo relativo  ad  un  altro  sistema  fon  daino  ntale. 


{,*)  Invece  secondo  il  signor  Puclis  (Volume  75  (1873)  del  Crolle's  Journal) 
la  relazione  (6)  è  valevole  tanto  per  il  campo  G,  come  per  il  campo  G,.  Ma  allora 
quale  «rebbe  l'iaflaensa  del  cammino  L  sai  valore  dell'integrale  Y  in  B  ? 
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II.  1  moduli,  n,  delle  sosUtuEìonì  lineari  degli  inlegrali  dì  un  sistema  fonda- 
mentale relativo  ad  un  punto  singolare  per  il  giro  della  variabile  attorno  a  quel 
punto. 

a)  Il  tema  di  dcterminiirc  i  coelTIcicnti  costanti  delle  rctnzioni  lineari  che 
esprimono  gli  integrali  di  un  sistema  rondamentiile  in  funzione  degli  integrali  dì 
un  altro  sistema  ollreccliè  dal  Fuclis  (Volome  73  del  Crellès  Journal)  è  sialo  trnt- 
tato  da!  Sig.  Thoinè  (Volume  8j  del  Crellès,  Journal)  come  appresso. 

Denoti  j/o^  (x  =:  1  .  .  .  tn)  un  sistema  fondamentale  dì  integrali  dell'  equaiione 
diCferenziale  (9)  N.  IV  relativo  al  punto  a  ed  i/^  un  sistema  fondamentale  di  in> 
tegralt  della  slessa  equazione  lelativo  al  punto  b;  i  punti  a  e  b  possono  essere 
singolari  e  non  singolari. 

I  punti  a  e  b  abbiano  tale  posizione  elic  il  circolo  apparlcncnte  ad  a  entri 
in  quello  di  6. 

Allora  )  cocSIcienli  b^,  della  sosUtuzione 

(12)  y,i  =  6xiyM  +  6xiyrt+ ^b^Vàm    (31=1, 2. ..m) 

6i  Ottengono  risolvendo  il  sistema  delle  equazioni  composte  della  (Ì2)  e  delie  sue 
(m  -  l)  prime  derivate,  ove  si  ponga  per  y^jj  e  per  le  y^^  j/j, . . .  y^^  i  valori  che 
esse  assumono  in  un  punto  a  arbitrariamente  scelto  nella  parte  comune  ai  due 
intorni. 

Con  ciò  si  ottiene  per  calcolare  le  costanti  b 

(13)  b    ^  ^  '^"  ytf-  Vt..->  Vo*  y>.^4-<  ■  ■  ■  yt»)a 

*'  i>(y*i!/«..-y*»)a 

II  valore  di  questo  rapporto  è  zero  o  differente  da  zero  secondo  clic, 

y*l  .  J/M  •  -   •  yft,r_,  Vaj:  .  y*,r+l   •   ■  •  Wi,» 

rappresentano  o  no  un  sistema  fonJuiiient»le  ed  è  anche  indipendente  dalla  posi- 
zione del  punto  a  scelto  arbitra  riamente  nella  jiarle  comune  ni  due  cerchi. 

Se  giace  il  circolo  appartenente  al  punto  a  fuori  di  quello  appartenente  a  b, 
allora  mediante  una  sostituzione  per  .x  si  può  ritornare  al  caso  di  prima. 

1  punti  a  e  6  giacciano  in  modo  che  possa  venir  descrìtto  un  cerchio  a[lr.v 
verso  b  nel  cui  interno  giaco  a  ed  esternamente  nd  esso  lutti  i  l'imancnd  punti 
singolari.  Allora  colla  sostituzione 


(U)  a!=>e  +  (b-c)L-^ 
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otQ  è  d=  ,-^~ ,  d'  l'espressione  coniugata  di  d ,  corrispondentemente  a  questo 

cerchio  vien  deserìtto  nel  piano  ^  un'ultro  cerchio  col  punto  zero  come  centro  e 
raggio  uguale  all'unità,  in  modo  che  al  punto  x  =  a  corrisponde  il  punto  §  =  0 
ed  a]  punto  x=&  il  punto  ^=1  ;  e  l'equnzione  diirL-rcnzìale  si  trasforma  in  un'altra 
che  dentro  questo  cerchio,  eccezion  fatta  da&  =  Oe$=^l(i  quali  sono  eingolarj 
se  sono  singolari  i  punti  a  e  b)  non  ha  alcun  punto  singolare  :  ud  ogni  punto 
non  singolare  della  prima  equazione  corrisponde  un  punto  non  singolare  per  In 
seconda  e  ad  ogni  punto  singolare  non  essenziale  per  In  prima  currìspundc  un 
punto  singolare  non  essenziale  per  la  seconda  equazione. 

Se  per  mezzo  della  data  sostituzione  vien  sviluppato  x-a  in  ^  bai"  o  questo 

sfiluppo  vien  sostituito  nel  sistema  fondamentale  j/„,  ya»  ■  ■  ■  I/o» .  si  ottiene  un 
sistema  fondamentale  della  seconda  equazione  y^,  ijn  •  ■  •  ijom  <  relativo  al  punto 
5  =  0,  similmente  si  ottiene  un  sistema  fomlameniale  della  seconda  equazione  re- 
latiro  al  punto  4  =  1  r  Vn  Vn  •  ■  ■  ì/im  >  sostituendo  nel  sistema  fondamentale 
Vm  Vkt  ■  ■  ■  Vim  per  x-b  il  suo  sviluppo  a;  -  6  =  ^  6'o (|  -  1)°. 

Scrivendo  nell'eguaglianza  (12)  in  luogo  delle  i/a^  e  delle  i/^^  ^'^P^^"'^'"'^"^'^ 
le  V»»  e  'e  y^x'  difTerenziando  poscia  (ni  -  1)  volte  di  seguito,  calcolando  i  valori 
degli  integrali  e  delle  loro  derivate  in  un  punto  non  singolare  nel  dominio  che  h 
comunt  ni  due  intorni  di4  =  0edi§=lc(C  risolvendo  sifTalto  sit1>emn  di  cqua- 
I  Eioni,  si  ottengono  i  coemcicnti  costanti  delle  relazioni  lineari  che  si  hanno 
1  quando  gli  integrali  del  sistema  fondamcntiile  dell'  equazione  diirerenziale  (9) 
■  S.  IV  relativo  al  punto  a  vengono  continuati  nel  campo  dì  svilupjio  relativo  al 
I  punto  b  >. 

Se  a  e  6  non  hanno  tale  posizione  da  potersi  descrivere  un  cerchio  che  rac- 
chiude questi  soli  punti  singolari,  si  sceglierà  un  punto  intermediario  x,  non  sin- 
golare che  abbia  con  a  stlTatta  posizione,  poi  un'altro  punto  Xt  che  abbia  con  x, 
la  stessa  posiziono  e  cosi  di  seguito  Uno  ad  ottenere  un  punto  clic  abbia  con  b 
la  stessa  posizione  che  avevano  i  punti  a  e  b  nel  caso  precedente. 

L'insieme  delle  trasformazioni  lineari  che  si  ottengono  per  il  passaggio  da  a 
ad  SB,  da  a,  ad  x^ ,  ecc.  fornisce  la  ricercata  trasformazione  per  il  passaggio  dal 
punto  a  al  punto  b, 

b)  U  tema  di  determinare  le  sostituzioni  lineari  degli  clementi  di  un  sistema 
fondamentale  relativo  ad  un  punto  singolare  per  il  giro  della  variabile  attorno  a 
quel  punto  è  stato  trattato  dal  signor  Ilumburger  «  Ueber  ein  Prìnnip  zur  Dar- 
stellung  des  Verhaltens  mehrdentiger  Functionem  einer  complcxen  Varlablen  insbe 
sonderò  der  Integrale  linearer  DilTercntial  gleicbungen  in  der  Umgebung  singula- 
rcr  Punkte  ■. 

In  questa  memoria  l'autore  fa  vclcre  corno  pi-r  nvcrc  i!  procedimento  di  ojini 
Tott  nsm.  ?0 


,y  Google 


)(  154  )C 

integrale  neli'inlorno  dei  suoi  punti  singolari  non  occorre  altro  conoscere  che  i 
Vfilori  dell'i ntpgra le  e  delle  sue  ni—  I  prime  derivate  in  un  punto  dell'intorno  del 
punto  singolare  clic  si  considera, 

A  tal  uopo  poniamo  l'equazione  ditTerenziale  (9)  N.  IV  sotto  la  furmn 

(dloga;)"  (dlogcc)"  '  «^  /j 

Il  punto  singolare  nell'intorno  del  quale  si  vuol  trovare  il  procedimenlo  degli 
integrali  si  porti  a  coincidere  con  l'origine  delle  coordinate,  gli  nitri  punti  sin- 
golari nel  campo  Unito  siano  indicati  con 


(16)  a;,=  p,e'      ,     3c,  =  p,e'    ,  ■  ■  ■  iKp-i  -  Pp.i  e  '"' 

colla  delerminazione  clic  per  a  <  §  è  p,  <  p^  o  le  9  sono   presti   fra  ì  Umili  tero 
e  2k. 

Sia  x  =  Xa  un  punto  non  singolare  dell'intorno  del  punto  ai=0;  sono  dati  i 
valori  di 

^'  '  dlogx  '  •  ■  •  (.Uogx)""' 

nel  punto  x^cr^,  e  si  tratta  di  determinare  i  valori  dio  in  questo  punto  si  ritro- 
vano per  le  sksse  funzioni  dopo   clie  la   variabile  ha  descritto  un   giro  positivo 
intorno  all'origine  delle  coontinatc. 
1  punti  singolari  dell'equazione 

la  quale  si  ricava  dalla  (15)  colla  sostituzione  a;  =  c-,  ad  eccezione  di  z  =<o  sono 
le  serio  dei  punti 

(18)         3=(j,+9,f+2x,i:i  ,  3=Ci+?,i+2Xt'=' '  ■  ■  •  z=5p-i+V**'^/-P-«'^' 

dove  0,  «t  •  •  ■  "n-i  rappresentano  i  valori  reali  di 

log  Pi  ,  log? I"gPp-i  0 

y.i  '/.i  ■  ■  ■  y.fi't  ""1"^  iminfri  intieri  a  piuccro. 
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Si  comlucano  dai  punii  o,  e,  .  .  .  o,,_,,  giacenti  siiU'nssc  reale  del  piano  z, 
relte  parallele  all'asse  immaginario,  che  indicliiamo  rispcltiTnmcnte  con  A,  A^-.A^.,  ; 
queste  retto  contengono  tutti  i  punti  singolari  tlcU' equazione  dilTercnzialo  (lì); 
la  serie  dei  punii 

corrispondente  al  punto  singolare  x^  si  troTerft  sulla  retta  A„. 
Il  punto  x  =  Xn  sia  stato  scelto  in  modo  che  si  abbia 

0<  |a!„l  <p,e-"; 

z  =  Zq  sia  un  punto  del  piano  z  tolto  dalla  serie  dei  punti  clic  corrisponde    ni 

punto  Xu  in  modo  che  sia  x^  =  u""  I.a  parte  reale  di  s^  6  più  piccola  di  0|-2it  ; 
il  suo  valore  sia  o,  —  2i:  -  s ,  dove  z  rappresenta  una  grandezza  positiva;  allora 
un  circolo  descritto  col  punto  «=3o  come  centro  e  con  raggio  uguale  a  6,-2it-S, 
dove  Sia  piacere  un  poco  più  pìccolo  di  i ,  non  contiene  alcun  punto  singolare 

dcircquazicnc  difTercnziaie  (H).  Su  coi  valori  di  y^  -p ^       nel    punto 

z  =  z^  posti  a  principio  costruiamo  la  serio 


KS).„<-'.>-(S^^   ^^ 


clic  sodilisli  iill'equazione  difTercnziaie  (!7),  questa  serie  e  così  pure  tulle  le  sue 
derivate  rispetto  a  z  sono  convergenti  nell'interno  di  questo  circolo  e  perciò  an- 
che nel  punto  z  =  Za  +  'Hi. 

Ora  ad  ogni  strada  nel  piano  z  che  porti  diil  punto  z^  al  punto  Zb-^^tU 
senza  tagliare  nessuna  dello  rette  A,  A,  .  .  ■  Ap.,  ,  corrisponde  nel  piano  x  una 
linea  che  uscendo  da  x^  si  riconduce  allo  stesso  punto  con  un  giro  positivo  at- 
torno al  punto  zero  che  non  include  nessuno  dei  rimanenti  punti  singolari. 

Adunque  la  serie  (19)  dà  per  z  =  z^  +  2:ti  il  valore  j/jd^,,  che  si  ritrova  per 
ìfi  nel  punto  Xg  dopo  un  giro  positivo  fatto  una  volta  che  racchiude  li  punto  x=0 
e  nessun  altro  punto  singolare 


..  y  ('"'i/A      12")' 
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Sitnilmeote  le  derivato  dulia  (IO)  per  3=2»-h2ict  danno  ì  valori  dif-r^^       , 

Jm   

(21)  

Nulo  il  romportiimento  di  queste  funzioni  per  un  semplice  giro   culla  sostitu- 
zione dei  nuovi  valori  per 

--(tu 


■  .  .  nel  punto  Xg  per  un  giro  (lop- 
pio e  co^ì  sì  può  coiiliniiare  quanto  sì  vuole. 

Con  i  valori  (20)  e  (21)  e  con  fiuclli  dati  a  prncipio  per 

".§•■■■5^  <'=■•'•••»') 

nel  punto  cc=x,  si  dctfìruiiniino  subito,  in  una  maniera  a  noi  nota,  i  cocfficìenli 
della  so^lìlnzionc.liiiciire  lic^li  olenieuti  del  sisMiua  foniaiR';ittal>t  dell' equaziotie 
dilTiTeiiziiile  (9)  N.  IV  nell'intorno  del  puato  singolare  per  un  sol  kÌ""»  della  m- 
riabile  ultomo  a  quei  punto  e  cosi  per  un  giro  doppio,  triplo,  ecc. 

Se  la  distanza  di  due  rette  A^  ed  A^^,  die  si  seguono  l'uni  all'Elitra  nel  piano 
L  è  maggiore  di  4it ,  si  può  anche  scegliere  un  punto  x^  in  modo  che  sia 

ed  allora  i  superiori  sviluppi  danno  le  relazioni  Tra  i  valori  degli  integrali  e  ilcllc 
loro  ni  —  1  prime  derivale  nel  punto  x^  avanti  e  dopo  il  giro  fatto  con  una  curva 
clic  raccbiudu  in  sé  il  punto  zero  ed  i  punti  singolari  x,  ,Xt,-.-,x^  ed  esclude  i 
rimanenti,  cosicché  la  sostiluzìune  che  in  questo  caso  subiscono  gli  integrali  del 
sistema  fondamentale,  J/i9f  ■  ■!/„>  ticn  luogo  di 


I  =  Bo  Do  Bo"'  B,  n,  Br'  ■  .  .  Bp  Hg  hf 


(continua) 
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NOTA 

SOPRA  UNA  PROPRIETÀ  SINGOLARE  DI  ALCUNI  NUMERI  SCRIHI 

IN  UN  SISTEMA  DI  NUDE  RAZIONE  QUALUNQUE 

PEL 

Prof.  DIONISIO  GAMBIOLi. 


1.  Nel  Voi.  XX.V11  di  questo  Giornile  Im\  un' ossei'vRiione  ad  una  Nota  del 
ProF.  Andrcini  «  Sopra  una  proprietà  singoUre  di  alcuni  numeri  dipendente  dal 
sistema  di  numeratìone  ,  nel  quale  sano  scritti  ■  inserita  nel  Voi.  XXVI ,  oie  si 
risolve  il  problema  seguente  :  u  In  un  sistema  di  numerazione  a  base  qualunque 
b,  determinare  i  numeri  di  »  cifre  tali,  ctie  il  prodotto  di  ossi  pel  numeri  suc- 
cessivi I,  2,  3,...n~l  siano  tutti  numeri ,  che  risultano  dalle  permutazioni 
circolari  delle  ctlre  del  numero  considerato  o ,  o  si  giunge  a  questa  conclusione  : 
e  in  un  sistema  di  numerazione  qualunque  di  qui^sti  numeri  o  ve  ne  è  un  numero 
limitato  0  non  to  n'  è  alcuno  •  lo  fdci  vedere  che  una  tale  proposizione  non  ora 
esatta;  ma  nel  dimostrare  un  teorema  di  aritmetica,  che  mi  serviva  allo  scopo, 
caddi  in  una  petizione  di  prijicipio,  cui  ora  intendo  di  orre^^gere  con  questa  nota, 
trattando  inoltre  la  quistione  in  modo  generate. 

2.  Siano  N  e  b  due  aggregati  di  unità  e  sìa  N  >  b  e  si  abbia  : 


N      =  9,  6     +  r, 

con 

9. 

>li    , 

'i 

<b, 

q,     =  9, 6     +  r. 

• 

9. 

>(.    , 

Tj 

<b, 

J,     =<l,b     +  r. 

I 

9j 

>b     , 

r. 

<6, 

9.-1  =  ?.-.  6 +  r.-, 

n 

9.- 

,>ii 

,    r,- 

,<b. 

9.-.  =  9.  Il     +1-. 

■ 

9. 

<b 

>    ^» 

<b, 

9„    =0-6      +r„+, 

; 

9. 

=  ''a4-( 

il 
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è  evidente  die  i  quozienti  gì  •  Qt  ••■  q^  vanno  diminuenila  ;  ora  sostituendo  a  q, 
nella  1'  dello  (1)  il  valore  dato  dalla  2' ,  n  q,  il  valore  data  dalla  3'  e  cosi  via, 
si  ottiene  : 

^V=t',^.,  fc»  n-„  ('"-'  +  .  .  .  +r,b  +  r,  ="rV,  6'-'. 
11  numero  N  si  conviene  di  rappresentarlo  simbolicamente  con  : 

ove  r,  ,  r, .  .  .  r„4.,  sono  le  cifre  ed  è  scritto  nel  sistema  di  num-Tazione  di  base  6. 
3-  Abbiasi  la  frazione  propria  irriducibile  -  ;  sia  b  la  base  del  sistema  di  nu- 
merazione ;  supponiamo  n  e  b  primi  fra  loro  ;  roniiiHmo  il  sistema  ricorrente  di 
cquuzioni  : 

(2)  bill  =  nji  +  r,  ;  òr,  =  nq,  +  r,  ;  6r,  =  «7,  +  r,  ;  .  .  . 
ftcj_,  =  nq^  1-  r^  ;  bi\  =  ugn+i  r  '\n  ;  .     ■  br,_,  =  nq,  f  r,  ;  .  .... 

Ora  osservo  che  si  ba  : 

(3)  I)**'ift  =  ft^ng,  4-  6*r,  ;  b'u-,  =  ()*-'«7»  ^  &*"';•»  ;  ...  ; 

f>^i'ii-i-b*iiqt-,-i-b*i\_y    ;    (»*'■(,_,  =6»'/i,  +  (ii"!,  ; 

d'  onde  : 

((''''■'•msòrj        (mod.  n). 

Quimli  nella  ricerca  dei  resti  : 

r,  ,  jj  ,  .  . .  j „  ,  .  .  r,  .  .  . 

si  può  alta  serie  formata  dai  primi  membri  delie  (2)  sostituire  la  serie: 

bm  ,  b^rn  ,  .  .  .  6*m  ,  .  .  .  b'in  .  .  . 
oppure  : 

(4)  (*,  ò» ....  ò*  ....  ò'  ...  , 

clic  sono  i  precedenti  divisi  per  m. 
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i.  Si  Sii  clic  se  a'  è  In  minor  potenza  di  a,  cito  tiivid<i  pel  numero  f>,  primo 
con  a,  d&  per  resto  I  ,  si  dice  che  a  appartiene  all'esponente  /  rispctlo  al  mo- 
dulo p. 

Ciò  rummentalo ,  mostreremo  clic  si  ha  : 


Rssendo  s  l'esponente  cui  appartiene  b  rispetto  al  modulo  n,  che  supponiamo 
primo  con  h  e  con  ni  e  n  >  m. 

Appartenendo  b  all'tisponente  s  rispetto  al  mollilo  ii ,  n'ilta  serie  (i)  si  avrà 
un  numero  s  ili  termini  successivi  incongruenti  c.iii  tt  (*t ,  ed  avendosi  b'  =  ì 
(niod.  n) ,  si  avrh: 

b'*'-vi^bm      (niod.  n)  ; 

e  per  quello  detto  ni:l  n."  3  si  In  : 

b'*'-m=br,      (mod.  n)  ; 
quindi 

br^  =  bm      (mod.  n)  ; 

essendo  r,  ed  m  minori  di  n  ,  no  consegue  :  r,  =  m.  Perciò  i  resti  delle  divisioni 
rappresentale  dalle  (.?)  saranno  lutti  dilTerentì  fra  loro  sino  all's""  e  poi  si  ripro- 
durranno nello  slesso  ordine  dei  precedenti. 

Ora  si  moltipliclitno  le  (2)  rispettivamente  per  : 

b'-*  ,  b'-*  ,  6'-'  ...6,1; 

si  avrà  sommandole  membro  a  membro  : 

b'm  =  n  (q,6'"'  +  q^b'-*  +  . . .  +  (7,.,6  +  q,)  +  r, , 
ossìa  : 

b'm  ~  n  (7,h'"'  +  */»''■'*  ■!-■■.+  9,_,(»  +  g.)  4-  m , 
da  cui  Ilo  ; 

{b'~i)m  =  n-[q,qt..  .?..,?,]. 
e  quindi  la  (5). 


{*)  Vedi  M.  J.  Serret.  Cours  d'aigèbro  supérieure.  Tomo  II,  g  i 
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Dicesi    che   alla   frazione    —    coninponde   la   fnisione   periodica    semplice 
I  !  '  i        •  *''  ■'  nunicro  di  s  cifre  [ijifli..-?,]  clilamnsi  il  periodo. 
È  OTTJo  di  fare  osservare  che,  ilaU  la  frazione  — ,  iliviiiendo  m  per  n  tanti 
sono  i  resti  dilTerentì  successivi  che  si  ottengono,  quante  sono  le  cifre  del  perìodo. 
K.  Teorema.  Se  il  denominatore  ii  di  una   frazione  propria  irri>lucibile  —  è 

un  numero  primo  e  se  il  nitmoro  s  dulie  cifre  ilei  periodo  della  corrispondente 
sua  periodica  scinplice  è  pari,  un  resto  qualunque  d<>Ua  prima  mela  del  numero 
dei  resti  aggiunto  a  quello,  clic  occui'a  lo  stesso  posto  nella  seconda  metà,  dà  il 
denominatore  della  frazione  slessa. 

Dira.  Suppongo  n  non  dÌTisorc  della  base  b  ed  8—-21;  sì  ha; 

(6)        6m:=ng,+r,  ;  6r,  =  n7,+r,;   ..  ìàr^_,=nq,+y,  \  &r,  =  n^,^,  l-r^^.,  ; ...  ; 


dalle  quali  ho  : 


(1) 


blm  +  r,)     =n  {q^  +  q,^^)  +  (r,  +  r,4.,) 


\    b  (r,_ ,  +  r„_ ,)  =  n  (7,  +  g„)  +  (r,  +  r„) . 

Ora  moltiplicando  queste  equazioni  rispettivamente  per  : 

6'-'  ,  6'-'  ....  6»  ,  6'  ,   I 

e  sommandole  membro  a  membro  si  ha  : 

(8)  6'  (in  +  r,)  =  Mult.  n  +  (r,  +  r„)  ; 

e  poiché  b  appartiene  all'esponente  21  rispetto  al  modulo  n,  sarà:  b*'m==m   0 
r„  =  m   {mod.  n) ,  cioè:  r„  =  ni,  essendo  m<n;  e  quindi  dalla  (8)  ho: 

(8')  ([.'-  l){m  +  r,}  =  Hult.  n. 

Ma  l'  -  1  non  è  multiplo  di  n  ,  perchè  6  appartiene  nll'csponento  II  rclntira- 
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mente  ni  modulo  primo  n  ;  ed  essendo  n  un  numero  primo,  b'  -  1  sarfi  pure  primo 
con  n;  perciò  dovriV  n  dividere  ni  +  fi;  ma  m  e  r,  sono  minori  di  n,  ilunquc 
dovrà  essere  : 

(9)  m  +  r,  =  n. 

Mostralo  ciò,  dal  sistema  ricorrente  (1)  si  ?cde  che  anche  i", -hr,^.,  è  divisi- 
bile per  n  ;  ma  essendo  r,  e  r,^.,  entrambi  minori  di  n,  si  deve  avere  :  r,-l-r,+,=n  ; 
e  similmente  dalla  2'  delle  (7)  8Ì  ha:  r, -f- r,4.t  =  n  ;  e  cosi  via  sino  ad  ottenere 
in  generale  : 

(10)  '■.  +  '■(+1  =  "        con        s^I. 

6.  Teorema.  La  somma  delle  cifre  del  periodo  della  Trazione  periodica  sem- 
plice corrispondente  alla  frazione  -^ ,  considerata  nel  n.*  5,  che  occupano  nel  ri- 
spettivo semi-periodo  lo  stesso  posto,  è  costante  ed  uguale  a  b— 1. 

Dim.  Si  è  ottenuto  precedentemente 


d' onde  : 

ma  si  sa  che  è  : 


r,  +  Tu,  =  n       con        s  <  I  ; 


e  tenendo  conto  ilella  (II)  si  ha: 
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7.  Tuorema.  Se  «lue  fraiìonì  proprie  irrijuoibili  lianno  lo  stesso  ilenominatore, 
i  periodi  (ielle  loro  periodiche  corrispondenti  avranno  lo  stesso  numero  di  cìlre. 

Dim.  Siano  —  ,  -  due  Trazioni  proprio  irri  lucibili  ;  si  avrà  :  ! 


=  0,[?,9, 


I 


(12) 


-  =  0,|i/,g,.  .  .ii,lxin+-.T-, 


|-  =  0,[,,,,...,,]xp  +  ^-^. 


Essendo  per  ipotesi  : 


-<1  ,  ■^<i. 


0  ,  [<?,  7,  .  .  .  7,lXi?i<  1  . 


0.{7i'7t-  ■  -^.IXp  <  1  , 


Ui9.-  ■  .q,]Xm<b', 
iQtqt.  .  .q,\Xp  <b'; 


le  qunli  insegnano  clic  i  numnri,  che  si  danno  noi  primi  membri  di  queste  Jise' 
giiagiianzc,  sono  numeri  rorm;iti  collo  stesso  nuincro  ili  cifre. 

Ofsercnzione.  Le  diTlsioni  m  :  n  ,  p  :  n  danno  lo  stesso  numero  dì  resti  dif- 
ferenti, clic  è  uguale  al  numero  dello  cifro  del  perìodo  della  periodica  semplice, 

che  corrisponde  a  -  . 

8,  Teorema.  Se  il  periodo  della  frazione  periodica  semplice,  corriepoDdcnto 
alili  frizione   propria  —  ,  lia  n  - 1  cifre ,  disponendo  questo  cifre  in  ccrcliio  in 

nui.lo.  clic  non  vi  sin  più  nÌ!  primo,  né  ultimo ,    il  cerchio  cosi  oltcniilo  sar&  ìn- 

ilipciiili'iile  dal  iiuriHTo  m. 
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Dim.  Sia  la  friizionc  -,  ove  n>  i ,  e  dividendo  1  per  n  supponiamo  che  si 
abbiano  i  resti  disuguali  successivi  : 

(13)  r,  ,  r,  ,  .  .  .  %., . 
ove  r,  =  1  ,  e  sia  : 

[  9i  9»  ■  ■  ■  «7»-,  ] 

il  perìodo. 

Se  si  considera  la  frazione  ordinaria  propria  —,  ove  per  ipotesi  m<  »— !> 

e  si  divide  m  per  n ,  si  sa  diil  teorema  del  n."  1   clic  si  otterranno  pure  n  —  1 
resti  disuguali  successivi ,  cioè 

<IS)'  f,  ,  r',  .  ,  .  r'„_,  ; 

nna, in  questo  caso  r',  =in,  essendo  m<n  -  I  ,  il  quale  è  certamente  uno  dei 
resti  (13)  ,  per  cs.  sia  rs"",  cioè  r,=m;  ma  allora  la  serie  (13)'  diviene: 

(12)  "  r, ,  r,^,  ,  r,^.,  . .  .  r._,  ,  r,  ,  r.  .  .  .  r,_, 

Cui  evidentemente  corrisponder:^  il  periodo  : 

(14)  I9i9,+.  9,+»  ■  •  ■  9«-,  Qi^f  ■  -'U-ì]- 

Scolio.  Potendosi  al  numeratore  m  della  Trazione  ordinaria  propria  -  attri- 
buire uno  qualunque  dei  valori  I  ,  2  ,  3  , . . . ,  n  -  1 ,  l' ipotesi  che  alla  —  corri- 
sponda una  frazione  periodica  semplice,  il  cui  periodo  abbia  n~l  cifre,  trae  seco 
la  irriducibilità  della  frazione  —  ;  e  ciò  equivale  a  supporre  n  numero  primo , 

poiché  solo  in  questo  caso  n  è  primo  coi  numeri  1  ,  2  ,  3  , . . . ,  n  —  1  ;  ed  ora  si 
può  asserire  che  il  numero  n—  1  delle  cifre  del  perìodo  è  numero  pari. 

9.  Si  è  visto  che  è  : 


(IS) 
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Ma  si  ha  puro  : 


(16)  ^  =  0.[9.9.*i,---9»-)?i9i--?^i}  +  J-riM 


moltiplicando  ambo  i  meDibrì  della  (15)  per  m  =  r,  bo  : 

Dalle  (16) ,  (11)  ho  : 

0.['/.7m  •  ■  •9,.-i7i7f  -  -«/.-iJ-O  ■  [fl.'/i-  •  •  7n-0  X  V 

Moltiplicando  ambo  i  membri  di  quest'ultima  cguaylianza  per  6""'  si  lia: 

(18)  [q,<lf  ■  •*/«-i]xr,  =  ['7,7,.,  ..  .</„_,  7,  q,     -  .  «/„,], 

la  quale  dice  :  1.°  ctie  in  un  sislcmu  di  numerazione  a  base  qualunque  6,  vi  sono 
iiiliniti  numeri  N  formati  con  u  -  1  cifre ,  clic  moltiplicati  per  1  .  2  ,  .  .  .  n  -  I . 
danno  per  prodotti  numeri  che  risultano  dalle  permutizìoni  eircolari  delle  cirri: 
del  numero  considerato  N  ;  2.**  die  questi  numeri  N  sono  precisamente  i  periodi 
delle  frazioni  periodiche  semjilici  corrispondenti  a  quelle  frazioni  ordinarie,  avnnti 
per  numeratore  l'unità  «  per  denominatore  il  numero  delle  cifre  del  numero  coa- 

sìdcrato,  aumentato  di  uno,  cioè  della  torma  - ,  ove  ti  è  un  numero  primo. 
10.  Dalla  1.'  delle  (12)  del  n."  7  si  ha  : 

da  cui  ha  : 

la  quale  dà  la  regola  della  formazione  della  generatrice,  noto  il  perìodo. 
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It    Se  alla  frazione  ordinaria  propria  irriducibile  — corrispoade  una  frazione 

periodica  semplice,  il  cui  periodo  ha  un  numero  pari  di  cifre  ed  n  è  un  numero 
primo,  cioè  si  ha  : 


da  essa  si  cttiene  : 

(20)  m(6'~l)(6'  +  l)  =  [5,q....g„]xn; 

ora  si  sa  che  6  appartiene  all'esponente  Zi  rispetto  al  modulo  n;  quindi  b'—ì 
non  6  multiplo  di  »  ,  ed  anche  evìdentemonte  b'  +  1  =  (&'  -  1)  +  2  noa  è  multiplo 
di  n;  essendo  n  numero  primo,  ne  consegue  elio  esso  ìs  primo  coi  numeri  b'—ì, 
6'+  1.  La  (?0>  insegna  che  il  perìodo  [q^  li  ■•■?»]  è  divisibile  per  m,  per  6'-l, 
per  b'+  1.  Inoltre  essendo  b'~  1  divisibile  per  b-1 ,  ne  consegue  ctie  il  periodo 
[q,  q,  .  -  .  9m1  è  divisibile  per  fc  - 1  ;  ma  essendo  q,  +  q,^.,  =  6—1  con  8<t,  ne 
Tiene  che  il  periodo  [q,  ?i  ■  •  >  f/u]  è  diiisibile  per  q,  +  q,^,. 

Siccome  poi  6'  -  1  è  dtTiaibile  per  6  +  1  quando  t  è  pari,  e  6'  + 1  è  divisibile 
per  6+1,  quando  1  ò  dìspari,  ne  viene  che  il  periodo  [q,  qt  ■  ■  •  qxi]  è  dÌTisìbìle 
sempre  per  6  +  1  ;  e  conseguentemente  per  6*  -  1. 

t2.  Porremo  termine  a  questa  nota  facendo  vedere  come  si  possa  pervenire 
alla  (19)  per  altra  via. 

Si  sa  che  ò  ;  —  =m  :  n,  e  siano  r,  ,  r.  .  .  .  r.  i  resti  diCfercnti  successÌTÌ 

che  si  ottengono  ;  dal  principio  fondamentale  della  divisione  ho  : 

r,  =  m  —  O.n    ;    r,  =  6r,  —  q,»  =  6m  —  q,n  ; 

r,  =  6r,  ~gjn  =  6(6m-g,n)-(^in  =  6'm-(6g,  +?»)», 


r,  =  6'm  -  [q^  g,|  n  ; 
e  cosi  ho  : 

r,  =  bT,  -  9,»»  =  6,m  -  (6  Ig,  q,]  +  ?,)  ■  n  =  ¥m  -  [?,  g,  ?,]  •  n 
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e  cosi  via,  (Ino  ad  ottenere  : 

r,    =b*"'-m-[g,g,  .  .  .  9,_,]-n  , 

r,^,  =  !■,  =  m  =  6'-m-[qi,  g,  .  .  .  q,]-n; 

da  cui  si  ottiene  : 

lb'-l)-m  =  [q,qt.  ■  .q,ì-n; 

e  quindi  : 

,,9j  fn^[q,n,.-.q,] 

n  t'  -  I 

Milano  n  Aprile  1895. 
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SULLE  THASFORMAZIONI  RAZIONALI  DELLO  SPAZIO 

CHE  INDIVIDUANO  COMPLESSI  DI  TANGENTI 
NOTA 


MARIO     PIERI. 


Prcmcì'sc  nlcunc  rilli'ssioni  inlorno  ;illn  razioniilìlà  ili  un  complesso  di  rette 
tnngcntì  iinn  medesima  siipcriìcifi  nlucbrici,  ne  dedurremo  un  motorio  nlto  a  Tur- 
iiire  tulle  le  lr.-i8rorm;izi(inì  Grnnonianc  no»  invoialorie,  per  le  quali  i  riiggi  clic 
uniscono  punii  omolofjlii  diano  luogo  a  complessi  di  quelln  nnlurn,  delti  nnclic 
complessi  fiicctali  di  rcllc-  Di  sifTntto  corrispandcnzc  osserveremo  qunnto  è  suf- 
ficiente a  porgere  una  loro  generazione  od  opportuna  determinazione  geometrica, 
e  non  oltre  ;  omettendo  per  ora ,  ogni  indagine  più  minuta  ed  intrinseca  nelle 
loro  proprietà  proiclti?c.  Quanto  allo  trasformazioni  invohitoric  ,  la  medesima  qui- 
slionc  si  chiarisce  rquìvalcnle  'A  problema  di  assegnare  lutti  i  sistemi  doppia- 
mente inGniti  di  coniclie,  i  quali  occupano  seniplir.enienle  In  spazio  di  punti. 

1.  E  Condùio?ic  necessaria  e  svffieienlc  affinchè  U  complesso  delle  rette  fan- 
genti  ad  una  super/icie  algebrica  sin  razionale,  cioè  Tappresenliibile  biunivoca- 
metile  sudo  spazio  ordinario,  è  c/i'i  la  superficie  stessa  sia  razionale ,  cioè  ri'/ì!- 
ribile  prmto  ))cr  punto  ad  un  piano  >. 

Poniamo  in  fatti,  che  il  complesso  r  delle  rette  tangenti  una  medesima  su- 
perficie 4>  si  possa  riferire  biriuionalinente  ad  uno  spazio  punteggiato  £.  I  fasci 
di  raggi  contenuti  in  r  (ognuno  dei  quali  ha  per  centro  un  punto  di  il>)  saranno 
rappresentati  in  £  da  curve  funnaiUi  un  si^iteina  doppiaincnte  infinito  (conj/ruenjsa 
di  linee);  e,  come  un»  tangente  n  <t  sta  In  un  sol  fascio  di  F,  cosi  ima  sola 
di  queste  cune  passerà  per  un  punto  dato  di  £.  Ma  una  congruenza  s)  fatta  Oi- 
neare ,  o  del  prim'ordine)  è  dì  necessiti^  razioniile  j  perchè  un  piano  generico  la 
ta<;lìa  secondo  oo*  gruppi  di  punti  (costituenti  un'fni'otiiafonc  piana,  cioè)  tali  , 
clic  un  punto  qualunque  di  esso  piano  appartiene  gei)  crai  meni  e  a  un  sol  gruppo  ; 
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e  d'altra  parte  è  noto  (')  che  un'involuzione  piana  è  sempre  razionale.  Dun(]ue 
anche  la  superficie  4>  deV  esser  razionale  ,  dal  momenlo  che  i  suoi  punti  corri- 
spondono univocamente  a  quei  fasci  di  raggi  e  alle  cune  di  questa  congrueou. 

Che  poi  la  razionalità  del  complesso  sia  consejtuenza  della  razionalità  di  *, 
sarà  manifesto  per  le  osservazioni  seguenti.  Posto  che  4>  sia  rappresentabile  punto 
per  punto  sul  piano  •!■',  ad  una  retta  (jualunquc  a ,  elio  tocchi  quella  supcrllcie 
in  A ,  si  potrà  far  corrispondere  il  punto  A.'  di  4*',  che  rupprescnta  il  punto  A 
di  4> ,  e  in  pari  tempo  la  retta  a'  di  $'.  che  unisce  il  punto  A.'  con  In  tracciii 
della  tangente  a  sul  piano  medesimo.  A  questo  modo,  ogni  elemento  a  di  r  de- 
termina sul  piano  4>'  un  clemenfo  di  nonnceso,  o  reputilo,  (A' ,  aO-  Viceversa  è 
chiaro,  che  presi  a  piacere  in  questo  piano  un  punto  B'  ed  una  retta  6'  che  si 
appartengano,  la  coppia  (B' ,  b")  corrisponde  a  quell'unico  raggio  b  di  r,  che  unisce 
il  punto  B  rappresentato  in  B'  con  la  traccia  della  retta  b'  sul  piano  tangente  in 
B  alla  superDcie.  L'imbarazzo  che  sorgerebbe,  ove  il  piano  tangente  in  A  conte- 
nesse di  regola  anche  il  punto  A',  si  può  sempre  evitare  con  una  trasFor mattone 
del  piano  ^'.  Il  complesso  r  k  dunque  rappresentabile  biunivocamentc  sulla  va- 
rietà tripla  dei  repunti  d'un  piano,  la  quale  è  alla  sua  volta  rappresentabile  coi 
punti  dello  spazio  ordinario,  com'  è  ben  noto,  e  come  facilmente  si  vede  (**}. 

Il  medesimo  ragionamento  prova  eziandio  che  la  razionalilà  di  <b  è  condi- 
zione necessario  e  siifj^ienlc  per  la  Tappresenlabilità  di  r  sui  gruppi  d'una  in- 
voluzione spaziale  di  S.  Invero,  perchè  ad  un  raggio  qualunque  dì  r  corrispon- 
dano m  punti  di  £  (ma  tuttavìa  ad  un  punto  di  S  un  sol  ruggio  di  r)  non  vien 
meno  il  fatto,  che  le  curve  im:igini  dei  fasci  di  rette  contenuti  in  r  formino  con- 
gruenza lineare. 


(•}  V:  CastelnuoTO  «  Sulla  rcuìonàlHà  delle  involuzioni  piane  »  nei  Rendic.  del- 
l'A.  dei  Lincei,  2°  Sem.  1893. 

(*')  Ad  ottenere  una  corrispondenza  birazionale  fra  i  repunti  d' un  piano  4'  e 
ì  punti  dello  spazio  Z^ ,  basta,  per  es. ,  assegnare  in  1,  un  punto  S^  ed  una  retta 
(,y,  ed  in  <t'  una  retta  s',  nel  modo  più  generale;  indi  coordinare  all'elemento 
(B' ,  fr*)  quel  punto  B^  della  retta  S,^  B',  che  giace  nel  piano  ìndiTÌduato  dalla  retta 
x^  e  dal  punto  s'b'. — 

Se ,  mentre  il  punto  B'  descrive  una  curva  arbitraria  C,  la  retta  b'  tocchi 
sempre  questa  curva  in  B',  il  ponto  B^  descriverà  sul  cono  S,^  C  una  curva  C«, 
luogo  dei  punti  ove  questa  superfìcie  È  toccata  da  quelle  sue  tangenti  che  incon- 
trano ambo  le  rette  s^,»'.  Carattere  della  curva  C,  è  d'essere  in  somma  il  eoTUomo 
apparente  d'una  superficie  rigata  appartenente  alla  congruenza  lineare  che  ha  per 
direttrici  le  rette  «,  ,  »',  per  un  occhio  posto  in  S».  Per  tanto  il  gruppo  delle  tra- 
eformazioni  di  contatto  nel  piano  4*'  ha  per  imagine  (nella  rappresentazione  in  di- 
scorso) il  gruppo  di  tutte  quelle  trasformazioni  dello  spazio  punteggiato  Z^  in  si 
stesso ,  le  quali  conservano  la  proprietà  suddetta  ad  ogni  curva  C,. 
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2.  La  proposiiioDe  ora  dìmostratit  è  soltanto  in  apparenza  di  dominio  della 
geometria  profeKtva  ;  eli'  è  più  tosto  da  ascrìversi  al  campo  della  geometria  sulla 
super/icie  :  atteso  che  il  complesso  di  rette  langenli  si  può  concepire  come  varietà 
di  coppia  di  punii  infinilamente  vicini  della  superficie.  A  questo  campo  (delle 
proprietà  ioTariantiTe  per  trasformazioni  univoche  imposte  alla  forma,  elio  è  so- 
stegno agli  enti  onde  si  parla)  appartiene  anche  il  fatto  seguente,  abbastanza  no* 
tcvole  in  sé,  quantunque  non  abbia  diretta  attinenza  allo  scopo  del  presente  lavoro- 

■  Vna  congruenza  di  curve  razionali,  la  quale  occupi  una  varietà  razionale 
e  non  aòbt'a  punii  o  linee  /beali,  è  al  cerio  razionale,  se  il  suo  indice  non  su- 
pera due  D. 

Per  punto  o  linea  /beale  s'intende  un  punto  comune  a  tutte,  o  una  linea  ta- 
gliata da  tutte  le  curve  del  sistema  ;  indice  od  ordine  della  congruenza  6  il  nu- 
mero delle  curve  dì  questa  contenenti  uno  stesso  punto  generico.  II  caso  dell'in- 
dice uno  è  già  abbastanza  chiarito  per  le  cose  dette  al  precedente  §.  Sia  dunque 
A  una  congruenza  del  sezond'  ordine  formata  dì  curve  rasionali ,  ed  esistente  in 
una  varietà  razionale  V  a  tre  dimensioni:  e  sia  X  una  sua  curva  generica,  L  un 
punto  qualunque  di  X.  Per  L  passerà  pure  un'altra  curva  X,  dì  A  ,  la  quale,  va- 
riando L  su  X  ,  descrìverà  su  V  una  serie  oo'  di  curve  razionali  riferita  bìunìvo- 
cnmentt!  a  X  ,  o  ad  una  involuzione  (razionale)  di  punii  su  X  —  secondo  che  X,  avrà 
a  comune  con  X  il  solo  punto  L  od  altri  punti  variabili  con  esso  -  e  per  conse- 
guenza razionale.  Sarà  dunque  razionale  anche  la  superficie  (X,),  che  è  occupala 
dalie  oe>'  curve  della  serie  (").  Per  un  punto  generico  P  di  questa  superficie  pas- 
seranno due  curve,  X,  e  X^  ,  dì  A ,  una  delle  quali,  X, ,  è  per  cerio  contenuta  in 
detta  superficie;  ma  l'altra  potrà  giacervi  o  non  giacervi-  Nt^l  primo  caso  l'insieme 
delie  curve  di  A  giacenti  in  (>.,)  sarà  un  sistema  irredultibite  oo*  d'indice  due, 
quindi  razionale  :  e  poich^.  per  ciascun  punto  di  V  passerà  una  soia  superfìcie 
(X,),  e  propriamente  quella,  cui  appartengono  le  due  curve  dì  A  passanti  per  esso; 
ie  Od'  superficie  (X,)  formeranno  un  fascio  (razionale):  per  la  qual  cosa,  se  le 
curve  X  si  considerano  come  elementi  generatori  o  punii  della  varietii  A,  questa 
apparisce  come  una  superficie  contenente  una  serie  razionale  di  curve  razionali , 
ed  è  in  conseguenza  ragionale.  He]  secondo  caso  ,  poiché  per  un  punto  generico 
delia  superficie  >X,)  passa  una  sola  curva  di  A  non  conlenura  in  detta  superficie, 
quest'ultima  potrà  esser  riferita  alla  congruenza  A  in  maniera,  che  a  ciascun  punto 
P  deli'  una  corrisponda  un  solo  elemento  X,  dell'altra  :  e  tanto  basta  (**)  per  poter 
afTermare  la  razionalità  del  sistema  doppiamente  infinito  A. —  Come  special  con- 
seguenza ritrovasi  la  ben  nota  proposizione  (Caporali ,  Bertìni ,  Loria ,  Fano)  che 
■  ogni  congruenza  del  ^*  ordine  di  raggi  priva  di  linee  focali  è  ra.tionalc  *. 


(*)  V:   CastelnaoTO  <  SttlU  superficie  algebriche  contenenti   ttna   rete    di    curve 
ipvreUittiehe  >  nei  Bend.  dell' A.  dei  Lincei,  l"  Hem.  1894, 
(••)  V:  CaetelnuoTo  «  Sulla  raxiOTialità  ecc.  »  loc.  cit. 
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3.  In  ordino  alla  rappresentazione  di  un  complesso  r  sullo  spazio  ordinario  1 
(n.  1)  si  può  domunditre,  se  è  possibile  che  il  punto,  o  gli  m  punti  ,  corrispon- 
denli  ad  un  raggio  appartengano  sempre  al  medesimo.  Se  tn  è  maggior  d'  1,  uiu 
rappresentazione  si  Fatta  dà  luogo  ad  una  involuzione  razionale  di  grado  m, 
nella  quale  i  gruppi  di  m  punti  sona  distribuiti  biunivocamcnte  sulle  ca*  rette  tan- 
genti la  superflcie  ^.  Se  invece  quella  rappresentazione  È  unifoca  in  ambi  i  sensi 
(m  =  I) ,  ma  può  farsi  tn  due  modi  (ancorché  di  non  dilTerente  struttuni)  la  com- 
posizione di  questi  dà  origine  ad  una  trasformazione  Cremoniana  non  involutorìa 
dello  spazio  1  in  so  stesso,  nella  (juale  ogni  congiungente  di  punti  omologhi  ap- 
dartiene  a  r,  e  viceversa.  Ha  in  ogni  caso  sarà  sempre  vero  che  : 

«  Quando  un  complesso  di  langenii  è  rappresentalo  biunivocamente  e  pro- 
spettivamente sui  punii  (Ietto  spazio,  o  sui  gruppi  (f  t.na  involuzione  spazi'aie, 
(e  curve  corrispondenti  ai  fasci  di  raggi  del  complesso  forman  sempre  «no  con- 
gruenza lineare  ». 

In  fatti,  finché  un  punto  A  di  1  corrisponde  ad  un  sot  raggio  a  di  r  (quan- 
tunque un  raggio  di  r  dia  m  punti  di  £)  per  \  passerà  solamente  la  curva,  che 
corrisponde  al  Fascio  di  tangenti  in  cui  giace  a.  Di  piìi  quella  curva,  giacendo 
nel  piano  di  esso  fascio,  non  potrebbe  passare  per  il  centro  senza  ivi  toccare  la 
superficie  <P.  Ora  k  noto  (ed  è  pur  facile  a  Tederò)  che  una  congruenza  del  primo 
ordine  non  può  ammettere  sapercele  focale,  ma  soltanto  panli  o  linee  focali. 
Pertanto  : 

a  Le  curve,  imagini  dei  fasci  di  langenii  saranno  dKlt'or  dine  m  ■.  In  par- 
ticolare, se  i7t=  1  ne  risulta  che  : 

d  Se  te  tangenti  ad  una  super^uie  si  posaon  rappresentare  biunioocamente 
e  prospeltivamenle  sui  punii  dello  spazio,  t  fasci  di  tangenti  avranno  per  ima- 
(ìini  in  questo  le  rene  d'una  congruenza  Kummeriana  (*).  Se  una  Ir  asformaziont 
birazionule  e  non  t'nvotuioria  T  dello  spazio  Z  ha  le  sue  coppie  di  punti  omo- 
Ioj;fii  biimivocamente  distribuite  sulle  co*  tangenti  d'una  superficie  4,  esisteranno 
in  £  due  conr^ruense  Kummerianc  {le  quali  potranno  anche  con/onderst  in  una) 
mutate  t'una  nell'altra  da  T,  per  modo  c/te  due  raggi  omologhi  qualunque  ffia- 
ceranno  in  un  piano  (lanr;enle  a  4*)  ■. 

Si  deduce,  p  e. ,  che  non  può  darsi  una  corrispondenza  univoca  in  ambi  i 
sensi  e  prospettiva  fra  i  punti  dello  spazio  e  le  tange  nti  d'una  superficie  srilup- 


' 


(*)  Vale  e.  dire  una  atelld  di  raggi,  o  11  sistema  delle  corde  d' una  cubica  sghemba 
o  quello  dei  raggi  che  incontrano  ad  un  tempo  una  retta  ed  una  curva  d'ordine  n 
che  tagli  n  —  1  volte  la  retta.  Un  quarto  caso  segnalato  da  M.  Sturm  nel  quale  i 
due  fuochi  appartenenti  ad  ogni  raggio  coincidono,  e  che  nasce  al  considerare  una 
corrispondenza  (n  ,  1)  fra  i  piani  d'un  fascio  e  i  punti  dell'asse,  può  aversi  come 
degenerazione  del  terzo  caso. 
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paglie. — Ora  e  appresso  (come  por  innanzi)  sì  escludo  l'ipotesi  di  una  supcrUcie  <b 
degenerata  in  un  punto  o  in  una  linea;  e  parlandosi  di  trasformazioni  dello  spazio 
inerenti  a  un  complesso  r  (o  ad  una  superlicie  d*)  s'intenderà  che  ogni  raggio  di 
questo  porti  generalmente  una  sola  coppia  di  punti  omologhi-  — 

Similmente  trovasi,  per  m  =  2,  che:  «Ogni  trasformazione  involutorla  I  della 
spazio,  la  quale  generi  un  complesso  di  rette  tangenti  ad  una  superficie  ^  ,  dà 
luogo  ad  una  congruenza  lineare  di  coniche ,  ciascuna  delle  quali  è  mutata  in 
sé  stessa  da  I  e  giace  in  un  piano  tangente  a  d>  :  la  classe  di  questa  congruen- 
za (*)  è  uguale  alla  classe  di  4>.  Viceversa  è  di  per  sé  manifesto,  che  ogni  con 
gruonza  lineare  dì  coniche  (ove  la  claase  sia  maggior  d'  I)  individua  una  trasfur- 
inasione  I  inerente  a  quella  superGcie  <!>,  che  è  inviluppala  dagli  (x><  piani  delle 
coniche  stesse  >. 

1.  È  del  pari  evidente,  che  «  date  a  piacere  duo  congruenze  Kummeriiinc  x 
e  x't  purchà  siano  riferite  fra  loro  biunivocamcnte  in  molo  che  due  raggi  omo- 
loghi quali  che  siano  g  e  g'  sempre  si  taglino,  è  individuata  una  certa  superficie 
♦  come  inviluppo  dei  piani  gg'  (se  questi  non  formino  un  fascio)  e  una  trasfor- 
mazione T  nascente  dal  far  corrispondere  quei  punti  di  17  e  di  g',  che  sono  alli- 
neati col  punto  di  contatto  fra  il  piano  gg'  e  la  superficie  ^  >. 

Ogni  punto  gg'  è  punto  untlo  in  T;  sicché  (trascurando,  come  già  s'è  dotto 
di  fare,  quelle  trasformazioni,  per  cui  la  superficie  O  degeneri  in  un  punto  0  in 
una  retta  {."))  il  luogo  del  punto  comune  a  due  raggi  omologhi  non  potrà  sola- 
mente comporsi  di  raggi  comuni  alle  congruenze  x  ^  X'  (ciascuno  corrispondente 
a  sé  stesso  in  T)  dal  momento  che  ogni  raggio  dell'una  0  dell'altra  contiene  al- 
meno un  punto  unito  per  T.  Dunque,  spogliato  che  sia  il  delta  luogo  di  tutti  quei 
raggi  uniti,  se  ve  no  sono  (e  potranno  anch'  essere  co*)  forz'è  che  rimanga  tuttavia 
una  superficie  doppia  S,  0  una  linea  doppia  t.  Nel  secando  caso  la  linea  d  sarà 
per  certo  una  linea  focale  comune  a  )^  e  /',  però  che  in  ciascun  punto  di  essa 
concorreranno  infiniti  raggi  dell'una  e  dell'altra  congruenza.  Ne)  primo  caso  la  su- 
perfìcie S  sarà  tagliata  in  un  sol  punto  dai  raggi  si  dell'una  e  si  dell'altra  con- 
gruenza ;  fatta  astrazione,  s'intende,  dai  punti  d'incontro  giacenti  sulle  rispettive 
linee  focali. 

Noi  pertanto  aggrupperemo  le  trasformazioni  T  in  tre  famiglie,  secondo  che 
le  conj/ruenjse  x  6  x'  1°)  '•""  'tanno  alcuna  lineo  focate  in  comune,  oppure  2°) 
e  3°)  hanno  a  comune  una  retta  focale,  0  un  atfra  linea  focale.  Toccheremo  bre- 
vemente di  ognuna  di  esse  con  qualche  cenno  sommario  e  con  esempi  :  perocché 


(*)  Ossia  il  numero  delle  coniche  bisecanti  una  retta  arbitraria. 

\")  Le  quali  soa  da  aversi  per  note  :  gi&  che  le  une  consentono  generazione 
non  dissimile  a  quella  di  certe  notissime  involuzioni  dette  monoidati  ;  e  sulle  altre 
può  vedersi  un  mio  lavoro  nei  Rend.  del  Circ.  Mat.  dì  Palermo,  anno  1892. 
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'-I  studio  di  tutti  i  casi  proiettivamente  distinti,  ed  anclie  la  sola  enumerazione  di 
iesti  ,  comporterebbe  uno  sviluppo  di  troppo  superiore  alla  loro  importann 
Tettiva. 

Corrispondenze  T  di  prima  specie. 

5.  /  sisfenti  x  "  f.'  "*"*  abbiano  linea  focale  in  comune.  Potranno  bensì  tener 

comune  una  superficie  rigata  doppia  per  T  ;  ma  in  ogni  caso  dovrà  intervenire 
iche  una  superlicic  doppia  S  incontrata  una  sola  volta  (Tuor  delle  linee  focali) 
li  raggi  di  /  e  di  y^  :  e  per  mezzo  di  essa  le  due  congruenze  verranno  ad  esser 
ferite  fra  loro  nel  modo  rlcliiesto  (n.  4),  se  si  chiamino  omologhi  due  raggi  g 

g'  allorché  partono  entrambi  da  un  medesimo  punto  di  S.  Questa  superficie  (ìd- 
eme  con  x  fi  x')  determina  dunque  pienamente  una  trasformazione  T  ,  iuerenU 
Uh  supprflcie  *  inviluppata  dagli  oo*  piani  gg'. 

E  anche  osservabile  il  fatto  che,  ppr  le  con<Ìizioni  predette,  la  superficie  i 
on  può  essp.r  altro  che  un  piano  o  una  superficie  qaadrìca  o  cubica;  e  nel- 
iillima  ipotesi  dovrà  contenere  tutte  le  linee  focali.  —  Esempii  : 

a)  Siano  X  ^  X'  ^^^  congruenze  lineari  (nel  comun  signiflcato)  aventi  adi- 
ittricl  due  coppie  di  rette  indipendenti  (u  ,  v)  e  (u'  ,  v'}.  La  superflcie  6  non 
Dtrà  esser  che  un  piano  generico  S, ,  o  una  quadrica  d,  passante  per  u  e  per 
';  poiché  l'ipotesi  di  una  superficie  S,  passante  per  tutte  e  quattro  le  rette 
indurrebbe ,  come  facilmente  sì  vede  ,  ad  un  inviluppo  <I>  di  prima  classe, 
el  1°  caso  l'inviluppo  del  piani  gg'  è  una  superflcie  generale  di  terza  classe 
mgente  al  piano  5, ,  per  la  quale  soq  doppie  le  rette  »  ,  v  ,  u'  ,  t)',  le  loro  due 
'asversali  comuni,  i  due  raggi  di  x  e  x'  po^'^i  "cl  piano  S, ,  ecc.  Viceversa,  per 
Lezzo  di  una  tal  superficie  <I>  assunta  a  priori  e  di  (|uattro  sue  rette  doppie  sghem- 
z  u  ,  V  ,u'  ,v'  restano  dati  anche  un  piano  S,  e  una  trasformazione  T  inerente 

quella  superflcie  :  perchè  (ragionando  in  forma  duale)  essendo  date  quattro 
ìtte  sghembe  u  .  v  ,  u'  ,  v'  sopra  una  superitele  cubica ,   il  piano  delle  rette  g 

g'  uscenti  da  un  punto  variabile  di  questa  inviluppa  un  punto  fìsso  D  sulla  ino- 
esima,  fi  secondo  caso  è  contenuto  dall'  esempio  seguente. 

6)  Sia  x  =  0  ■  ^m)  >'  sistema  delle  rette  incidenti  una  data  retta  t  ed  una 
urva  data  c„ ,  d'ordine  m  che  incontra  m  — 1  volte  l;  e  sìa  x'^C  >  "'„•)  "" 
Uro  sistema  consimile.  Tolgasi  a  superficie  doppia  una  quadrica  ò,  passante  per 

ed  l'.  Allora,  se  r  è  una  generatrice  di  8  incidente  ambo  le  rette  ( ,  I',  ed  K,k' 
ano  le  tracce,  variabili  con  r,  dei  piani  r{ ,  ri'  sulle  curve  e  e  e',  risulteranno 
mologhi  in  X  fi  x'  ^  '^'  P'**  prospettivi  fra  loro  i  fasci  di  raggi  Ar  ed  A.'r  :  sic- 
he ogni  piano  passante  per  la  retta  AV  conterrit  due  ragi{i  omologhi  g  e  g'- 
ertanto  la  superficie  *!>,  inviluppo  dei  piani  gg',  ìs  il  luogo  delle  w'  rette  AA', 
ioè  una  rigata  del  grad/t  m  +  m'  —  i ,  se  le  due  curve  si  taglino  per  avventura 
I  i  punti  della  quadrica  S.  Reciprocamente ,  supposta  data  a  piacere  una  rigata 
azionale  <t>„  dì  grado  n,  sì  potrà  sempre  riferire  biunivocamente  il  sistema  delle 
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sue  generatrici  r  quello  dei  piani  passanti  per  una  retta  l  data  ad  arbitrio ,  e 
nello  stesso  modo  introdurre  un  altro  fascio  1'  di  piani  :  questi  due  fasci  generano 
fra  loro  e  con  la  rigata  4>  una  qiiadrica  S  e  due  curve  e  ,  e'  dell'  ordine  n  -f  1  . 
le  quali  passano  rispettivamente  pei  punti  1<S>  ,  l'<S>  ed  hanno  in  comune  gli  altri 
n  4-  ì  puoti,  dove  una  qualunque  di  esse  incontra  la  quadrica.  Infine  ciascun  piano 
tangente  a  4>  conterrà  un  determimUo  raggio  di  ognuna  delle  due  congruenze 
('  <'n+<)  •  f^  •  c'„t|ì  ;  onde  rimarrà  senz'  altro  individuata  una  trasformazione  T 
inerente  alla  data  superficie  rigata  <I>„. 

Corrispondenze  T  di  eeoonda  speoie. 

6.  Le  congruenze  x  ^  X'  abbiano  a  comune  una  rena  focale  I  :  le  altre  due 
linee  focali  (che  ora  si  suppongon  distinte)  saranno  due  curve  c„,  c'„'  seganti  ri- 
spetUvamente  la  retta  1  in  m  - 1  ,  m'  ~  1  punti.  La  rigata  irredultibile  p  ,  che 
ha  per  direttrici  queste  tre  linee  e  per  grado  il  numero 

2mm'-  (m-  l)m'  -  (m'-  I)m  =  m  +  m' 

(detrattone  il  numero  i  dei  punti  comuni  a  e  e  e',  se  ve  ne  sono)  sarà ,  o  no  , 
formata  di  raggi  doppi  per  T.  In  altri  termini  gli  m  +  m'  -  1  -  i  raggi  comuni 
alle  due  congruenze  e  uscenti  da  un  medesimo  punto  generico  L  dì  t  saranno  tuiU 
uniti  Cpunto  per  punto)  o  non  sarà  unito  nessuno  dì  essi  in  T  :  ma  sempre  av- 
verrà che  le  generatrici  del  cono  L  e'  corrisponderanno  alle  generatrici  del  cono 
Le;  e  i  piani  delle  oo*  coppie  di  rette  omologhe  descriveranno,  al  muoversi  d'L, 
l'inviluppo  dei  piani  tangenti  a  «fr. 

Ora,  poiché  un  piano  passante  per  1  taglia  ciascuno  di  quei  coni  lungo  una 
sola  generatrice  variabile,  la  corrispondensa  che  passa  fra  i  coni  importa  un'omo- 
(;rafla  tra  ì  piani  del  fascio  l  :  di  modo  ctie ,  so  la  rigata  p  è  doppia  in  T  ,  e  il 
numero  m  +  m'—  1  —  i  supera  il  due,  tutti  quanti  i  piani  gg'  passeranno  per  l  ; 
onde  rimarrà  allora  a  considerarsi  soitanto  l'ipotesi  m  +  m'  —  1  -  t  ^  2,  sicché  la 
rigala  doppia  p  gard  necessariamente  cubica  o  quadrica. 

Considerando  inoltre  quei  raggi  comuni  a  x  6  x'>  ^^^  vanno  ai  punti  d' in- 
contro H,,H,,.,  Hi  delle  curve  e  e  e',  formando  i  fasci  di  rette  H,l ,  Htl ....  H^I, 
potrà  anche  supporsi  che  due  di  questi  fasci,  o  un  solo,  o  nessuno  di  essi  risulti 
composto  interamente  di  raggi  doppi  in  T:  per  altro,  mentre  la  seconda  ipotesi 
è  compatibile  con  l'esistenza  di  una  quadrica  doppia  p, ,  la  prima  ipotesi  è  sol- 
tanto possibile,  quando  la  rigata  p  non  sia  doppia  in  T. 

Affinchè  poi  risulti  determinata  la  corrispoadenia  suddetta  in  ogni  coppia  di 
coni  (razionali;  Le,  Le'  (e  quindi  anche  la  trasformazione  T)  basta  assegnare  ul- 
teriormente una  legge  algebrica ,  per  mezzo  della  quale  restino  dati  in  ciascun 
ponto  L  di  {  due  raggi  omologhi  distinti  ;;  e  g\  oppure  due  o  ire  coppie  di  tal 
sorta,  secondo  che  per  ogni  punto  L  passano  due  raggi  uniti,  uno  solo,  o  nessuno. 
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Una  legge  bì  fatta  dovrà  staccare  dalla  congruenza  X  una  rigata  ^^ ,  luogo  del  rag- 
gio g,  la  quale  sta  tagliata  in  una  sola  generatrice  variabile  da  ogni  cono  Le. 
(quindi  abbia  per  direttrice  semplice  la  retta  t)i  e  doirà  pur  separare  dalla  con- 
gruenza 1'  una  consimile  rigata  i'^.  (*).  Ora,  denotando  con  h  la  looltiplicità  del)» 
curva  e„  per  la  superficie  i^-  bisognerà  che  risulti ,  conformemente  a  tali  condi- 
zioni : 

Itm  -  (m  -  I)  -  m/i  =  1 ,    ossia    ft  =  |i  -  ì  ; 

0  però  vuoisi  supporre  ii^2,  oppure  m=l.  Similmente  rispetto  alia  ^'^.  bisognerà 
che  sia  y-'<2,  oppure  m'=-\.  Dunque  (e  rigale  S  e  5' t  nft  caso  più  generale, 
non  polranno  esser  cfìe  fasci  di  raggi  staccali  rispeitiv.  sulle  due  congruenze  da 
due  piani  passanti  per  I.  Ma  per  m=  1  (o  m'=  I)  si  potrà  anche  toglier  come 
rigata  g  (o  $0  una  qualunque  superficie  d'ordine  t<^  (o  [Jl'>  contenente  la  retta  e  (o  e') 
per  linea  (ji.  -  l)-pla  (o  (ji'  —  l)-pla)  e  la  retta  l  come  semplice.  E  se  esiste  una 
quadrica  passante  ad  un  tempo  per  (  e  e  (o  e')  qualunque  sia  del  resto  m  (o  m'), 
e  non  sia  doppia  in  T,  essa  potrà  ammettersi  pure  come  riguta  i  (o  i'). 

Tutto  ciò  presuppone  che  le  due  rigate  idi'  siano  distìnte  1'  una  dall'altra: 
ma  non  potranno  esse  confondersi  in  una  Ej, ,  la  quale  abbia  l  per  direttrice  dop- 
pia, ed  una  sola  generatrice  variabile  in  ciascuno  dei  coni  Le  ,  Le'?  Delta  fi  la 
moltiplicità  di  c„  per  questa  rigata,  dovrebbe  risultare  : 

Xm-2(n»- 1) -mA=  1  ,     ossia    X-A= — , 

e  per  conseguenza  m  =  1  ,  A  =  X  —  l  ;  sicché  la  rigata  (irreduttibile)  \i  d'ordine  X 
conlerrebbo  una  direttrice  doppia  ed  un'altra  (k—  l)-pla.  Dunque  l'ipotesi  pre- 
detta non  è  ammissibile.  —  È  poi  quasi  superfluo  a  rilevare  che ,  quando  un  sol 
raggio  unito,  o  niun  raggio  unito,  appartengasi  al  punto  generico  l,  farà  d'uopo 
assegnare  non  una,  ma  due  o  tre  rigate  k  e  due  o  (re  rigale  $',  afllnchè  resti 
pienamente  individuata  la  corrispondenza  biunivoca  (inchiudente  una  trasformazìo - 
ne  T)  fra  1'  una  e  1'  altra  congruenza. 

7,  Il  nuni.  prec.  non  mostra  soltanto  la  via,  ma  offre  anche  i  mezzi  opportuni 
ad  una  trattazione  esauriente  delie  trasformazioni  T  di  2*  specie.  Con  tutto  che  !e 
possibilità  differenti  non  sian  troppo  numerose,  ci  restringiamo  qui  pure  ad  indi- 
carne alcune  fra  le  principali. 

a)  Siano  /  e  X'  due  congruenze  lineari  (1 ,  e,)  ,  (I ,  e',)  aventi  una  stessa  di- 
rettrice I,  e  suppongasi  in  prima  che  ogni  rag^'io  comune  a  X  e  X'  sia  unito  in  T. 
Sarà  dunque  unita,  punto  per  punto,  la  quadrica  p^  che  ha  per  direttrici  le  rette 


(*)  Si  osservi  che  gli  ce'  coni  Le  costituiscono  un  fascio   di   superficie.  Ved. 
i  mia  Nota  "  Sui  sistemi  lineari  di  coni  „  nella  Rivista  di  Hatematica,  1893. 
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£  ,  c,  ,  c',  ;  e  p.  c  i  due  fasci  di  piani  Le  ,  Le'  dovranno  esser  riTeriti  prospelli' 
vamenle  fra  loro.  A  ciò  si  perviene  nel  modo  più  generale  assumendo  in  X  due 
rigate  1^^  ,  ^^  con  la  retta  t  por  direttrice  semplice,  e  la  e  rispettiv.  (p;—  I)— pia 
e  (V— l)-pla  — e  cosi  in  X'  due  somiglianti  rigate  |'^'  e  V.i< ,  che  debbano  corri- 
spondere a  quelle  (n.  6).  La  superficie  <&  risulterà  necessariamente  rigaia  e  con 
la  retta  l  per  direttrice  neniplice:  le  due  coppie  di  raggi  omologlii  uscenti  da  L  e 
situati  ordinatamente  in  g^  e  i'^,  ,  ^^  e  ^^.  stanno  in  due  piani  tangenti  a  <S>,  l'in- 
tcrsetione  dei  quali  è  la  generatrice  di  questa,  che  passa  per  L.  Viceversa  è  chiaro 
che,  data  a  piacere  una  rigata  tf  con  una  retta  direttrice  semplice  l,  e  Itssate  ad 
arbitrio  due  rette  e  e  e',  resta  senz'altro  individuata  una  trasformazione  T  ine' 
rente  alla  detta  superficie. 

Se  poi  la  quadrica  p  non  è  unita,  saranno  soltanto  coUtneaW  i  due  fasci  Le  ,  Le'; 
e  la  corrispondenza  fra  X  e  X'  si  potrà  stabilire  mediante  tre  coppie  di  rigate  ^ 
e  5'  come  sopra. 

b)  Sìa  p,  una  rigata  cubica,  i  la  sua  direttrice  doppia  ,  c„  e  c'„'  siano  le 
curve  segate  sopra  di  essa  da  due  supcrfluic  degli  ordini  m  — 2  .  m'  — 2  conte- 
nenti quella  retta  come  linea  rispottiT,  multipla  secondo  m-8  ,  m'  —  Z;  infine  X 
e  y'  siano  le  congruenze  (Rummeriane)  indifiduate  da  I  e  c„  ,  t  o  &„■  {").  Sup- 
posto m  >  i  ed  m'  >  4 ,  nessuna  di  quelle  curve  apparterrà,  in  generale,  a  supcr- 
Gcie  quadriglie;  e  però  (n.  6)  volendo  assegnare  in  ciascun  punto  L  di  1  due  raggi 
omologhi  distinti  g  o  g'  converrà  scegliere  due  punti  A  e  A'  su  e  e  e' ,  indi  to- 
glier g  =  L\.  ,  g'=  LA'.  Cosi  resterà  individuata  una  trasformazione  T,  per  la  quale 
è  unito  ciascun  punto  della  superficie  p,.— Ma  altre  ancora  se  ne  posson  trova- 
re ,  per  cui  non  sia  doppia  questa  superflcio  ,  o  che  ammettalo  in  luogo  di  essi 
uno  o  due  fasci  uniti  Ht  (n.  6),  H  essendo  uno  qualunque  degli  m  +  m'  -a  punti 
cooiuni  a  f„  e  c'„-;  oppur  non  ammettano  rigata  doppia  veruna:  e  qui  pure  la 
determinazione  si  compie  con  una  due,  o  tre  coppie  di  fasci  \.l  ,  k'I ,  omologhi 
in  /  e  x'-  ^  se  si  guarda  che  la  corrispondenza  fra  i  coni  Le  ,  Le'  riferisce  fra 
loro  anche  le  curve  e  e  e' ,  per  modo  che  un  punto  H  corrisponde  a  SÈ  stesso,  e 
tluc  punti  A  e  A'  si  corrispondon  fra  loro  qualunque  siasi  L,  si  vedrà  che  ognuna 
di  queste  allre  Irasform-'  ha  per  sostegno  un  complesso  di  rette  tangenti  .ni  una  corta 
superficie  rigata,  e  propriamente  alla  superficie,  che  nasce  dal  congiungore  i  punti 
corrispondenti  nell'omografia  individuata  fra  le  due  curve  e  e  u'  dalle  due  terne 
di  punti  omologhi  dati  H  ...  A  ...  ed  H  ...  A'  ... 

Corriepondenze  T  di  terza  apeoie. 

8.  Infine  le  congruenze  /  e  x'  abbiano  di  comune  uno  linea  focale,  non  rella 
Possono  aversi  due  casi,  secondo  che  le  due  congruenze  rimangon  distinte,  oppur 
i>i  confondono  in  una. 


(*)  Per  m  (o  m')  =  2 ,  sia  e  (o  e'}  una  conica  arbitraria  della  superficie  p, . 
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Cominciando  dall'ultima  ipotesi,  cui  si  pervengono  certe  trasrormasionì  che 
mutano  una  data  congruenza  Rummeriana  in  sé  stessa  (senza  muture  in  sé  stesso 
0);nì  raggio)  ai  può  subito  levar  di  mezzo  la  possibilità  che  questa  congruenza 
sia  il  sistema  dello  corde  d'una  cubica  sghemba.  Invero  ,  se  potesse  aver  luogo 
in  questo  sistema  una  corrisptjndenza  biunivoca  ule  ,  cho  due  corde  omologhe 
fossero  scmpro  in  un  piano  (n.  4) ,  &d  ogni  corda  sarebbe  coorjìiiato  algebrica- 
mente uno  solo  dei  due  punti  d'appoggio  sulla  cubica,  mentre  ciascun  punto  di 
questa  currisponderebbe  (ad  »*  corde  e  quindi)  a  tutte  le  corde  pas'^nti  per 
esso  ('). 

Sia  dunque  x^X'  ""^  congruenza  (I ,  c,^).  Il  punto  d*  incontro  di  due  raggi 
omologhi  g  D  g'  non  può  star  su  c„ ,  se  no  tutti  t  piani  gg'  passerebber  per  1  : 
sarà  in  consegucn^n  1  il  luogo  del  punto  gg'  :  e  neppure  potrà  esser  e.  una  retta, 
ma  si  dovrà  supporsi  m>2.  Per  un  punto  generico  L  di  1  passeranno  infinite 
coppie  g  ,  g'  Tormantì  sul  cono  L  e  una  corrispondenza  birazionale,  con  due  raggi 
uniti  u  ,  V,  distinti  generalmente  fra  loro,  o  sempre  confusi  in  uno  solo.  Un  piano 
passante  per  l  non  potrà  contenere  alcuna  coppia  di  raggi  g  g'  se  uno  almeno 
di  questi  non  coincide  con  I;  la  qual  cosa  accadrà  "(m  -  !)  volte,  per  essere  l 
raggio  (m  -  *)— pio  delle  due  congruenze  x  e  x'  sovrapposte  e  riferite  fra  loro  in 
corrispondenza  non  involutoria.  Se  ne  inferisce,  che  la  classe  dell'inviluppo  <fr  è 
2(in-  I),  e  che  quei  2(m~  t)  piani  tangenti  a  <b  che  passano  per  1  saranno  altresì 
tangenti  ad  ognuno  degli  oc*  coni  inviluppati  dai  piani  delle  coppie  g  ,  ^  uscenti 
dai  varii  punti  L  di  [,  coni  die  sono  appunta  di  classe  2(Tn^l),  come  per  altra 
via  si  conosce;  ecc.  Adunque,  la  corrispondenza  t,  staccata  sulla  curva  c„  dalle 
generatrici  omologhe  del  cono  Lc„  non  muterà  più  con  h ,  purchò  aia  m  >  S  : 
dacché  son  sempre  date  in  essa  2 (ni—  I)  coppie  di  punti  omologhi.  In  somma  si 
conoscono  già  su  e,  qualunque  siasi  L.  i  punti  che  debbon  corrispondere  in  virtù 
di  t'*  e  di  T  agli  m—  1  punti  comuni  ad  1  e  e:  e  sono  i  punti  ove  i  suddetti 
2(m~  1}  piani  tangenti  incontrano  ulteriormente  la  curva. 

Ne  viene  che,  supposto  m  >  3,  le  rette  u  e  o  dovranno  passare  costantemente 
pei  due  punti  uniti  U  e  V  di  i  :  cosi  che  allora  la  superficie  doppia  di  T ,  luogo 
di  esse  rette  u ,  v,  sarà  una  coppia  di  piani  lì} ,  IV.  Similmente  saranno  sempre 
omologhi  in  T  due  piani,  quando  proiettino  dall'asse  I  due  punti  omologhi  in  t  ; 
onde  per  mezzo  di  detta  corrispondenza  birazionnle  t  sarà  pienamente  individuata 
la  trasformazione  T  ;  o  l'inviluppo  dei  piani  gg'  sarà  la  superficie  rigata  *((„_,), 
che  nasce  al  congiunger  fra  loro  i  punti  omologhi  in  t  ,  superficie  contenente  la 
curva  e  come  direttrice  doppia.  Viceversa  ò  chiaro  come,  essendo  data  a  piacere 


(*)  Ciò  non  toglie  che  una  tal  congruenza  di  rette  possa  rappresentare  prospet- 
tivamente il  sistema  dei  piani  tangenti  d'una  certa  superficie  O:  per  questo  è  &nzi 
sufficiente  che  aia  *  una  rigata  contenente  la  cinica  focah  a  direttrice  semplice;  e 
qoeBta  condizione  è  anche  necessaria. 
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una  curia  c„  (con  una  secante  (m  -  i)  —  pia  l)  o  su  di  essa  una  corrispondenza 
non  involutoria  x  ,  sia  perfettamente  assejjnata  una  trasformaeionc  della  specie  sud  - 
detta;  e  ciò  senia  aver  da  et^cluder  nemmeno  l'ipotesi  m  =  2,  quantunque  allora 
degeneri  la  rigata  0  in  un  fascio  del  2"  ordine. 

9.  Uà  nei  caso  or  ora  accennato  di  m  =  2,  sì  può  assegnare  anclie  un'altra 
generazione  di  trasform.'  T;  Invero  la  corrispondenta  fra  i  raggi  g  e  g'  uscenti 
da  L  safà  in  tal  caso  una  proietlività  sul  cono  quadrico  Lc^ ,  e  gli  oo'  piani  gg' 
intilupperanno  un  secondo  cono  quadrico  tangente  (come  dianzi)  al  primo  cono 
lungo  i  raggi  doppi  u  e  f  passanti  per  L  :  ma  le  tracce  U  e  V  di  questi  sulla 
conica  e  non  saranno  di  necessità  punti  fissi ,  però  che  la  superfìcie  <I>  è  presen- 
temente una  quadrica  (n.  8)  e  i  piani  tangenti  ad  essa  condotti  da  l  impongono 
due  sole  coppie  di  punti  omologhi  alla  corrispondenza  i  relativa  ad  ogni  cono  Lc^. 
Variando  L,  questa  corrispondenza  descriverà  sulla  conica  un  /ascio  di  omogra- 
fie, mentre  i  suoi  punti  uniti  U  e  V  descriveranno  un' ordinaria  involuzione  pro- 
iettiva alla  punleggiuta  (L)  :  sicché  la  superficie  doppia  p,  luogo  dei  raggi  uniti 
u  e  V,  sari  una  rigata  eubica  con  le  linee  e  ed  (  per  direttrici ,  semplice  l'una 
e  doppia  l'altra  ;  e  di  più  anche  la  quadrica  4  passerà  per  c^  ;  ecc.  Viceversa,  se 
sia  data  a  priori  una  quadrica  <(, ,  una  contea  qualunque  c^  sopra  di  essa  ed  una 
retta  l  appoggiata  in  un  punto  a  e, ,  il  cono  quadrico  circoscritto  a  4>i  da  un 
punto  generico  L  dì  1  risulterà  bitangento  al  cono  Le,  :  sicché  i  piani  tauj^entì 
del  primo  descrìveranno  sull'altro  una  proìettività  ordinaria,  in  cui  saranno  ele- 
menti uniti  le  generatrici  dì  contatto  dei  coni  stessi.  Di  più  ,  se  i  piani  tangenti 
condotti  per  la  retta  I  alla  quadrica  tagliano  ulteriormente  la  conica  nei  punti 
A'  ed  A,,  alla  generatrice  l  corrisponderanno,  per  l'omografia  stessa  e  per  l'in- 
versa, le  generatrici  LA' ,  LA,  ;  e  però  di  ogni  raggio  dì  y,  o  dì  x'  sarà  noto  il 
corrispondente  in  x'  ^^  ■"  X>  ^'^^^  resterà  senz'altro  individuata  una  trasformazione 
T  inerente  alla  quadrica  <l>. 

10.  Per  ultimo  le  congruenze  X  *  X'  ("■  8)  potranno  aver  di  comune  una  curva 
focale  e ,  pur  essendo  distinte  fra  loro.  E  primieramente  può  darsi  che  nessuna 
di  esse  sìa  il  sistema  delle  corde  d'una  cubica  ,  onde  sarà  x^t  >  e,,)  e  x'=(l'  >  Cm)  > 
dove  le  rette  l  ed  l'  tagliano  ciascuna  in  m-  1  punti  la  stessa  curva  c„(m>  1). 

I  fasci  di  piani,  che  proiettano  la  curva  e,,  dalle  rette  l  ed  t',  essendo  rife- 
riti proiettivamente  fra  loro,  produrranno  una  quadrica  p,  passante  per  1,1'  e  c„, 
luogo  dei  raggi  comuni  alle  due  congruenze.  La  c„  è  insomma  intersezione 
d'una  quadrica  p,  con  un  cono  d'ordine  m—  1  avente  su  questa  una  generatrice 
(m  — l)-pla;  posicchè  tutte  le  rette  di  p^  che  non  tagliano  I  taglieranno  in  m— 1 
punti  la  curva.  Il  luogo  dei  punti  gg',  spogliato  della  quadrica  p,  se  questa  è  su- 
perficie doppia  in  T  ,  sarà  una  superficie  S  incontrala  solo  una  volta ,  fiiori  delle 
linee  1 , 1'  e  e,  dai  raggi  di  x  ^  ^i  X'  (cfi".  "■  51  ;  oppure  sord  la  slessa  curva 
Ca,.  Nel  primo  caso,  denotando  con  X  ,  X'  e  f  lo  moltiplìcìtà  delle  linee  1 ,  1'  e  e 
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per  la  superficie  S  supposta  d'ordine  o ,  dovrà  riauUare  : 
7  +  X  =  Y  +  '^'  =  «-  1  ,  onde  X  =  X'  ; 

■)r  +  2X<ij;  quindi  X<1        e        if>o-2; 

dunque  la  superficie  S  può  esser  soltanto  un  piano  arbitrario  o  una  quadHea  pas- 
sante per  l  ed  1',  se  m  è  qualunque  ;  oppure  una  quadrica  die  passi  per  e,  ma 
non  per  I  od  1',  se  m  <  3  ;  oppure  una  superjicirt  cubica  passante  per  tutte  e  tre 
queste  linee,  se  ni<4;  od  anche,  se  m<3,  una  super/Uie  quarlica  contenentt 
la  curva  c„  per  doppia  e  semplicemente  le  linee  I  ed  I'  :  e  per  mezEO  di  una  tal 
superficie  S  sarà  sene'altro  individuata  una  trasformazione  T. — Nel  secomlo  caso 
per  ciascun  punto  C  di  c„  passeranno  oo*  coppie  di  rag^i  omologhi  g,g'  formanti 
due  fasci  omografici  Ci  ,  Ci',  che  risulteranno  altresì  prospeltivi,  qualora  si  sup- 
ponga unita  in  T  la  superficie  p,.  In  quest'ultima  ipotest  la  trasformazione  è  ioe- 
rente  ad  una  certa  superficie  rigata  ^  che  passa  per  c«;  ed  ogni  superficie  ri* 
gata  che  ammetta  a  direttrice  semplice  una  curva  c„  tagliata  m—  I  volte  da  due 
rette  l  ed  I'  è  inerent-i  ad  una  certa  trasformazione  della  specie  suddetta.  Ka 
ubbia  0  no  da  esser  doppia  la  quadrica  p ,  sarà  assegnata ,  e  nei  modo  più  ge- 
nerale, una  corrispondenza  fra  X  ^  X'  ^^^^  ^  individuare  una  trasformazione  T , 
so  si  conoscono  in  x  •  X'  ''"^  o  rispettivamente  tre  coppie  di  rigate  omologhe  \ 
0  V,  degli  ordini  arbitrarli  n  ,  n',  con  rette  multiple  secondo  n  -  I  «  n'  - 1  io 
1,1',  e  la  curva  c„  a  direttrice  semplice  ;  ecc. ,  ecc. 

11.  Secondariamente  può  anch' esser  supposto  (n.  10)  che  x  sia  il  sistema 
delle  corde  d'una  cubica  sghemba  k^,  ex'  una  congruenza  (I,/e,),  I  essendo  una 
corda  della  cubica.  Qui  non  potrà  darsi  che  i  raggi  omologhi  g  o  g'  sì  beline 
sulla  curva  ft, ,  per  la  ragione  stessa  già  addotta  al  n.  8  :  si  taglieranno  dunque 
negli  00*  punti  d'una  certa  superficie  S  -,  e  questa  non  potrà  esser  (come  facil- 
mente si  vede)  che  una  superficie  d'ordine  2p  -h  1  conlenenle  la  quarlica  dege- 
nere k, +  1  come  linea  p-pla.  Sicché  ogni  quadrica  del  fascio  avente  per  base 
ki+l  sarà  mutata  in  sé  stessa  da  T,  por  modo  che  la  schiera  di  rette  a  cui  ap- 
partiene (  si  muterà  nella  schiera  incidente  ad  l.  E  mediante  una  tale  superficie 
S  sarà,  come  al  solito,  individuata  una  trasformazione  T  ;  ecc. 

Le  due  rii;ate  quartiche  generate  dai  raggi  di  x  e  di  x'   che  incontrano  una 
stessa  retta  generica  r  si  tagliano,  fuori  di  questa  e  di  ftj ,  nei  quattro  raggi  co- 
muni alle  due  congruenze  e  incidenti  r ,  e  lungo  una  quintica  che  ha  un  nodo  in 
ciascuno  dei  punti  d'appoggio  di  1  su  ft  e  si  appoggia  ulteriormente  a  questa  curva 
in  quattro  punti  variabili  con  r;  onde  i  punti  non  singolari  comuni  ad  essa  quin- 
tica e  alla  superficie  S^+i  saranno  soltanto  in  numero  di 
5  {2p  -t-  i)  -  2 ■  Sp  -  ip  =  2p  +  5  ; 
questa  è  dunque  la  classe  della  superficie  O.  Ecc. ,  ecc. 
Torino ,  Dicembre  1894. 
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QUALCHE  FORMOLA  RELATIVA 
ALL' INTERPRETAZIONE  FATTORIALE  DELLE  POTENZE 


LETTERA  AL  PROF.  ALFREDO  CAPELLI 


GABRIELE  TORELLI,  a  Palermo. 


Permetta  che  io  sottoponga  alla  sua  considerazione  due  brevi  aggiunte,  alla 
Hemoria  Y Analisi  algebrica,  e  Vinlerpretazione  faUoriale  delle  potenze  ('). 

La  prima  riguarda  la  traduzione  della  rormola  di  A  bel  per  la  potenza  di  un 
binomio  :  vale  a  dire  in  essa  stabilisco  la  formola 

(1)  (ai+yf=2  (")y(y-Wn-  irViT  +  rftp"', 

n  essendo  un  intero  positivo,  ed  h  una  quantità  arbitraria. 

Per  fare  ciò  agevolmente  non  occorre  altro  cbo  adattare  il  procedimento  se- 
guito dal  d'Ovidio  per  dimostrare  elementarmen  te  la  detta  formola  di  A  b  e  I  (**). 

Verificata  la  (I)  per  n  =  2,  l'ammetto  per  la  potenza  fattoriale  n,  e  pongo 

<2)  £  (")  (y  -  rh  +  ifix  +  Th)^  =  f  (a: ,  y  ,  n). 


(*)  Giornale  di  Battaglini  Voi.  XXXI  p.  291. 
{••)  Stesso  giornale  Voi.  VI  p.  37. 
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Dico  che  sì  ha 

<3)  f{x.y,n)  =  f(x  +  h,y-h,n). 

Invero  da  <t)  e  (3)  si  trae  facilmente 

fico  ,y  ,n)-{ai  +  yf-n(,k~'ì)fixi-h,y~h,n-\), 
donde 

f  (3C,y.n)  =  (x+yf-n(lir~i){cc+yf^  +  n  (n-i)(h-l)»(«+y)*^-  •  ■  ■ 
+  (-  !)-•  n(n  -  I) ...  2  (h  -!)•-•  (x  +  y)+  (-  1)"  n(n  -  1) ...  Uh  -  1)-. 

Poiché  il  secondo  membro  di  questa  eguaglianza  non  cambia,  se  ri  si  mutano 
X  ed  y  in  x  +  h  ,y  -h,  resta  dimostrata  la  verità  della  (3). 

Gi6  premessa  moltiplichiamo  ambo  i  membri  di  (l)  per  x-f-y  +  n.  Nell'eae- 
guire  il  prodotto  al  secondo  membro,  noto  che 

x  +  y  +  n  =  (x  +  rh  +  n-r)  +  (y-rh  +  T) 
ed 

0=(^^')-G^)^ 

laonde  dopo  facili  riduiioni  si  ricava 

{x+yy^'=  £  (^t^)y<y-^*^-^^y~i<^+^'*)'^^^+yinx,y,n)-nx^h.y-h,n}] 
e  quindi  per  la  (3) 

{x  +  yf*^=  2  (^'^^)y(y-rh+ì)~'(,x  +  Thf^^, 
oioè  la  (I)  per  la  potenia  fattoriale  n+  1. 
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Posto 

F  (aj)  =  k^  +  A,a3*^  +  . . .  +  A._,  x  +  A,  , 

e  adattando  i  ragionamenti  che  si  sogliono  fare  negli  Elementi  per  passare  dalla 
formola  di  Tartaglia  a  quella  di  Taylor  pei  polinomi!,  e  a  quella  di  Leib- 
nitE,  si  traggono  dalle  (I) 

F(x + y) = m + i  Pte  ?w + "'"-;',''+"  r^+2io + y^^wi^^m 


+...4.»"'-'°-''V"'" F.-»[xK..-i)Mt'"''-""r"'"'  f^^^-m 

(n-1)!  ni 

(x-H...+aj,_,+a?J'  =  2]^,  _"'  ,^  ,a?t...ir,_.f.X)-r.ft,+  l)'''"^  .  .  . 

csseado  le  h  quantità  arbitrarie. 


La  seconda  aggiunta  contiene ,  mi  si  conceda  la  frase ,  una  interpretazione 
delle  forinole  di  interpretasione  fattoriale  delle  potenze,  che  muta  tali  forinole  in 
relazioni  fra  le  (ureìoqì  euleriane. 

Osservando  che 

"    r(j!)     ' 

e  tenendo  presento  le  proprietà  fondamentali  delle  funzioni  r  e  B,  si  vede  subito 
che  la  formola  (3)  del  $  1  della  sua  citata  Memoria  si  traduce  in 


B{a; 


3/)  =  £(?)BCa!  +  n-r  ,  y-r). 


Questa  é  caso  particolare  (per  m  =  2)  dell'altra 
r(iP.)...r(3;J_.  y     m      r(x.+r.)...r(a;.+rj 
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la  quale  s'otterrebbe  dalla  interpretazioac  fattoriale  della formola  di  Leibniti, 
oppure  rientra  (facendo  /i  =  0)  nell'altra 


y  /n\     y       B  (a;  +  rh  +  n  -  r  ,  y  -  r/n-  r) 
~  ^\r)  y-rh  Bix  +  rh.y-rh)  ' 

che  8'  avrebbe  dalle  formolo  più  sopra  indicata  con  (1). 

La  forinola  (7)  del  $  II  della  sua  citata  nota  d&  luogo  ti  quest'altra 

B{ir+n+I,zj+(-I)"B(ot!,2+n+l)  =  ^  (-O'BCac+n-r.j-l-r). 

Senza  più  oltre  insistere  terinìDO  notando  cbe,  posto 

iji(a5)  =  Aoa:"  + A,a:""'  +  .  .  .  +  A„., a;  + A,, 
dalla  (4')  del  }  IV  del  suo  articolo  nasce  la  seguente 

r  r  e-l^>  u'-  '  t)»-'  9  (u  +  t))  d«  cip 
B{a: ,  y)='*'''     ^ — 

la  quale  può  considerarsi   come  un'estensione  della  formola  fondamentale,  cbe 
esprime  la  B  per  metzo  di  funzioni  r. 

Se  Ella  crede  che  viilga  la  pena  di  dar  pubblicità  a  questa  mia,  la  iaserìsu 
nel  Giornale. 

Piilermo ,  aprile  1895. 
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SniLE  SOLUZIONI  SINGOLARI 

DELLE 

EQUAZIONI  DIFFERENZIALI  ORDINARIE  DI  1°  ORDINE 

FER 
LIA    PREDELLA 

{CoTilinuazione  vedi  Voi.  XXXIH  pag.  31-86). 


PARTE    IL 
F,QÙAZIONI  DIFFERENZIALI  DI  GRADO  1%  2» ,  3»  IN  p. 


1.  Equazioni  differenziali  di  1."  grado. 

Teobeiia.  Un'equazione  differenziale  di  ì.'  grado  in  p  non  ammette  mai  una 
soluzione  singoUiTC. 

Infatti  sin  l'equazione  differenziale  di  l.o  grado  in  p  : 

P  =  f{x,y). 

Già  dicemmo  die  se  f(x  ,  y)  è  una  funzione  analitica  di  x  e  y ,  esiste  del- 
l'equasione  differenziale  un  solo  integralo,  il  quale  per  x=a;o  diventa  uguale  ad 
una  quantità  y,,  e  questo  integrale  è  particolare,  ondo  risulta  chiaramente  che 
l'integrale  singolare  non  esiste- 

Poniamo  ora  l'equazione  differeoziale  sotto  la  solita  forma  : 

/■sadx  +  pdy  =  0, 

dove  et  e  ^  sono  funzioni  razionali,  intere  dì  x  s  y,  prime  fra  loro,  e  supponiamo 
che  l'integrale  generalo  abbia  la  forma: 

9  =  a  to  +  6  =  0 

dove  pure  a  e  6  sono  funzioni  razionali  intere  .di  x  a  y  prime  fra  loro. 

Le  curve  integrali  in  questo  caso  occupano  tutto  il  piano ,  giacché  per  ogni 
coppia  di  valori  di  a;  o  y  la  ^  =  0  dà  un  valore  reale   di   u ,  di  più   per  ogni 
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punto  del  piano  passa  una  sola  curva  della  famiglia,  fatta  ecceiione   per  un  nu* 
mero  fnito  di  punti,  quelli  comuni  alle  2  curve  basì  n=  0  ,  6  =  0  ,   i  quali  pure 
si  dicono  punti  base  :  per  essi  passano  tutte  le  curve  della  famiglia. 


duce  alla  stessa  p. 

E  ugualmente  g  si  riduce  ad  a ,  onde  : 


In  questo  caso,  adunque,  g  —  Q  è  un  integrale  particoltire  ,  ottenendosi  dal- 
l'integrale generale  col  porre  u^oo. 

£  qui  si  trova  una  nuova  dimostrazione  del  teorema  che  un'equaiione  dille - 
renKiale  di  1°  grado  in  p  non  ha  soluzione  singolare,  giacché  se  questa  esistesse 
per  la  teoria  generale  dovrebbe  essere  compresa  nella  equazione  g  =  0. 

Ponendo  mente  all'equazione  differenziale,  si  vede  che  la  curta   s  =  ^  =  0  è 

il  luogo  dei  punti,  in  cui  -^  =oo,  ossia  il  luogo  dei  punti  in  cui  le  corrispon- 
denti curve  integrali  hanno  la  tangente  parallela  all'asse  delle  y.  La  curva  9=0, 
come  la  curva  g  -=0,  passerà  per  i  punti  base ,  perchè  in  ciascuno  di  tali  punti 
l'equazione  differenziale  dovendo  dare  inllniti  valori  di  p ,  deve  ridursi  ad  una 
identità 

Eliminiamo  ora  ta  fra  l'equazione  dell'integrah  generale  : 

ow  +  6  =  0 

e  la  sua  differenziale  immediata  : 

da  M  +  d6  =  0  ; 

si  otterrà  l'equazione  differenziale  : 

^  adb~btia  =  0 , 

che  si  può  porre  sotto  la  forma  : 
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e  quindi ,  essendo  0  una  funzione  razionale  intera  di  ir  e  1/ ,  sarà  ■ 


dy        dy 

Ed  essendo  prime  fra  loro  le  due  fnnKioni  a  e  p,  segue  subito  cbe  ud  fattore 
multiplo  di  a  e  6  entra  in  0  e  un  fattore  semplice  no. 

Ma  si  ba  di  più  :  le  due  equazioni  sopra  scritte  si  possono  anche  porre  sotto 
la  forma  : 

9Cflw  +  6)      ,         ^  da     ^ 


dove  b>  b  una  costante.  Onde  sì  ricava  che  qualunque  sia  la  costante  ta ,  un  fat- 
tore multiplo  di  aio  +  b  entra  in  0,  un  fattore  semplice  no    Abbiamo  quindi    il 

Teoheha  :  Le  curve  muUipla  dì  una  curva  inlcgrais  qualunque  appartengono 
alla  curva  8  =  0,  (e  citroe  semplici  non  Io  uppartenj/ono. 

Reciprocamente  poi  dica  che  tutti  i  fittori  di  4  sono  frittori  multipli  di  aio  {-6 
per  determinati  valori  costanti  di  u. 

Infatti  sia  fi  un  fattore  di  S  ,  poniamo  : 


P  e  X  saranno  funzioni  razionali  di  x  e  j/. 
Allora  la  primitiva  sarà  : 

w  +  p  =  0, 

e  r  equazione  differenziale  : 

tto  +  X  dy  =  0  j 

dilTerenzinndo  la  prima  si  ba  : 


TOC.  ZXZIII. 


,y  Google  ■ 


)(  18C  )( 

onde  in  quosto  caso  )a  Tunzione  0  <che  necessariamente  non  è  più  intera)  è  ugua- 
le a  ' 


Allora  -rr  »!  annulla  con  fi,  e  perciò  quando  h  si  annulla,  p  si  riduce  ail  una 
costante,  che  iudiclicrcmo  con  Ug ,  ossia  : 

p  =  F  -  IO,  , 

dove  P  è  una  funzione  razionale  cho  si  annulla  con  h.  Moltipllcando  per  a  ciascun 
membro  dell'uguaglianza  scritti,  si  ottiene  : 

6  =  Fa  —  (Og  a. 

Essendo  b  ed  a  funzioni  intere,  do?rà  essere  Fa  funzione  intera,  e  perchè  F 
si  annulla  con  fi,  Fa  sarà  difisibile  por  h,  osjia  3;irà  :  Fa  =  /iP,  essendo  P  una 
funzione  razionale  intera  di  a;  e  ;/ ,  quindi  : 

aw,  +  ft  =  hP  ; 

il  che  prova  che  h  è  fattore  di  nug-t-fi  e  non  può  essere  fattore  semplice  perchè 
già  dimcstrammo  che  i  fattori  semplici  di  aufb  qualunque  sia  u  non  entrano  in  6- 

Possiamo,  adunque,  concludere  col  seguente  teorema  che  caratterizza  la  fun- 
zione Q. 

La  curta  6  si  compone  di  luUs  le  curve  integrali  mu(f  Jple  (ossia  composte 
di  piii  rami  coinctdenlt)  ,  e  di  quelle  soltanto,  -  Analiticamente  0  =  0  è  un  l'n- 
sieine  di  integrali  particolari. 

Supponiamo  ora  che  esista  una  curva  fi  =  0  luogo  di  punti  multipli  ili  curre 
integrali,  allora  per  ogni  punto  (.x^y^)  del  luogo,  se  la,  è  il  parametro  dell»  curva 
integrale  a  cui  quel  punto  appartiene,  si  avrà  : 

"-T^ +  (""•  + "'to'" 


9  (aco-  +  6)      ,  .    da     „ 

,^— +  («,.. +  6,-  =  0 

e  quindi  9«  =  0,6^  =  0  per  tutti  i  punti  di  /t=0,  onde  /i=0  appartiene  alla  cuna 


^ 
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0  =  0.  Se  esiste,  adunque  ,  un  luogo  di  punti  multipli  esso  non  È  altro  che    una 
delle  curro  multiple  che  fanno  parte  delle  curve  integrali. 

1  Tcri  punti  multipli  delle  curve  integrali  sono  perciò  in  numero  finito,  il  che 
del  resto  doveva  accadere,  perchè  l'equazione  dilTereniiale  non  può  diire  più  di  un 
valore  di  p  che  in  un  numero  finito  di  punti,  quelli  comuni  allo  due  curve  a  =  0 
^  =  0.  Tra  questi  punti  si  trovano  i  punti  base,  perchò  ivi  si  hanno  infiniti  valori 
di  p,  e  quindi  ivi  l'equazione  difTercnziale  deve  riuscire  un' identità- 
Onde  le  due  curve  a  =  0  ,  ^  =  0,  l'una  luogo  di  punti  in  cui  la  tangente  alla 
curva  integrale  corrispondente  è  sempre  parallela  all'asse  dello  x.  l'altra  luogo 
dei  puoti  in  cui  la  tangente  è  parallela  uil'asse  delle  y,  hanno  in  comune,  oltre 
i  punti  fondameotaii  anche  i  punti  multipli  dello  curvo  integrali. 
Eicmpio.  Sia  l'equazione  diCTerenziale  : 

2y{x  +  I  )  (ix  +  [(y  -  D*  (y  +  2)  -  2  (3C  +  1)* J  dy  =  Q, 

il  cui  integrale  geuerale  è  : 

y^bt +  (as+  l)*  +  (i/-i)*  =  0. 

SI  trova  i  =  y  fattore  multiplo  ili  a. 

Le  due  curve  a  =  0  ,  p  =  0  s'incontrano  nei  punti  di  coordinate: 

a!  =  0        ,    y  =  0; 

x==2    ,    y=0 

che  sono  i  punii  base  della  lamiglia  di  curve  integrali  e  fanno  parte  non  solo  dì 
queste,  ma  di  tutto  le  altre  curve  che  si  considerano:  sono  punti  cioè  dello  curvo 

o  =  iy-  ì)Hy  -  2)  -  2  (a?  +  i)»  =  0  ,  g  =  y»  =  0  ,  8  =  y  =  0. 

Le  curve  a  =  0  ,  ^  =  0  oltre  i  punti  base  accennati,  hanno  in  comune  i  punti 
di  coordinate  : 

iC=- 1     ,    y  =  -2  , 
ir=-l     ,    y=     1 
che  tioD  fanno  parte  dulia  curva  0  =  0,   e   che    sono   multipli  l'uno  della  curva 
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(<j  =  -j- ,  la  CUI  equazione  e 

l'altro  della  curva  (o  =  0,  la  cui  equazione  (b  =  0)  è: 

La  prima  cur?a  ha  nel  punto  di  "coordinate  aj  =  -l,j/  =  -3  un  punto  doppio 
e  le  tangenti  sono  rappresentate  dalle  equazioni  : 

2x  -  3y  -  4  =  0 

2iB  +  3i/  +  S  =  0.   - 

La  seconda  ha  nel  punto  di  coordinate  x  =  — 1  ,  j/=l  una  cuspide  e  lataa- 
gento  cuspidale  ha  l'equaiione: 


Luoghi  di  punti  di  contatto  di  curve  integrali  diverse,  o  di  rami  di  una  stessa 
curva  integrale,  in  questo  caso  di  equazioni  dilTereniiali  di  T  grado  in  p,  non  esi- 
steranno. I  contatti  di  due  curve  non  potranno  avvenire  che  nei  punti  base ,  li 
dove  non  passa  una  sola  curva  della  famiglia,  come  accade  in  tutti  gli  altri  punti 
del  piano.  E  i  punti  di  contatto  di  curve  integrali  con  sé  stesse .  essendo  punti 
multipli,  saranno  in  numero  Qnito  e  apparterranno  alle  due  curve  a  =  0,^  =  0. 

2.  Equazioni  difFarenziali  di  2*  grado  in  p. 

Sia  l'equazione  dilTerensiale 

adx*  +  2  ^d£cdy  +  -^dj/*  =  0 , 

duTe  al  solito  le  a ,  ^  ,  -f  sono  (unzioni  razionali  intere  dì  x  e  y  a  non  hanno  un 
fattore  comune.  La  primitiva  completa  abbia  la  forma; 
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dove  pure  le  a  ,  b  ,  e  sono  Tuniioni  r.izioDuli  iulere  di  a:  e  1/  e  non  hanno  un  Tat  - 
tore  comune. 

Eliminando  u  (ra  la  primitiva  e  la  sua  dilTerenziale  immediata  ; 

daw*  +  2d6w  +  ilc=  0 
si  ottiene  l'equazione  dilTerenziale  : 

(cda  -  ade)*  -  4  (odb  -  6da)(Wc  -  cdb)  ^  0 
che  si  può  porre  sotto  la  forma  : 

Ada)* +  2Bda!di/ 4- Cdy' -  0. 
Allora  esiste  una  funzione  razionale  intera  H  ùi  x  e  y ,  per  cui  : 
A  =  tì«    ,    B  =  9p    ,    0  =  6^. 
Qui  avremo  : 


\  b      e  I 
Di  qui  si  ricava  subito  : 


la      M 
U      ì  i 


I  A      B  I 
I  B      C  I 


Ora  poniamo  : 


dx 

3c 


Indicando  con  Cg  ,  bp  ,  Cq  i  sottodcterininanli  di  k  corrispon<Jonti  ad   a  ,b  ,c 
"  dal  ^  dx  ^  8x  "  '"""®  '^*''  *»  •  ^»  '  t^  quelli  cor  ■ 
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1 


rispondenti  ; 


Sy'dy'dy' 


K*=      o,        6,        e, 


((,        6, 


I 


Si  verificano  quindi  subito  le  seguenti  uguaglianze  : 

A  =  fc,*  —  4  a,  e, 

B  =  ■-  6,  6t  +  2  a,  e,  +  2  flj  e, 

C  =  6,»-4a,  e,. 

Onde  evidentemente  risulta  : 

G=-4{c,  a,  — c,o,)*  +  4(a,  6,  —  ttj6,)(6,  e, —  6,  e,). 

Ma  per  alcune  proprietà  dei  determinanti  : 

6,  e,  -  6j  e,  =  ha 

f,  flj-  0,  o,  =  hb 

a,  6,  =  «(6,  =  ftc. 

Onde  si  ricava  : 

G  =  4  h'g. 

Epperù  si  ha  la  notevole  relazione  fra,  o  o  g: 

6»a  =  4ft»3. 

TEOREn.t  :  Un  fattore  scinjiftcc  di  g  dà  col  suo  annullarsi  una  soluzione  dvl- 
V  equazione  differenziale. 
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Infatti,  è  facile  Teridcare  l'uguaglianza  : 

A  da»  t  2B  tfsc  dy  +  C  dy*  =  {dg)*  -  ig  (do  de  -  {db)*) 
onde  : 

(dg)»  -  ig  (dn  de  -  (d6)»)  =  6  (a  da;*  +  2?  doc  dy  +  f  dy*). 

Ora  un  Tattore  semplice  di  g  non  difidc  dg  (*) ,  e  quindi  non  divide  0  ;  ma 
d'altra  parte  quando  g  si  annulla,  8Ì  anuuila  aoche  dg  e  perciò  si  annulla 

ot  do*  +  2p  dar  dy  +  Y  dy». 

il  che  prora  appunto  che  un  fattore  semplice  di  g  uguagliato  a  sero  dà  sempre 
una  soluzione  propria. 

Vogliamo  ora  trovare  la  condizione  necessaria  e  suQlciente,  allineile  un  fattore 
semplice  di  g  dia  col  suo  annullarsi  una  soluzione  particolare,  afUne  di  poter  iso- 
lare le  soluzioni  singolari  date  da  fattori  semplici  di  g. 

k  tale  scopo  premettiamo  la  dimostrazione  di  tre  formolo  importanti. 

Esistono  intanto  le  uguaglianze: 

g  =  oc  -  6* 
Sg__     dc_        ?!?_oh?^ 

3g  _    ec        2a     „.  £b 

2y"*ay    %  "     %' 

Queste  relazioni  si  possono  scrivere  anche  nel  seguente  modo  : 
ca-26&    +0C    =2^ 


5x 


dx     ftjc 


(•)  Con  ciò   intendiamo  dire  che  esso  non   è  contenuto   contemporaneamente 


iD  :r"    5~  • 
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Considerando  in  queste  tre  cquaiionì  come  ìnuognite  le  e  ,  - 
vando  che  il  determinante  de)  eistenia  è  lo  stesso  k ,  si  ricavan( 
cercate  : 


é|fl      Sft      9c 
dx     dx     dx 


Sg      db      Se 
dy     dy     dy 


a 

29 

e 

la 

ex 

ns 

dx 

Oc 

ex 

Ss 

3y 

8» 

ec 

8» 

9a     36      aj 

dx     dx      ór  ^ 


Supponiamo  ora  die  sia  h  Tattore  semplice  di  17  ;/i  non  potrà  diridere 
clic  una  delle  due  Tuniioni  a  e  e,  perchè  dividendole  tutte  duo,  come  fattore 
g  dovrebbe  dividere  iincUe  b,  e  le  a  ,  & ,  e  non  sarebbero  funzioni  prime  fra  li 
come  noi  abbiamo  supposto.  Supponiamo  adunque  die  h  non  di?ida  n  e  seri' 
mo  l'identità  : 

o  («i^*  +  26ii>  +  e)  =  {aia  +  b)*  +  g. 


Se  A,  per  un  valore  costante  otg  di  u ,  divide  au  +  b,  non  dividendo  a,  t 
dovrà  dividere  au*  +  2bu  +  c,  quindi  A=0  sarà  una  soluEionc  particolare  do) 
quatione  dilTerenziale  corrispondente  ad  u  =  cd. 

Reciprocamente  se  /i  =  0  corrisponde  alla  soluzione  particolare  ti>  =  i<io,  o: 
A  è  divisore  di  abt\  +  "2  bbÌQ  +  c  ,  U  devo  dividere  anche  aio,  +  6  ;  onde  basi 
trovare  la  condizione  necessaria  e  sufficiente,  alllncliò  per  un  certo  valore  costi 
di  b>  risulti  acii  +  (>  divisibile  per  A. 

Supponiamo,  adunque,  che  h  divida  au^  +  b,  allora  con  A  si  annullano  1 
solo  g  e  auo  +  b  ma  anche  i  loro  differenziali  e  quindi  con  /i  =  0  si  hanno  le 
Ibzioni  : 


/da  db\ 


/9a 


^S)^- 


0  perciù  anche  : 


da         db         da 
dy    "     Sy  dy 
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Un  si  ha  ancora  : 
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a 

b 

ts 

a 

0  u„  +  6 

29 

da 

dh 

lì 

Sa 

la         Ib 

8.» 

ex 

dx 

Sx 

= 

he 

ex  "'  ■  Sx 

Bx 

da 

db 

H 

da 

da          ih 

m 

ey 

H 

iy 

«» 

iy"'*iy 

Sy 

Annullandosi  h,  si  nnnultiino  j; ,  ou,  f  b  eie  quindi  anche  l'ultiino  delcr- 
mìnante  scritto,  opperò  ah;  ma  poiché  a  non  è  divisibile  per  /i ,  ed  A  ò  un  po- 
linomio irriducibile,  dovrà  h  dividere  k. 

Supponiamo  ora  die  A,  Tiitlore  semplice  di  g,  divida  k:  dico  clic  divide  au^b 
per  un  particolare  Tutore  costante  di  co. 

Prendiamo  una  fiinsÌDne  razionale  <}■ ,  tale  clic  sìa  : 

n^  +  6  =  h. 


Considerando  il  secondo  dei  due  determinanti  ora  scritti  ,  si  vede  che  g  6 
divisibile  per  A ,  0^  +  b  =  /i  e  a  non  è  divlsibilo  per  h  ,  sicché  deve  insieme  con 
/t  =  0  risultare  : 


(1) 


a  ,      01 


Or»  eon  A  ai  annullano  ì  diITcrcnzinli  di  £/  n  di  a|  t  b ,   quindi   insieme  con 
TDL,  min.  3J 
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/Sa  .      db\  ,       /da  .      db\  _, 


Sx 


fdy^O. 


Allora  tenendo  conto  della  (l)  con  /t=0  sì  deve  avere  ad^=0  quindr  <Jdr=0; 
ossia,  quando  A=0,  <]*  si  riduce  ad  una  costante  che  indicliercmo  con  w„.  Ora  in 
dtcando  con  a„,h„  le  espressioni,  a  cui  si  riducono  le  n  ,  b  quando  /;  =  0.  es- 
sendo a^  +  b==h,  dovrà  essere  aoUo  +  bo  =  0.  E  quinti  aug  +  b  ,  ridnccntlosi  ad 
CgUo  +  bo  ossia  a  zero  quando  h  si  annulla,  è  iJivìsìbilc  per  fi 
Conciudiamo ,  adunque  col  seguente 

Teorema  :  La  condizione  necessaria  e  svIJidenle  affinchè  un  fattore  sempiUe 
di  g  dia  col  Sito  annullarsi  una  soluzione  parftcolare  é  cfie  esso  sia  fnttore  di  k. 

Inoltre,  ponendo  mente  alla  relazione  ii^a  =  ik^g,  e  ricordando  che  un  Taltore 
semplico  di  g  non  è  fattore  di  0 ,  resulta  : 

Corollario  I."  La  condizione  ficccssaria  e  suffi-.ienle,  af^achè  un  fattore  sem- 
plice di  g  dia  col  suo  annullarsi  una  soluzione  parftcolarc  è  che  esso  sia  fallon 
muUipIo  di  0. 

Corollario  li.'  Dei  fattori  semplici  di  g  quelli,  e  quelli  soltanto  che  sono  sem- 
plici in  a  (ovvero  t  fattori  Bemplici  in  S,  o  infine  quelli  che  non  entrano  in  k) 
ddnno  primid'ue  singolari. 

Vediamo  clie  cosa  si  può  dire  dei  fattori  multipli  dì  g. 

Sìa  h  fattore  multiplo  secondo  in  di  g.  Dalla  relaziono: 

6  (a  da;*  +  ifi  dee  dy  + 1  dy*)  =  {dg)*  -  4j/  {da  de  -  (db)^) 

si  vede  che  h,  perchè  fattore  di  g  e  di  d^ ,  ò  fattori!  dì  0.  ARlnchò  /i=0  sia 
soluzione  propria,  ossia  tale  clic  quando  fi  si  annulla ,  si  annulli  anche 

a  (fa;*  +  2^  dx  dy  +  "(  dy* , 

Bìccome  annullandosi  h ,  si  annulla  dg  anche  privato  di  tutti  i  suoi  fattori  h,  con- 
verrà che  con  fi  si  annulli  anche  da  de  -  (db)*,  e  reciprocamente  so  con  h  si  an- 
nulla  da  do -(db)*,  fi  =  0  ft  una  soluzione  propria. 

Essendo  h  futtorc  di  g,  già  altrove  vedemmo  che  non  sono  possibili  che  questi 
due  casi  :  o  A  ù  littore  di  due  dei  cae(1]ciciiti  a  ,  b  ,  e ,  compreso  sempre  6 ,  o 
non  ditiJo  nessuno  del  tre. 
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Se  h  divide  a  e  b ,  ft  =  0  corrispondo  ali»  soluzione  particolare  (i)  =  <x>;  se 
h  divide  b  e  e,  /t  =  0  corrisponde  alia  soluzione  particolare  u  =  0. 

Supponiamo  ora  clic  h  non  divida  nessuna  delle  tre  funzioni  a ,  b  ,  e  :  io  dico 
che  A  =  0  non  è  una  soluzione.  Infatti  se  A  =  0  fosse  una  soluzione,  insieme  con 
ft  =  0  si  avrebbero  !e  relazioni  : 

da  de  -  (ti?.)»  =  0 
adc  +  cdrt -2bdb  =  0 
oc  -    b*    =0 
onde,  perchè  nessuna  delle  tre  funzioni  a  ,  b  ,  e  si  annulla  con  h  ,  si  ricava  : 
(la     tic 


=  (f)' 


dalle  quali  relazioni  risulta 


da     de     „dft 


da     db     di: 


ossia  quando  h  si  annulla  si  avrebbe  : 

a  =  a^e       ,       b  •-  to': 
essendo  «0  bo  quantità  costumi.  Ma  allora  a  e  6  avrebbero  la  forma: 

fl  =  0|,c  +  PA 

b  =  boC  +  QA , 

dote  P  e  Q  sono  funzioni  razionali  intere  di  a;  e  i/.  Ha  se  a  e  b  hanno  la  forma 
citata  si  ha  pure  : 

g  =  {a^-  b„')  e*  +  R/i , 

■love  R  è  una  funzione  razionale  intera  ài  x  q  y;  a  allora  h,  che  è  faltoro  di  g 
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0  non  può  diviilcre  (ro~  V  che  è  una  costante,  dc?o  dividere  e,  il  che  è  contro 
l'ipotesi  e  quindi  /i=0  non  può  essere  una  soluzione  (*) 

Un  rntloru  multipla  di  g  se  dì,  alunque,  una  soluiioiic,  è  fattore  certamente 
di  a  e  b  oppure  di  b  e  e.  Kaii  essendo  : 

j;  =  oc  -  ò* 

se  II  ò  ruttore  multiplo  ili  g,  dovrà  li  essere  fattore  multiplo  di  a  o  di  e. 

Abbiamo  quindi  i  sfguenti  teoremi  : 
I.*  Va  fattore  mitUiplo  di  g  in  generale  non  dà  col  suo  annullarsi  una 
soluzione,  e  se  la  dà  essa  è  particolare. 

II.°  Condizione  neccsmria  e  su(fi<:icnte  n/fiicliè  un  fiifloi'e  mnltiplo  di  g 
dia  col  suo  ariniiUursi  ima  S'Auzioiie,  è  cfte  etso  sia  fuliore  dt  b  e  /ìUfore  nitU- 
liplo  di  a  0  di  e. 

II[.°  Tutte  In  soluzioni  singolari  di  un'equazione  differenziale  di  2*  «/rado 
in  p  sono  date  dai  fattori  semplici  di  g  clie  non  entrano  in  k,  ovvero  dui  fai' 
lori  semplici  di  g  che  entrano  una  sola  volta  in  o,  o  ivfine  dai  fattori  sem- 
plici di  G. 

Riguardo  ai  fattori  multipli  di  g  abbiamo  ancora  il  seguente 

Teorema.  Vii  fattore  mutliplo  di  g,  che  dà  col  suo  anmUlarsi  una  soluzione, 
è  fatlore  multiplo  di  o. 

Infulti  se  A  =  0  &  una  soluzione  partìcoLire,  ed  h  entra  più  volte  in  g,  dovii 
ti  essere  fattore  di  b  ed  anche  di  a  o  di  e.  Sìa  fattore  di  &  e  e  ;  poniamo 

6  =  A'^        ,        e  =  A'y         ,        g  =  A"x . 

dove  4*  •  7  )  X  ^°"<^  funzioni  razionati  intere  di  a;  e  y  e  non  contengono  il  fattore 
h  perchè  noi  supponiamo  che  siano  r,s,m  le  rispettive  moltiplicità  del  fattore 
h  ia  b  ,  e  ,  g.  Indichiamo  in  gcncnilc  con  Mp  11  {-rado  al  quale  figura  il  fattore  h 
in  un  polinomio  qualunque  p. 

Ricordando  che  l'equazione  dilTi^rcnziale  delotta  dall'integrale  generale  può 
porsi  sotto  le  due  forme  : 

0)  (dg)*-ig{d<idc     (»0')=0 

(2)  (ndc  -  rdii)*  ~Ì(.adb  -  bda)  (Me  -  cdfi)  =  0 


(*)  Il  Casorati  ha  dimostrato  che  quando  k  fattore  multiplo  di  g  qod  divida 
uesBuna  delle  tre  funzioni  a,&,ceA  =  Oè  una  soluziane ,  questa  A  particolare  ; 
ma  non  lia  stabilito  che  questo  caso  non  può  sussistere. 
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da  db  dc^ 

dx  Bx  dx 

0a  afc  ac 

dy  dy  dy 


da         db  dg 

dx  dx  dx 


dy  dy  dy 


Hj>r  +  8-  t 


e  anche 


Distinguo  ora  tre  casi  : 

1.'  Sìa  2r>m, 
Allora,  essendo  g  =  aa  —  b*,  si  ha  subito:  s=m  e  tr  >  s. 
Quindi  dalla  {2}  si  ricava  :  Mj  =  ?«  -  2.  E  percii  ; 

M,  =  M„  +  9M<  -  2M,  >  m  +  2r  +  2s  -  2  -  4s  -I-  *  =  2r  -  m  +  2  >  2. 

2.*  Sia  2r<m. 
Allora,  essendo  g  =  ac-b*y  si  lia  subito:  $  =  2r. 
Dalla  (1)  si  ricava  :  Hj  =  nn-  8  -  2.  E  perciò  : 

Mg  =  Mj  +  2M4  -2H(>m  +  Sm+2r-2-2m-28  +  4  =  m-ar  +  2>2 

3."  Sia  2r  =  m.    Sarà    8  =  m  +  X ,    dove    X  >  0. 
Allora  : 

(dj?)»-ti7(dadc-(d6)») 
=  (mft"-'x(lflJ-ft"dx)»-4A'"xl(8A*-'«pdA+ft'(i?)tto-CrA'-'4idA+A''d<|i)»! 

=  (mA"-'xdfl+A"dx)'-ft"x  |4(sA'-'<pdA+A'd(p)tIa-(m<^ft»    dA+2ft»d^)»t 
=  m»V"-'xdA*(x  +  t*)  +  2mxt(A-A*"'"'(dx  t  2.^d<li) 

+  A»"(dx*  +  4 xdt*)  -  4  xA" da  (sA'"'  ? dA  +  A'd?). 
Ora: 

A"  X  =  g  =  oc  -  6*  =  a  f  A'  -  ^'*  A*  ; 
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Se  X  =  0  ossia  s  =  m  ,  :c  +  4*  i"^»  e  divisibile  per  A  e  allora  H.  =Sni  — 2.  E 
quindi 

Ma  >  m  +  2  (r  +  8  -  1)  -  2  (2m  -  2)  =  2. 

Se  poi  X  >  0  ossia  s  >  m,  allora  : 

X  +  **  =  A^  P 

doTC  P  =  (19  è  un  polinomio  non  divisibile  per  A.  Inoltre  : 

dove  I  è  pure  un  polinomio  non  difisibile  per  A.  -Infine  : 

(dx)*  +  4x  (rf*)»  =  (A*-'  I  -  2+  li^)*  +  4  (ti*)* (A^ P  -  4.*j  =  A^-'  T 

dove  T  6  un  altro  polinomio  non  divisibile  per  fi. 

Sìccliè  si  vede  che  i  termini  d'ordine  più  basso  contengono  il  fallare  A*"*'"' 
e  il  coelUcientc  di  queslo  fatlore  che  è  m  (m  +  2X)  Px  dA')  non  è  uUeriormcnle 
divisibile  per  A. 

Quindi  : 

ÌWs  =  2m  +  X-2. 

E  perciò  : 

Mo  =  M„  +  2H»  -3M8>m  +  2(i-  +  H-  1)-2(2m  +  X-2) 

=  ni  +  m  +  2wi  +  2X  -  2  -  4  m  -  2X  +  4  =  2. 

In  lutti  i  casi,  ailunquc,  A  b  Taltore  almeno  doppio  di  o. 

La  stessa  dimostrazione  si  fu  nel  caso  che  A  divida  a  e  e  0  non  &  e  e,  quindi 
il  teorema  è  dimostralo. 

CoBouiBio  :  I  [allori  miiUipU  di  g  che  non  enlrano  tu  a,  0  vi  cntrono  una 
sola  votUi,  non  danno  soluzioni. 

Consideriamo  ora  tutte  le  specie  possibili  di  fattori  g  a  e  k  formiamo  il  se- 
gurntc  quadro  : 

g=u'...v'      ...«»^+'...ji»''*'...A»*...i"  ...(*P 
0  =  11'  . . .  e'"'  . . .  W       ...  !"+•  ...h"    . . .  i»' . . .  I»r. 
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I  fattori  i(  entrano  una  sola  volta  in  ff  e  <t-  —  it  =  0  ù  una  soluzione  singolare. 

1  failori  V  entrano  una  volta  in  ^  o  pììi  volte  in  g--v  =  0  è  una  soluzione 
particolare. 

I  fattori  u>  entrano  più  volte  in  j7  e  una  volta  in  e-  — w  =  0  non  è  una  so- 
luEJone. 

I  fattori  z  entrano  più  volto  in  £>  ed  in  o  e  sono  fattori  dispari  dell'uno  e 
dell'altro  discriminanto.  —  Se  z  6  fattore  di  b  e  contemporaneamente  fattore  mul- 
tiplo (li  a  0  dj  e,  a=0  è  una  soluzione  particolare,  altrimenti  non  è  una  soluzione. 

I  fattori  h  entrano  solo  in  ff-—h  =  (i  non  è  mai  una  soluzione. 

I  fattori  i  entrano  solo  in  s--i  =  0  in  genunilc  non  è  una  soluzione,  in  par- 
ticolare è  una  soluzione  particolare. 

I  fattori  (  enirano  un  numero  pari  di  volte  in  g  eil  in  o. -Se  (  è  faLtorc  di 
6  e  contemporaneamente  fattore  multiplo  di  a  o  <li  e  ,  I  =  0  ò  una  soluzione  par- 
ticolare, altrimenti  non  è  una  soluzione. 


Veniamo  all'interpretazione  ^'comctrica. 

Per  ogni  punto  del  plano  passano  in  generale  due  curvo  integrali  :  fanno  ec- 
cezione sultimto  i  punti  della  curva  ^  =  0,  nei  quali  le  due  curve  vengono  a  coin- 
cidere in  un'  unica  curva, 

L'equazione  dilTurenziale  dà  in  ogni  punto  le  due  direzioni  delle  corre  inte- 
grali. Nei  punti  però  della  curva  a  =  0  le  due  direzioni  vengono  a  coincidere  in 
un'unica  direzione. 

I  fattori  dispari  di  {?  e  a  clic  sono  u  ,v  ,w  ,z  danno  col  loro  annullarsi  curve 
tali  che  da  una  parte  di  esse  cadono  cuivc  integrali  reali,  dall'altra  no.  Mentre  i 
fattori  pari  di  ^  e  di  a,  che  sono  li ,  i,l  uguagliati  a  zero  rappresentano  curve 
che  non  godono  di  questa  proprìclik. 

La  curva  t(  =  0  elio  6  tangente  alle  curve  integrali  che  passano  per  i  suoi 
punti  senza  confondersi  con  nessuna  di  esse,  è  una  curva  inviluppo  dello  curve 
integrali. 

La  curva  v  =  0  è  una  curva  integmle  doppia  :  in  ogni  punto  di  essa  le  due 
curve  integrali  coincidono  colla  curva  v  =  U  stessa. 

La  curva  w  =  0  è  un  luogo  di  punti,  in  cui  ì  due  rami  di  curva  che  vi  pas- 
sano appartengono  ad  una  stessa  curva,  sono  fra  loro  tangenti  e  non  oltrepassano 
la  curva  w  =  0,  la  quale  perciò  ò  un  luogo  di  cuspidi  delle  curve  integrali. 

So  s-0  è  una  soluzione,  geomctricamenle  rappresenta  come  la  t)  =  0  una 
curva  intefiralo  doppia,  se  no,  come  la  «  =  0  ,  6  un  luogo  di  cuspidi.  In  questo 
secondo  caso  z  =  0  ò  un  luogo  di  sovrapposizioni  di  2"  specie. 

La  curva  /i  =  0  e  evidentemente  luogo  di  punii  doppi,  perchè  per  ogni  punto 
di  essa  passa  una  curva  sola  con  duo  direzioni  differenti. 

La  curva  i  =  0  ò  un  luogo  di  punii  di  contalto  di  oopple  di  curte  integrali. 
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Se  1  =  0  è  una  soluzione,  1  =  0  rnpprcsenta  una  curva  inlpgrale  doppia,  seno, 
un  luogo  di  punti  di  contatto  di  cune  integrali  con  sé  stesse. 


Quanto  alta  curra  ft  =  0 ,  essa  contiene  tutte  le  cur?e  che  trovammo  appar- 
tenere oa{7  =  0oao  =  0,oa  tutte  e  due  insieme,  salvo  gli  inviluppi:  Foiebè 
si  vede  facilmente  che  un  fottore  inulliplo  di  g  entra  sempre  in  ft,  e  già  trovammo 
che  dei  fattori  semplici ,  quelli  clic  entrano  più  volte  in  a  entrano  in  k ,  quelli 
che  entrano  una  sola  volta  in  u,  non  entrano  io  ft  o  di  più  è  chiaro  che  i  rut- 
tori di  0  che  non  entrano  in  g  entrano  necessariamente  in  k. 


La  critica  fatta  dal  Workman  sui  lavori  del  Casorati   versa  sopra  tre  punti  : 

I.*  Il  Casorati  non  ha  tenuto  conto  di  singolarÌU\  diverse  dai  punti  doppi 
e  dalle  cuspidi. 

2."  Il  Casorati  non  ha  tenuto  conto  delle  sovrapposizioni  di  luoghi  di  na- 
tura diversa. 

3.°  Non  avendo  il  Casorati  considerato  che  luoghi  di  punti  doppi  e  cuspidi, 
era  inutile  l'indctermìnatczia  nei  vari  fattori  di  a  e  ^  ,  dacché  i  luoghi   di  punti 
doppi  dovrebbero  esattamente  comparire  al  2°  grado  in  g,  i  luoghi  di  cuspidi  al 
8"  grado  in  ^  e  al  V*  in  o,  e  cosi  via. 
Ora  io  osservo  che  : 

l."  il  Casorati  non  doveva  co:isiderare  luoghi  di  singolarità  superiori  il 
punto  doppio  e  alla  cuspide,  dacché  non  possono  esistere  curve,  per  ogni  punto 
delle  quali  passino  più  di  due  rami  di  curve  Integrali,  e  ciò  per  la  teoria  generale 
(soltanto  in  un  numero  Unito  di  punti  possono  passare  più  di  2  rami  dì  curve 
integrali)  ; 

2.**  per  la  stessa  ragione  il  Casorati  non  avrebbe  dovuto  considerare  so- 
vrapposizioni di  I*  specie  ili  luoghi  singolari  a  luoghi  singolari,  né  di  luoghi  sin- 
golari a  curve  integrali  particolari  —Per  i  punti  poi  dell'inviluppo  non  può  passare 
che  un  solo  ramo  dì  curve  integrali  parlicoinri,  perchè  quel  ramo  vale  per  due, 
dacché  nei  punti  dell'inviluppo  si  tagliano  due  curve  integrali  infliulumcnte  vicine. 
E  infatti  l'esenipio  dato  dal  Workman  della  sovrapposizione  di  un  inviluppo  ad 
un  luogo  di  punti  doppi  non  si  può  applicare  al  caso  di  equazioni  dilTcrentiali  <li 
2'  grado  in  p  (•). 


(*)  L'esempio  è  questo  :  la  famiglia  di  curve  integrali  è  generata  da  ana  della 
VOA  curve,  avente  nn  punto,  e  clie  si  muove  In  modo  che  il  punto  doppio  percom 
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3.  Nu)  abbinino  visto  come  )ii  irKillipItcilik  di  un  fattore  di  g  a  di  o  ,  dipen- 
dente liiilli)  natunt  gt^omctricn  (lolla  curva  clic  esso  uguagliato  n  zero  rappresenta, 
non  ti  nssolutamente  detcrmìiinlu,  ina  puf)  aumentare  senza  limile  in  cnusu  di  so- 
TrapposÌEÌoni  di  2*  specie  che  non  cambiano  I:i  n;tturA  della  curva.  -L'esempio 
citalo  a  pag.  32  proìa  colla  propria  esistenza  la  verità  di  quanto  dissi. 

3    Equazioni  differenziali  dì  3°  grado  in  p. 

Se  si  vuol  applicare  il  metodo  del  Casomti  allo  studio  delle  equazioni  dìfTercn- 
ziali  di  grado  superiore  al  2°  in  p ,  si  movano  coinpliciuioni  tuli,  clie  il  procedere 
riesce  assolutamente  impossibile. 

Tuttavia  in  un  caso  particolare  di  equazioni  di  3*  grado  (esso  pure  del  resto 
ahbiistaiiEH  generale),  l'ostacolo  delle  complicnzioiù  si  può  in  parie  superare,  cosi 
che  per  queste  equazioni  si  può  giungere  a  ijU'dchc  risultato 

Supponiamo  clic  rinterrale  generale  abbia  la  forma  : 

»o»  +  3w»  +  3fi  w  +  6  =  0  , 


ana  delle  sue  tangenti.  Supponiamo ,  per  semplicità ,  che  la  tangente  percorsa  dal 
pnnto  doppio  sìa  l'asse  delle  x,  ossia  la  retta  y  =  0. 

La  curva  integrale  che  ha  ii  punto  doppio  nell'origine  avrà  per  equazione  : 

f{x,y)  =  yv,  +  vt+  ,  .  .  +«,  =  0, 

dove  in  generale  «,  è  uaa  forma  omogenea  di  grado  r  ìnx  e  p;  m  è  evidentemente 
l'ordine  della  e  or  va. 

Per  ottenere  l'equazione  della  famiglia  di  curve,  ossia  l'integrale  generale,  ba- 
starli porre  a:  +  u  in  Inogo  di  x  ;  (O  sarà  la  costante  arbitraria.  Fatta  questa  sosti* 
tozione  avremo  : 

/(x  +  w,j«)  =  y«, +  !/,+  .  .  .  +J1.  =  0, 

dove  in  generale  u,  ^^^  ^^^  forma  omogenea  di  grado  r  in  x  +  (o  e  y.  Ka  poiché 
l'eitiazìòne  dell'integrale  generale  f(x+w,}/)  =  0  vogliamo  che  sia  di  2"  grado 
in  w,  dovremo  renderla  di  ì»  grado  in  a;  f  w,  perciò  dovremo  ammettere  che  man- 
chino in  Uj ,  Uj .  .  .  u^  i  termini  che  contengono  il  fattore  x  H-  to  elevato  ad  una 
potenza  snperiore  alla  seconda. 

Ma  in  tal  caso  tutta  la  funzione  fix  +  M,}/)  ha  il  fattore  j/,  e  l'asse  delle  x 
fa  parte  di  tutte  le  curve  del  sistema,  per  cui  la  natura  del  sistema  rimane  eesen- 
cialmeste  alterata,  a  le  considerazioni  del  Workman  non  sono  più  applicabili  ad  esso. 
voL,  uxiti.  So 
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ossili  clic  i  cocntcicnli  di  i»'  a  3iii*,  ìiitccc  di  Tunzioni  razionali  intere  liì  x  t  y 
tjunli  si  Togliiino,  come  sono  a  e  b,  si  nilucano  uà  una  mcilcsima  costaote  che 
per  semplicità  supponiamo  sia  Tunilà. 

Eliminando  (o  fra  la  primitiva,  e  la  sua  difTereniiale  immediata: 

3dabt  +  dh  =  (i, 

si  ottiene  l'equazione  dilTcrenziale  : 

31  fc  d««  -  21  o  (la*  (i6  +  9  da  dft»  -  d6*  =  0 

che  si  può  porre  anche  sotto  In  forma  : 

A  da;'  +  3B  d<r»  dy  -l-  ?C  tte  dy»  +  D  dy»  =  0  , 

dove  indicando  in  generale  con  p^ ,  Py  rispettivamente  le  derivate  di  una  funiioae 
p  rispetto  ad  ir  e  rispetto  ad  y  : 

A  =  21  6n^»  -  21  tt  n/  ft«  +  9  "^  6«*  -  6,* 

B  =  21  do,'  o„  -  9a  (a,*  &„  +  2a,  o^  6^^  +  3a,  6^»  ^■  6a,  b„  6„  -  V  *■ 

C  =  21  6fl,  dj,»  -  9a (fl^»  b^  +  3o, o^  b,)  +  3rtj(  bj*  +  6a„  b, b^  -  b, b^» 

D  =  21  b  0,»  -  21  a  o/  bj  +  9  Oy  b/  -  b„». 

Le  Funzioni  razionati  intere  A  ,  B  ,  G  ,  D  possono  avere  un  fattore  comune  S. 
Se  l'equazione  dilTercnzittlc  liberata  dal  fattore  6  è: 

Oo  da;'  +  3«,  da?  dy  +  Sa»  dx  dy*  +  «,  dy'  =  0 
si  ha  nllorn  ; 

A  =  6a^  B  =  9«,  C  =  fla,  D  =  »aji 

e  quindi  il  discriminanle  G  dell'equazione  diircrcnzinle  dedotta,  sarà  lo([.ito  al  di- 
scriminante 0  dell'equazione  dilTerenzialo  liberata  dal  fattore  0  dalla  rclaiione  : 

0  =  6*  0. 

Troviamo  ora  In  relazione  elio  Irga  0  col  dÌ3crimin.into  ff  della  equationo  In- 
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tcjjralc  rispetto  aj  co.  Notiiiino  che  : 

i;=(!.-a)'-4(6-o',(ii-  I) 

«  =  3'  I  (AD  -  BC)'  -  4 (AC  -  C)  (BD  -  C)  |. 

Poiitamo  : 

I  d,        b„  ]  I  A         B  I  I  A         B  I  :  B         CI 

U=       '         '',      «,=  ,      S,  =  ì  I,      5.  =  l 

i  o,        t,  I  I  C        B  I  [  B        C  I  I  0        D 


Si  verifica  subito  : 


,  A  -  a,  B  6,  B  -  6,  A  I 

,C-OiD  ò,D-6,C  i 


0  sostituendo  ad  A  ,  B  ,  C  ,  D  i  loro  valori  si  olticiic  : 


3l,= 


I  (-  So  o."  t  6'J.  Il,  -  b,<ì  n  3  (96  0,'  -  Ci  (i.  l,  ^  6,')  H  | 

I  (-  9n  o,"  +  6(1,  k,  -  6,')  H  3  (06  o,"  -  Sj  o,  6,  +  6,')  tt  | 

per  cui 

I  -  9ooJ4  6nx6i-6  *  96(r  *  -6aff,6_  +  6*  1 

S,  =  3  hir. 

I  -  9  a  à,*  +  6  fl,  6,  -  6,*  9  6(1,*  -  6a  n,  6,  +  6,'  I 

Quest'ultimo  determinante  i}  la  somma  di  9  determinanti  che  indicliiamo  con 
A,,  .  intendendo  che  A,i  sia  il  determinante  formato  con  tulli  i  primi  Icrminr,  A,j 
quello  formato  coi  primi  termini  della  prima  colonna  e  i  secondi  della  seconda  , 
e  cosi  via. 

Allora  si  vede  che  i  determinanti  A„  sono  tutti  nulli,  e  che  : 

A„  +  A„=     6(a-l)6,6,H 

A„  +  A„=  -9  (6 -(.)(.», 6, +  0,6,) Il 

A,!  +  A„  =  -  54(6  -  o') o,  o,  H  , 
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donde  : 

S,  =  3M1M^("-I)ft.  ftj,+  i6(b     a*}a^(ig-^b-a)(<i^b^-ì-a^b^)\. 

Fiicciiilo  poi  SII  5j  e  Si  trasforiunzioni  aiialOijlie  a  quelle  falle  su  $, ,  si  tro 
vano  II!  ugua<;lìanzu  : 

Sj  =  3"  n»  1(11  -  IJ  h^*  +  9 (/j  -  (t'J  '(^»  -  3  (f)  -  fl)  n,  h^  [ 

S,  =  3'  II»  I  {,1  -  i)  bj^t  +  9  (6  -  a*)  a*  -  3  (6  -  a)  a,  fr^  | . 

Ora: 

soslitucn<Io  a  S,  ,  S,  ,  Sj  i  loro  valori,  si  vuilc  dui  risultano  nulli  i  coclllcienti  di 

(a-1)»    ,    {b-u*,*    ,    Cfr-a)(ffl-l)    ,    (6-fl)(fr-a»J; 

inentro  il  cocfllciuiite  ili  {b—ai*  risulta: 

3*  li'  i  9  (o„  b^  +  «^  6„)*  -  36  n^  a„  ò^  '',  i  =  3«  II*  ; 

quello  di  (6-o*)(a— I)  risulta: 

3*  H' 12. 36  0^0^6,  fc„-a6(VV^VV^  ì=*-3'l"'- 
OiiJe  : 

G  =  Z*il*  \(h  -  ay  -  i{h  -  <i^){a  -  1)}  =3MI»j7. 

Abbiamo,  adunque,  )u  lonnola  : 

li' a  =3MI«3. 


Dovrei  qui  dare  una  dìnioslraxioiiu  an;ditica  dui  luorcni:)  runJitmcntate  : 
Va  fallare  Rcmj'lkc  di  g  dà  semiira  mi  sk'j  nnnaUarsi  una  soltizìanc. 
La  tralascio  invece,  e  ritenL'o  ujjuaiincnlu  come  diniostratu  il  leorciua,  avco- 
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(Ione  Oata  uiiu  diniostnizione  ri^'orosa  più  indietro,  quando  trutUi  il  caso  {jcncrulc 
di  equazioni  differenziali  di  grado  n  in  p. 

Qui  perà,  ciò  che  non  riuscimmo  »  furo  nel  caso  generale,  polrcmo  comple- 
tamente separare  i  fattori  semplici  di  g  die  danno  soluzioni  particolari,  da  quelli 
che  dùnno  soluzioni  singolari,  mediante  il  : 

Teokexa.  la  condizione  necessaria  e  na/JluìeiUe  offiiick^  u»  fallare  semplice 
di  g  dia  una  sofu:iouc  parlfcolarc  è  c/te  sta  fallare  di  H. 

Infatti ,  sia  h  fattore  semplice  di  g  e  sia  h  --0  una  soluzione  particolare  : 
esisterà  una  certa  costante  tOg  per  cui  : 

Wo^  +  3wo*  +  3a  (i)„  +  6 

risulti  divisibile  per  li.  L'espresaionc  scritta  si  può  porre  sotto  la  forma: 

^^  « 

(i)         (Wo+  ^\-a+  l)»(Wo-2  \/r^  +  1)  +  i6-(3a-2)4  2(l-o)M 

oppure  fotto  quest'altra: 

Ci)  {u,- VT^  +  ))»K  +  2  Vr^+l)+16-{3a-2)-2(l-a)'i 

Essendo  poi  9  =  (6  -  a)*  -  4  (ò  -  a')  (a  -  I)  possiamo  sorivcra  : 

(7  =  (6  -  (3a  -  2)  +  2  (  1  -  a/)  ((.  -  (3a  -  2)  -  2  { I  -  a)* ) . 

Ora  quando  h  si  annulla,  si  annulla  anche  ff  e  quindi  una  almeno  delle  due 
espressioni  : 

fc-(3a-2)+2(l-a)* 

6  _  (30 -2) -2(1  -o)»" 

e  perchè  anche  le  2  espressioni  (I)  e  (•!)  devono  annullarsi  con  h,  quando  h  =  0 
defe  ridursi  a  zero  uno  almeno  dei  due  prodotti  : 

(3)  (Wo  +  >/i  -  tt  +  1  )»  {w„  -  2  \li  -a  +  I) 

(4)  ("o-  \/T^+!)»(u„  +  2  'Jl-a  +  i), 
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che  ridotti  rasionalt  divcttUno  entrambi 


\  (Wo  +  iy  -  (I  -  a)  !*  I  K  +  I)'  -  4(1  -  a)  ! 


(wo*  +  2 Ub  +  a)»  (Uo*  +  2 Ufl  -1-40-3). 

Poiclir.  «iiiCEla  espressione  folto  una  della  sue  due  forme  irraiionali  (3)  (l) 
si  annulliiva  con  h ,  ora  sotto  In  rorma  raiionale  sarà  divisibile  per  A.  Per  lui 
ponendo  : 

Wo'  f  5coo  =  >],  (costante) , 

una  dulie  due  espressioni  ; 

n  +  )5o        ,        4a  f  )]a  -  3 

dovrà  essere  divisibile  per  h  :  in  ogni  chso  a  deve  avere  la  forma  : 

dove  G  è  una  costante  e  9  un  polinomio  in  x  e  1/. 

Ha  allora ,  poiché  (■>,>  -t-  3(-)g*  +  ìata,  +b  è  divisibile  per  h.  anche  b  deve 
avere  la  stessa  forma  di  a,  ossia  deve  essere: 

b  =  ^h  +  C', 

dove  C  è  unn  costante  e  ^  un  polinomio  \a  x  e  y. 

Prendendo  ora  le  derivate  di  a  e  b  rispetto  ad  a;  e  ad  t/  e  sostituendo  in  11 
si  vede  che  II  6  divisibile  per  li- 

Supponiamo  ora  clic  A,  fattore  semplice  ili  g,  sìa  fattore  di  H.  Allora ,  quando 
fi  si  annulla,  si  annullerà  anche  il  determinante  : 


da 


db 


db 


dy         Sy 

e  (luìiidi  esisterà  unn  funzione  razionale  /,  per  la  quale,  quando  A  =  0,  risulti 
<i6  =  /  ■  da  , 
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e  ponendo  : 
quando  h  =  0,  sarà: 


)(  201  )( 
<ifl  =  M-da  +  N-(Ìb, 
dff  =  (M  +  xN)  da. 


Ora  H  +  /N  non  può  annullarsi  con  />,  perchù  S3  ciò  fosse,  ft  dividerebbe  dti 
e  perciò  sarebbe  fiittore  multiplo  di  g  il  che  non  è  ;  ma  perdio  con  /i  si  annuii» 
dg,  doTri  annullarsi  allora  da,  ossia,  f]uan]o  A  =  0,  a  deve  ridursi  ail  uni  co- 
stante e  quindi  a  deve  avere  la  forma  : 

In  tiil  caso  dall'espressione  di  g,  che  pure  si  annulla  con  h,  risulta  clic  per 
h=0,  b  sE  riduce  ad  una  costante,  sicché  devo  essere: 

b  =  4.h  +  j), 

dove  4*  È  un  polinomio  e  t],  una  costante. 

Chiamando  allora  con  Uq  una  delle  radici  dell'equazione  in  u  (a  cocfllcicnti 
costanti)  : 

w'  +  3  u*  +  3  ijflM  +  )],  =  0  , 
è  chiaro  che 

w,»  +  3  Wo»  +  3  flWo  +  b 

si  annulla  con  h,  sicchò  /i  =  0  è  una  soUiKione  particolare.  Il  tooromn  ì:,  aihiiique, 
dimostrato. 

Implicitamente  venne  ancora  provuto  die  se  un  fattore  A  di  f/  dà  col  suo  an- 
nullarsi una  solutione  particolare,  a  e  b  Iianno  la  forma  P/tf  C  dove  C  ò  una 
costante  o  P  un  polinomio  in  a;  e  j/  E  reciprocamente  se  a  e  b  hanno  quelU 
forma,  ed  A  è  fattore  di  g,  h  =  0  è  una  soluziono  particolare. 

Dalla  formola 

6'o  =  3«HV 

si  ricava  che  un  fattore  semplice  di  g  che  entri  più  volte  in  o  é  necessariamente 
fattore  di  B  e  quindi  dà  col  suo  annullarsi  una  soluiione  particolare;  non  possiamo 
però  fllTcrmare  che  on  fattore  semplice  di  g  che  entri  una  sola  volta  in  o  non 
entri  In  H,  puicliò  Don  sappiamo  se  non  entra  in  6.  Abbiamo,  quindi,  il  teorema  : 
/  fattori  templid  di  g  che  entrano  piii  volte  in  e  danno  cot  loro  annid- 
larsf  soluzioni  parlicolari,  e  quelli  che  entrano  u>ta  sola  volta  in  o  danna  so- 
luzioni Biitgolarl  o  parlicolari  secondo  che  non  entrano  o  entrano  in  li. 
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Vrnìnmo  ni  Tnllori  multipli  di  g. 
Ponendo  : 

A  =  27  6  d'I»  -  27  o  d«*  dò  +  9  (ia  db*  -  d6»  , 

i^i  ha  r  identità  : 

'?.'(b-3a^-2)»A  =  (fl;'-36;o-l)Mff*(^l^l0»(7(a-l)df)'Jrt»-2I6fflff-2(a-lì'J'^'l. 

Snpponiamo  che  A,  Taltore  multiiilo  di  (7  secondo  m.  non  ditrida  a-1  né  rfo. 
Allora  i  termini  del  secondo  membro  che  contengono  le  minime  potenze  di  fl,  ossìa 
A""-*'  e  A"  (potenze  die  sono  nguiili  i|u.in  lo  m=2),   sono: 

-36(a-I}»(dff)*du  e  .!ifi.2.(o  -  l)Md:i)'-S  . 

il  primo  termine  contiene  il  fattore  A"  il  2",  a'("0 
Siccome  ; 

-36(a-l)*(dp;*Ja+2l6-2-(a-l)\dajV  =  -36(a-!)Mo|('/ff)»-W((i-l)(do)«-(il, 

à  chiaro  che^  nlllnchA  A  =  0  si»  una  soluzione,  conviene  clic  con  h  si  annulli 
r  espressione  : 

-  36(a  -  1)»  da  \  {dgf  -  12(a  -  I)(da)V  ! 

privata  dei  suoi  fattori  /i.  Ora,  osservando  che  dg  diviso  par  ta  massima  potenia 
di  /i  per  la  quale  k  divisibile,  si  annulla  ancora  con  h,  si  vede  che  ncH'un  caso 
e  nell'altro  deve  da  annullarsi  quando  A  =  0.  Ma  allora,  quando  /i  =  0.  a  si  riduce 
ad  una  costante,  ossìa  a  ha  la  forma 

«  =  ?(i  +  C 

dove  G  È  una  costante  e  9  un  polinomio  in  x  e  y. 

Se  poi  fosse  0  a—  I  0  da  divisibile  per  /(,  ancora  a  ha  la  forma  data,  quin- 
di :  Afllnchò  A  fattore  multiplo  di  g  dia  col  suo  annullarsi  una  soluzione,  è  neccs> 
sario  che,  quando  A  si  annulla,  a  si  riduca  ad  una  costante. 

Tale  conilizìono  è  poi  iinclio  sufTlcienti:  adlncliù  A=0  sia  una  sohiiionc  piir- 
licolarc ,  giiiculiò,  se  anniilhinilosi  A  fattore  di  er ,  a  si  riduco  ad  una  costunlc , 
per  la  forma  di  g  anche  b,  quando  A  ^  0,  si  riduce  ad  una  costante,  e  noi  gii 
vedemmo  che  se  annullandosi  un  fattore  h  di  g  (semplice  0  multiplo),  le  funiioni 
a  e  b  si  riducono  a  costanti,  I1-O&  una  soluzione  piirticolare.  Onde  sì  possoni 
stabilire  i  teoremi  : 


\ 
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I.  Vn  fattore  mulliplo  di  g  uguagliato  a  zero  in  generale  non  dà  una 
soluzione,  e  se  la  dà,  essa  è  particolare, 

lì.  Condizione  necessaria  e  svffteienfe  affinchè  un  fattore  (semplice  o  mul- 
tiplo)  di  g  dia  col  suo  annullarsi  una  soluzione  particolare ,  è  che  quando  esso 
si  annulla,  a  e  b  si  riducano  a  costami. 

III.  J  /afiori  semplici  di  g  che  non  entrano  in  H  danno  cot  loro  annul- 
larsi tutte  e  sole  le  soluzioni  singolari. 

In  questo  caso  di  equazioni  difTerensiali  di  S"  grado  in  p ,  afremo  lo  spec- 
chictto  dei  fattori  di  fr  e  9  dato  nel  caso  generale.  Ha  qui  potremo  dire  di  più 
clic   i  fattori  u  clic  non  entrano  in  H  danno  tutte  le  soluzioni  singolari. 

Cosi  come  nel  caso  del  i"  grado  anche  in  questo ,  le  soluzioni  singolari  si 
poterono  completamente  disgiungere  non  solo  dai  luojiiii  di  punti  singolari ,  ma 
anche  dalle  soluzioni  particolari.  A.nzì  qui  si  disgiunsero  ancora  lo  soluzioni  par- 
ticolari date  da  fattori  di  g  dai  luoghi  di  punti  singolari. 

Pavia  5  Giugno  189i. 


ANNUNZIO  BIBLIOGRAFICO 


Si  è  chiusa  testé  la  prima  annata  (Gennaio-Giugno  I89S)  di  un  periodico 
modestissimo,  ma  interessante,  di  matematiche  elementari:  ti  Pitagora  (Diret- 
tore :  prof.  0.  Fazzari  del  R.  Liceo  di  ATCllino).  Destinato  a  servire  come  pale- 
stra per  gli  alunni  delle  scuole  seconilarie,  esso  acquista,  oltre  a  ciò,  una  spe- 
ciale importanza  per  essersi  proposto  di  dilTondure  fra  i  giovani  l' amore  agli 
sludt  storici  riguardanti  le  scienze  matematiche.  E  specialmente  sotto  questo  punto 
di  rista  ci  permettiamo  di  richiamare  su  di  esso  l'attenzione  dei  nostri  lettori. 


TOL-  XSItll. 
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TEOREMI  SULLE  CURVE  ALGEBRICHE  PIANE 


Prof.  FRANCESCO  PALATINI 


ì.  DMc  nei  pi;inv»  *!tie  curvo  al;«'briclie  C"  ,  C  degli  ordini  n,  r,  se  sopra 
libili  IrnsviTs-ile  pssantr  per  t:n  punto  (ì'>>^o  S  detcrmìniaino  i  centri  .irmonici  <tì 
yi-jiil»  p  iM  rìiiscuii  piiKlit  il'iriorfriione  dclli  ronsiilcrata  trasversnic  con  laC, 
)m>stì  come  poK>.  rìspotio  ailo  inLTsoiLCinì  con  C,  (ìev' essere  ailunquc  r>  1}  ot- 
toiiìnmo  unii  curva  li.il'o  cui  p'.  prìi:à  $i  pof^sjno  riciiT.ire  aitimi  leorcmì  sulle  curid 
ttlt^obrìcht',  tli'i  iiii:iìi  i)  .:::<!>  i:;]  &'^^^t  ìn  tjuosta  Xota. 

Itii  ciirv.»  di  Olii  TOj:;ì."mo  irriliare  i  il  ìuoco  doì  punti  d*  incontro  dì  ogni  retta 
usoetito  da  S  ccn  l.>  p.'l:in  •■!  cr '!:u^  ;  d-ì  ;  unti  d'incontro  dcDn  medesima  con 
C  rì.-pclln  a  C:  ^  .;.-.:•  .;;:o  ;I  i...^,»  s:i'::cr.T:ù  da  un  Tascìo  di  rette  e  da  un  si- 
stc»t!i  di  ìndUv  iiv"  — p>,  or,'-;u'  j  e  i!":;>:ns:one  I  .  riferiti  in  modo  che  ad  ogni 
rugalo  d.'l  fascio  corri sjvr. ,!.;■■„>  «i  cjr  e  del  s:*t-.-nii  e  ad  ogni  curra  del  siste- 
ma un  r-ijigio  del  f iscio  ;  »!,:"..;j.'  a  ko^'.'u  cricca  è  in  j;enerale  dell' ordine 
n\r  — f^  *■  n:  -  nr ,  (.:ssi  ;  t  S  c,>»  lì.r-s'  r:>>i',  le  cut  tangenti  sono  le  rette 
f/tt"  «'lis.vii»  S  CI  ;  ii-i  i  »i".;;-'l  n»  ci  C"  co-t  (i  ?*•  polare  di  S  mpe.'(')  a  C. 

Os^.  Wl  caso  tii  M  -■=  I  ,  ;  =  r  -  I  b  niisira  cuna  passa  semplicemente  per  S 
e  passa  per  tutti  i  puitì  b.iso  dd  fisc'o  di  prime  polari  dei  punti  della  retta  che 
funiìona  da  C  rìspci;o  a  C". 

Ia  cur»a  in  ilisvorso  la  in.!  ol:;Tc:a.>  con  C^".  Si  tede  facilmente  che  la  C.'. 
jMSSi  *C(ri;;i\vt.";.V  j.r  j  |:,i..  ...  fr\:::f  i  i.^-rift/iie  di  C  co»  C. 

2.  È  noto  che  so  C  h.»  uà  r-::i.'  j-,"'.j  :a  A.  iiualora  «a  «  +  p  >  r,  le  polari 
ùi  orLÌine  p  di  un  p:ìr;o  ^.:  .:j;:.;;:i?  Jxi  ^ì-.r-i  pi^ssano  per  À  con  g  +  p  — r  rami, 
e  I  creò  ùbbiaino:  L  i  ly  .■;.(  ir»  |  j.  j.j  ^i:  -^LlAfAcià  o;s  +  f  -  r)  in  ogni  punto 
G?JiirUo  $-tlQ  di  C  yu-i'iì  sUt-rf>r.tttp  delie  f  (anfroUt  olio  C  in  qitef 
F:.to  ciiii.-.Jj'jj  il  Idi  so;.i  r,-;.,}.  <,-:;■,«  j  r^:»  |fr  D;p-rp-r)  delle  tangenli 
r   :  :•.  C."  '.  :  ri  ;-j:[:j  #,.j  o  ^  -,  ;;..,  f:.-,',j  j;,!  p  *  p  >  r.  Analogaaiante;  Se  unii 
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reità  SA  ka  :n  A  un  eonlallo  B-pun!o  con  C,  essa  vi  ha  con  CJ""  un  coniano 
n(s  +  p  -  T)-punto,  punhè  sia  s  +  p  >  r.  Cosi  per  p  =  r  —  1  si  ha  che  ogni  (lunlo 
di  spinplicc  contarlo  di  iinu  t:in<.ciitc  SA  alla  C  in  A  è  tale  che  la  SA  vi  ha  un 
contntlo  n-]iUH/o  con  la  Cp'''"  (si  avrà  un  semplice  passsigtiio  per  n=  I). 

É  poi  chiaro  che  :  Per  ogni  ptiiìto  D  i-jilo  generico  di  C"  la  €„*'  possiede  p 
I>iin/r  (ì  centri  armonici  di  grado  p  di  D  rispetto  alle  intersezioni  di  SD  con  Cj, 
aUiìteaii  con  S;  e  che  si;  vna  retta  SB  ha  un  rontaV.o  s-punto  con  la  C"  in  B, 
la  SB  ha  un  contatto  s-punlo  con  la  Cp"'  in  p  punti  di  questa. 

3.  Nel  caso  particolare  ia  cui  C  sia  un  sistema  di  r  rette  uscenti  da  un  punto 
R  ognuna  delle  C^*  (polari  di  ordine  p  dei  punti  di  C  rispetto  C)  si  compone  di  p 
rette  passanti  per  R,  ed  in  oj^iiuna  di  l;.li  C  ne  coincidono  n,  cioè  tutto  quelle 
clic  h.inno  per  poli  le  intersezioni  di  C"  con  la  retta  che  unisce  R  col  polo  di 
quella  data  C^  Perciò  si  vede  che  le  n(p-  — p)  curve  CP  che  passano  per  un  punto 
qiialiin(]uc  del  piano  coincidono  n  ad  »  e  no  rimangono  cosi  r  -  p  di  distinte  Ora 
candotta  una  retta  per  S  le  corrispondono  n  curve  C?  (in  ycncrale  distinte),  cioè 
jip  rette  dei  fascio  con  centro  R.  Tirata  poi  una  retta  per  lì,  essa  appartiene  a 
r—  p  curve  CP  distinte,  ad  ognuna  delle  (juali  corrispomle  un  riiggio  per  S,  rag- 
gio che  corrisponde  dunque  a  quella  retti  per  I!.  Dunque  il  nostro  luogo  in  que- 
sto caso  può  consi'lerarsi  generato  nieiliante  i  due  Tasci  It,  S  riferiti  in  modo  che 
ad  ogni  raggio  di  S  ne  corrispondono  up  ili  R  e  ad  ognuno  dì  R  ne  corrispon- 
dono r-  p  di  S,  cioè:  Quando  la  C  si  eo'nj)o;ie  di  r  reffc  passanti  per  un  punto 
R,  la  curva  di  cui  Iralliamo  è  dell'  ordine  np  +  r  -  p  =  (n  -  1)p  +  r  ed  ha  un 
punto  di  mìiltiplicilà  r  —  p  in  S  ed  mio  di  mulliplicUà  np  in  R. 

4.  Applichiamo  gli  ottenuti  risultati  alla  ricerca  di  qualche  teorema  sulle  curvo 
pian'.  Per  n=  I  ,  p  =  r—  1  abbiamo:  Si  una  curva  C  non  /tu  né  punii  multi- 
pli né  cuspidi,  data  una  retta  C<  ed  un  punìo  S  qualunque,  sì  Ax  che  S,  i  poli 
di  C  rispetto  a  0',  i  punii  d' inconiro  di  C  con  la  C  e  quelli  con  la  prima 
polare  di  S  rispeilo  alla  C  stosa  (in  generale  2'i'-r4-I)  punti)  sono  siiuali 
in  una  curva  di  ordine  r.  cfte  6  la  C"',.,  (n=  !)  (ti  S  rispetto  a  C  ,  C.  Que- 
sto teorema  ò  una  gcncrallzzatìono  di  quest'altro  noto:  Se  due  angoli  sono  circo- 
scritti ad  una  conica  C,*,  i  quattro  punti  di  contatto  dei  loro  lati  ed  i  loro  ver- 
tici sono  punti  di  un'altra  conica  C,*,  ed  ogni  retta  (possiamo  ora  aggiungere)  the 
esce  dal  vertice  di  uno  dei  due  angoli  taglia  C,^  in  due  punti  che  sono  separati 
arnionÌCi.mcntc  dal  punto  d'incontro  con  la  corJa  di  contatto  dell'altro  angolo  o 
dall'ulteriore  punto  d' incontro  con  la  C/. 

La  Cp"''  taglia  C"  oltre  che  negli  nr  punti  d' incontro  di  questa  con  C  in  al- 
tri ri)(n— 1)  punti  in  generale  (le  riduzioni  da  ftrsl  nei  singoli  casi  particolari 
riescono  ovvie  dopo  le  considerazioni  giil  fatte  ed  a  quelle  che  faremo  nei  numeri 
successivi).  Se  è  P,  uno  di  questi  punti,  esso  sulla  SP,  dev'  essere  centro  armo- 
nico di  grada  p  di  un  altro  punto  P,  d'intersezione  di  SP,  con  C*.  Abbiamo  cosi 
il  teorema:  Dole  due  curve  C"  ,  C  generiche ,  vi  sono  sulla  0"  delie  coppie  di 
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punti  P,  ,  Pi  foli  che  la  Telia  P,Pi  taglia  C  in  un  sistema  di  punti  rispetto  al 
quale  P,  è  centro  armonico  di  grado  p  dì  P, ,  e  te  rette  determinate  da  queste 
coppie  di  punti  formano  un  inviluppo  della  classe  rn(n  -  1)  (numero  indipen- 
dente da  p). 

Nel  caso  di  r  pari  e  p  =  ^  si  lia  clic  se  P,  è  centro  armonico  di  grado  ^  di 
P,  rispetto  alle  intersezioni  di  P^P,  con  C,  viceversa  P,  è  centro  armooico  di 
grado  =  di  F,  rispetto  allo  stesso  sistema  dì  punti,  quindi  lern(ft-l)  interseiioai 
di  G"**  con  C"  sono  due  a  due  allineate  con  S,  e  la  classe  del  nostra  inviluppo  si 
riduce  a = .  Per  r  =  n  =  2  abbiamo  un  inviluppo  della  seconda  classe  avente 

in  comune  con  ciascuna  delle  duo  cuniche  date  lo  tangenti  nei  loro  punti  d'in- 
contro Dunque:  Lt  tangenti  a  due  coniche  nei  toro  punti  d'incontro  aiyparlea- 
gono  ad  un  inviluppo  della  seconda  elasse,  che  è  tale  che  ogni  sua  retta  taglia 
le  due  curve  date  in  due  coppie  di  punti  separate  arnionicrimente.  Sì  ricavi  il 
teorema  duale. 

Fissala  come  curva  C"  una  n^tta  C  è  chiaro  ciic  le  C*'^-^  relative  a  tutti  i  punti 
S  del  piano  formano  una  rete,  alla  quale  appartiene  ogni  curva  formata  ilalU  C< 
con  ogni  curva  del  fascio  di  prime  polari  relative  ai  punii  della  C.  Per  r  =  ?  la 
rete  ha  per  punti  base  i  punti  B  ,  C  d'incontro  di  C  con  C  e  il  polo  0  di  C 
rispetto  C;  il  fascia  poi  di  C^,.,  che  sì  ottiene  facendo  variare  S  sopra  una  retta 
g  ha  come  quarto  punto  base  il  punto  P  in  cui  g  h  incontrata  dalla  palare  rispedo 
a  C  del  punto  Q  d'incontro  di  g  con  C*.  Se  prendiamo  come  punto  S  quello  in 
cui  g  taglia  la  tangente  t  in  6  alla  C  (la  quii  tangente  passa  adunque  per  0) , 
la  corrispondente  C"',.,  è  formala  dalle  rette  ( ,  CP  ;  df  più  è  chiaro  che  CP  u- 
glia  ulteriormente  C  nel  punto  t>  di  contatto  con  la  seconda  tanifente  uscente 
dall'  S  considerato.  Possiamo  concludere:  Se  i  punii  di  coniano  B ,  D  dette  due 
tangenti  ad  una  conica  uscenti  da  un  punto  S  qualunque  si  uniscono  con  un 
punto  aròitrarto  C  della  curva,  te  due  congittn^entt  sei;ano  ogni  secante  uscente 
da  S  in  due  punti  P  ,  Q  separati  armonicamente  dalle  intersezioni  di  quelia  se- 
cante con  la  conica  data  (*). 

li  teorema  duale  si  può  enunciare  cosi:  Dato  un  triangolo  circoscritto  ad  una 
conica,  ogni  punto  della  reità  che  unisce  i  punti  di  confatfo  di  due  lati  con- 
giunto coi  vertici  contenuli  net  terzo  lato  ci  dà  due  raggi  che  sono  separali  ar- 
monicamente dalle  due  (angienfi  che  dal  punto  stesso  possono  condursi  atta  curva. 


(*)  Questo  è  un  teorema  noto  sotto  la  seguente  forma  :  Se  un  triangolo  i  ìn- 
tcritto  in  una  conica  ogni  retta  reciproca  di  un  tato  sega  gli  altri  due  lati  in  due 
punti  reciproci  rispetto  alla  conica.  Ed  il  suo  duale  —  V.  Sannia  «  Lesioni  di  Oeo- 
metria  proiettiva  >  1*  ediz.  pag.  405  ;  2'  ediz. ,  pag.  210. 


"~\ 


=,  Google 


)(  213  )( 

Dato  un  Tascio  di  curve  C,  un  punto  S  ed  una  retta  C*,  tutte  le  G."'  rela- 
tive a  quello  C,  a  quel  punto  S  ed  a  quella  retta  presa  come  curva  G*,  furmano 
un  fascio  di  curve  di  ordine  r,  con  un  punto  (r  — p)-p]o  In  S,  per  cui  rimangono 
altri  o(2r  — p)  punti  base.  Se  è  A  uno  di  questi  è  chiaro  che  la  SA  taglia  C  in 
un  punto  0  tale  che  le  Bue  polari  di  ordine  p  rispetto  a  tutte  le  curve  del  Tascio 
dato  passano  per  A.  Perciò  abbiamo:  Le  reUe  che  uniscono  i  punii  base  dei  fa' 
sci  di  polari  di  ordine  p  relativi  ai  punii  di  una  retta,  rispcUo  ad  un  fagcio  di 
curve  di  ordine  r,  coi  rispeUivi  poli,  formano  tm  inviluppo  della  classe  p{1r—p). 
Questa  classe  subisce  notevoli  variiizioni  nei  casi  particolari,  p.  e.  quando  la  C 
contiene  uno  o  più  punti  base  del  fascio  dato  ecc. 

Fissati!  due  curve  C"  ,  C,  consideriamo  la  C  "'  di  C"  rispetto  a  C,  e  la  C,  '" 
dì  C  rispetto  a  G",  sempre  relativamente  ad  uno  stesso  punto  S.  Esse  passano 
rispctlivaaiente  con  n(r  -  p,)  e  con  f(a-pt>  ''^™'  P^""  S  ed  entrambi  per  gli  nr 
punti  d'incontro  di  C"  con  C".  Rimangono  perciò  altre  (tr(iip,  +  rp^— p, p,  —  I)  in- 
Icrscdoni.  Se  P  è  una  di  queste ,  la  SP  è  tale  che  P  è  centra  armonico  di  grado 
p,  di  un  punto  d' incontro  di  C"  rispetto  alle  intersezioni  con  C  e  di  grado  p,  di 
un  punto  d'intersezione  di  C  rispetto  ui  punti  d'incontro  con  C.  Abbiamo  dun. 
quo:  Date  due  curve  C"  ,  C,  esiìtono  in  generale  in  esse  delle  coppie  di  punti 
0,  ,  0|  d'uno  in  C ,  l'altro  in  C'j  tali  che  sulla  0,0,  un  cciUro  ormonico  di 
grado  p,  di  0,  rispetto  alle  inlersezioni  con  C  coincide  eun  un  centro  armonico 
di  grado  p»  di  0,  rispello  alle  inlersezioni  con  C";  (e  reCe  che  uniscono  queste 
coppie  di  punii  formano  un  inviluppo  delia  clasee 

nr(np, +  rp,-p,  p»-l). 

5.  Dati,  sopra  una  retta,  r  punti  a, ,  o, , .-  a, ,  ed  un  punto  o,  gli  )'— I  centri 
armonia  di  o  rispetto  a  quei  punti  sono  definiti  dnirequasiono  : 

ma,  mn»  ...mo,_,     me,  mo,  ...  Tnffy.,mff,  wio,  ma,  ...ma^_ 

oa,  oa^ ...  oa,._i         oa,  oa^  ••  oo,-»  of,  *       ofljoo,  ...oo. 

Pili  generalmente  si  possono  considerare ,  fissato  un  ordine  per  gli  r  punti 
a,  gli  r— 1  punti  definiti  dall'equazione: 

ma.  ma, ...  ma^>  ma,  ma. ...  ma,,  ma,  ma.  ma, ...  ma. 

p   ! 1 t=l^p       ! — Zi L-i r+  .,.  4p    — ! » r_  Q 

'  oa,  ooi ...  oOr^i  oa,oat  ..oo,_, oo^  "  oOiOa,...  oo, 

dove  PrtPr-tf-P*  ^°i<*  '^^'  coelllcienti  dati,  punti  che  potremo  chiamare  centri 
anarntonici  di  grado  r  - 1  dì  o  rispetto  agli  r  punti  presi  nell'ordine  considerato 
e  di  modulo  p^  (j  =  r ,  r  —  1 , ...  1). 
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Con  procedimenti  >ilT»tto  aniiioglii  a  quelli  usnti  p.  e.  dal  Cremona  per  lo 
8ludio  dei  centri  armonici,  si  dimostrano  fra  le  altre  le  seguenti  proprietà: 

1*  Se  (liic  punii  fondamentali  coincidono  in  un  punto  diverso  dal  polo,  iti 
cade  iinclio  un  centro  anarmonico  di  grado  r  -  1  di  qualunque  nio  lulo  e  rispelta 
a  qualunque  ordine  dei  punti  fondamentali.  11*  Se  s  punti  fondamentali  coinciiloiio 
con  0,  questo  assorbe  s  crnlri  anannonici  di  Kr<>do  r  — 1  di  qualunque  mudulu 
e  rispetto  n  qualunque  online  dei  punti  fonJamentaii. 

Poircmo  poi  chiamare  cpniro  r.jiarmonico  dì  primo  ^ffado  odi  modulo  i»j  ilei 
punto  o  rispetto  agli  r  punti  a  presi  in  un  dato  ordine  quello  dato  dall'cquaiione: 


ed  allora  abbiamo:  HI'  Se  un  punto  i«  è  emiro  aiiarmonico  di  grado  r-l  « 
di  modulo  Pi  di  0  rispetto  ai  punti  a  presi  in  un  dato  ordine,  vireversa  o  6  centra 
■inarmonico  di  primo  grazio  e  di  modulo  j)j  di  in  rispetto  ayli  stessi  punti  presi 
nello  stesso  ordine. 

Ciò  premesso  fissiamo  nel  jiiano  un  r-latcro  compiilo  ed  ima  retta  g  non 
passante  per  alcun  vertice,  ed  un  punto  S  ad  arbitrio  Fissato  un  ordine  per  ^li 
r  lati  si  vede  (come  per  le  polari)  elio  detorinina.ido  sopra  ogni  trasVi.riale  pu 
sante  per  un  punto  fisso  0  i  ceiilri  annrmonìci  dì  uMdQ  r-l  e  di  un  certo  mo- 
dulo Pi  costante  di  0  rispetto  alle  iutersez-ìoni  con  gli  r  lati  presi  nelt'  ordine 
fissato,  si  ha  una  curva  di  ordine  r—  I  non  passante  in  generale  per  0,  clic 
chiameremo  curva  anarmonica  di  orline  r  —  l  e  di  modulo  p.-  di  0  rispetto  agli 
r  lati  considerati  nell'online  fissato.  Una  tal  curva  se  0  ai  muove  sulla  g  genera 
un  fascio  ,  e  quindi  si  dimostra  con  lo  stesso  procedimento  seguito  al  n"  I  clic 
comiucendo  per  S  una  trasversale  clie  incontra  q  in  un  punto  0  .  determinando 
su  essa  i  centri  anarmonici  di  ordine  r-l  o  dì  modulo  p,  di  0  rispetto  alle  in- 
tersezioni con  gii  r  lati  presi  nell'ordino  considerato ,  essi  al  variare  di  quella 
trasversale  [generano  una  curva  di  ordine  r,  elio  indicheremo  con  G'p.,  la  quale 

passa  per  S  e  per  gli   — — -i-   vertici  deir(r -I- l)-latero  comi-lcto  formato  dalla  s 

e  dagli  r  lati  dell' r-l.itero  dato. 

Le  curve  che  cosi  si  ottengono  al  variare  del  modulo  pi  che  sì  compone  dì 
r  variabili  lineari,  tali  che  ì  rapporti  di  r  -  1  di  essi  all'  r  sono  fra  loro  indipen- 
denti, formano  evidentemente  un  sistema  lineare  di  ordino  r  e  dimensione  r-'i 
precisamente  qual' è  il  sistema  delle  curve  dì  ordine  r  passanti  per  S  e  per  i  ver- 
tici del  (e  +  l)-liitero  completo  testé  cunsi[lcrato. 

Perciò  abbiamo:  Dato  il  nUcmn  lineare  -U  curve  di  ordine  r  passanlì  ptr 
i  vertici  di  un  (r+  l)-(fi(ero  completo  e  per  ut  allro  punto  S,  ognuno  di  esse 
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è  late  che  condiiccmlo  una  troiveraale  qualunque  per  S,  i  rimanenti  punii  d'in- 
contro  sono  i  centri  anarmonici  di  grado  r-1  e  di  un  cerio  modalo  p{  costante 
al  variare  di  quella  Irasversale,  del  punto  d'incontro  con  uno  dei  lati  ritpeUo 
alUs  intersezioni  coi  rimanenti  presi  in  un  ordine  /isso. 

Se  ora  è  data  una  curva  circoscritta  ad  un  (r  -t-  l}-latcro  completo,  Qssando 
un  suo  punto  S,  qualunque  ,  rimane  nel  modo  anzìdelto  individuato  un  sistema 
lineare  di  dimensione  r-  (,  ognuna  delle  curvo  del  quale.  Tra  cui  la  data,  god3 
della  proprietà  enunciata  nell'ultimo  teorema.  l'erciò  possiamo  concludere:  Data 
una  curva  d'ordine  r  c/rcoscrtifa  od  un  {r  +  l)-latero  completo,  e  fissato  ad  ar- 
bitrio un  ordine  per  r  loti  di  questo .  ognuna  dei  punti  della  curva  è  tale  che 
conducendo  per  esso  una  (rosvcrsale,  questa  inconfra  (a  curua  ancora  in  r—  1 
punti  che  sono  i  centri  anarmonici  di  grado  r  -  I  e  di  un  certo  nioduio  Pi, 
costante  al  variare  della  trasversale,  del  punto  dinconlro  di  questa  coi  (r+  1)" 
lato,  rispetto  alle  intersezioni  degli  r  tali  constderafi  nelCordi'nc  fissalo. 

6.  Nel  caso  particolare  considerato  al  n.  3  per  n  =  1  ,  p  =  r—  l  abbiamo  una 
curia  dell'ordine  r  passante  per  gli  n  punti  d'  incontro  di  C*  con  C",  per  S ,  e 
con  r  - 1  rami  per  B.  Mediante  considerazioni  affatto  analoghe  a  quelle  svolte  nel 
n.  precedente  si  arriva  facilmente  alla  conclusione:  Dtdo  un  sistema  jonquierano 
di  curve  dell'ordine  r,  ognuna  di  esse  è  tate,  che  fiisato  un  s.o  punto  quaUin- 
que  S  ed  una  qualunque  /raeuersoic  C*,  ogni  relfa  uscenfe  da  S  foggia  quella 
curva  in  altri  r-1  pitnfi  che  sono  centri  onirinonici  di  grado  r-1  del  punto 
Sinnonlro  di  vuelta  rellii  con  C  rispetto  alle  intersezioni  con  le  rette  che  uni- 
scono con  il  punto  (r  —  l)~plo  dnl  sistema  dato  i  punii  C'C,  prese  gucsJe  in- 
tersezioni in  qualsiasi  ordin".,  e  fiwhè  queste  si  prendono  sempre-  in  uno  stesso 
ordine,  ni  nariare  di  quella  reità  intorno  nd  S,  si  mantiene  coatanfe  il  tnoduiu 
dfli  detti  centri  anarmonici.  S  sia  diverso  dal  punto  {r  -  I)  -pio  o  C  non  passo 
né  per  questo  nò  per  S. 

Il  lettore  può  ricavare  il  teoremi  che  si  hi  facondo  invece  p  =  ì. 

7.  Potranno  giovare  a  clii  desiderasse  ulteriormente  occuparsi  dell'argomenti 
accennato  in  questa  nota ,  i  seguenti  risultati  di  cui  trahtsciitEnj  per  brevità  )e 
dimostrazioni,  essendo  queste  d'altra  parte  abbastanza  semplici. 

Supponiamo  che  C"  ,  C  abbiano  in  comune  un  punto  multiplo  secondo  11  n".  i 
per  C"  e  secondo  a  per  C.  Allora  abbiamo: 

1.  a  >  p  .  «  +  p  >  1*.  Un  tal  punto  dimiiiuiscu  di  i{s  ~  p)  unità  1'  ordine  oJ  l 
passaggi  per  S  della  nostra  Gf" ,  ed  aumenta  il  numero  dei  passaggi  per  esso 
[n.  che  In  generale  è  n(t  +  p~r)  ,  (v.  n.  2)]  di  i(r-s).  Non  vi  scio  poi  punti 
multipli  [come  vi  sono  nel  caso  g>MieralQ  (n.  2  in  Die)]  suiU  rotta  eh j  unisco  S 
col  punto  cODsidorato. 

n.  8>p  ,  s  +  p^r.  Un  tal  punto  A  diminuisca  di  i(3  -  p)  l'ordino  od  il  nu- 
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mero  dei  passaggi  per  S  della  Cp"'',  che  ha  in  A  un  punto  di  muUiplicìUi  fp  e  nes- 
sun altro  punto  multiplo  sulla  SA. 

III.  8<f  ,  8  +  p>r.  Un  tal  punto  A  non  altera  l'ordine  e  il  numero  dei  pas- 
saggi di  Cp"'  per  S,  ed  aumenta  di  t(r  — p)  il  numero  dei  passaggi  per  A;  dì  più 
C."''  ha  ancora  p  — e  punti  t— pli  sulla  SA. 

IV.  8<p  ,  s  +  p<r.  Tutto  rimane  inalterato  per  Gp"'' che  passa  con  is  rand 
per  il  punto  in  discorso. 

8.  Se  R  è  un  punto  doppio  (o  una  cuspide),  diverso  dai  punti  multipli  fin  qui 
considerati  della  Gp"',  vuol  dire  che  la  SA  è  incontrata  in  A  da  due  delle  G^  che 
le  corrispondono ,  e  viceversa.  Si  tratta  adunque,  per  conoscere  il  numera  di  tali 
punti  doppi  e  cuspidi,  di  trovare  quante  rette  esuono  da  S  ,  tali  che  ognuna  sia 
incontrata  in  un  medesimo  punto  da  due  delle  C^  che  le  corrispondono.  Condotta 

per  S  una  retta  g,  le  corrispondono  n  curve  CP  che  danno ~     ■-  interseiio- 

ni,  ognuna  delle  quali  con  S  determina  una  retta  g^  che  se  cadesse  io  ff  sarebbe 
una  delle  rette  cercate.  Fissata  poi  una  g, ,  la  classe  dell'  inviluppo  formato  dalle 
rette  che  uniscono  le  coppie  di  punti  di  C",  le  cui  C^  incontrano  {7,  in  uno  stesso 

punto,  è ,  quindi  tante  sono  le  rette  g  che  corrispondono  a  quella 

g,.  Perciò:  La  Cp"""  ha  fuori  dei  punii  mtiUipU  prima  esaminali,  in  generale  ai- 
fri  ^ — ?~  fra  punti  doppi  e  cuspidi. 

Chiuderò  questa  Nota  con  un'applicazione  dell'ultimo  risultato. 

Per  r  =  2  ,  n  =  2  la  C'*',-!  ^  ""^  ^*  adente  tre  punti  doppi  uno  in  3  ed  uno 
in  ciascuno  dei  punti  P,  ,  P^  dì  contatto  delle  tangenti  condotto  da  S  alla  C 
Prendendo  ora  la  0*  come  curva  C*  e  conservando  la  stessa  C  di  prima,  si  vedo 
che  si  ottiene  come  C"""  la  0"  primitiva.  Data  poi  una  C*  qualunque  con  tre  punti 
doppi  S  ,  P, ,  Pf  ed  una  conica  tangente  in  P,  ,  P,  ad  SP,  ,  SP,,  prendendo  quella 
C*  come  C"  e  quella  conica  come  C,  la  C",.,  è  sempre  una  conica  non  passante 
per  S  (oltre  alle  8P,  ,  SP^  contate  ciascuna  due  volte).  Perciò  tenendo  conto  delle 
proprietà  esaminate  nei  numeri  precedenti  possiamo  concludere:  Data  una  C*  con 
Ire  punti  doppi,  i  quattro  punti  in  cui  una  contea  C  qualunque  tangente  ih  due 
vertici  P, ,  P,  a  due  lati  del  d'ilafero  di  quei  punii  <Ioppi  delerminalo,  e  i  due 
punti  d' incontro  dei  terzo  lato  con  le  tangenti  alla  curva  nel  terzo  vertice  S  sono 
ici  punti  di  una  conica,  la  quale  ha  per  tangenti  uscenti  da  S  le  due  rette  che 
possono  condurti  da  qwisto  punto  a  toccare  la  C*  in  punti  da  esso  diversi,  e  che 
laglia  C*  ancora  in  quattro  punti  che  torio  due  a  due  allineati  con  S.  Qaeeta 
conico  è  tnle  cfìe  sopra  ogni  trasversale  per  S  oijnuno  dei  suoi  punii  d'  incon- 
tro  6  conjiigato  armonico  di  «no  dei  pumi  d'incontro  con  C*  rispetto  alte  inter- 
sezioni con  la  scelta  C*. 
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Mediuntfi  considerasioni  analoghe  a  quelle  precedentemente  falle  questo  teo- 
rema 8Ì  può  cosi  generalizzare:  Data  una  curva  C*"  con  ire  punii  n-pli  (e  nes- 
sun altro  punto  multiplo),  t  ?n  punii  in  cit£  una  conica  gitalun^ue  C*  tangente 
in  due  vertici  a  due  lati  del  trilatero  da  quei  punti  n— pti  determinato,  e  gli  n 
piitiri  d'incontro  del  terzo  lato  con  le  tangenti  alla  C"  nel  terso  icrlice  S,  e  le 
h(ii  —  1)  tangenti  che  dal  terzi  vertice  possono  ancora  condursi  a  (af^Itarc  la  C", 
sono  rispcffioamenle  punii  e  tangenti  di  ima  curva  dell'  n"  orbine  ;  i  punii  di 
contatto  di  questa  con  quelle  nin-l]  tangenti  sono  conjugali ,  rispetto  alla  co- 
nica fistola,  dei  punti  in  cui  quelle  tangenti  toccano  la  C**.  Questa  C"  iì  tale 
che  sopra  ogni  trasversale  per  S  ognuno  dei  suoi  punti  d'incontro  è  conju^afo 
armonico,  rispetto  alla  fissata  C*  di  uno  dei  punti  d'incontro  con  la  C*" ,  che 
viene  da  G"  tagliala  in  altri  2ii(n  —  1)  punti  che  due  a  due  sono  posit  in  n(n  —  I) 
rette  uscenti  da  S. 

Altri  teoremi  può  ricalare,  con  In  scort»  delle  considerazioni  avolte  in  questa 
Nutu.  il  lettore,  at  quale  segnalo  specialmente  quelli  che  possono  dcdursl  facendo 
coincìdere  la  C  con  la  C. 


Foggia  3  Febbraio  1895. 
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SUIL'ANAUSI  INDETKIIMINATA  AIGHBIUCA 


GEROLAMO  CORDONE 

(ÀSBÌatente  di  Algebra  e  Geom.  analitica  nelI'Unlv.  dì  Genova) 

{Gonlinuazionc  vedi  Vat.  XXXlll  ptig.  106-124). 


Sulle  frazioni  continue  algebriohe> 
13.  Siccome  uno  dei  melodi  che  esporremo  per  la  risoluzione  della  equaiioDC 

(I)  \}\X)  -  tilx)  \*ÌX)  =  8(03) 

si  fonda  sopra  lo  sviluppo  in  fraziono  continua  algelrìcn  d'una  Tunzione  irrazionii- 
lo,  crediamo  opportuno  ricordare  brevemente  alcune  propoiizioni  concernenti  l'ai' 
garìtmo  in  questione. 

Sia  F(x)  una  fimzione  sviluppabile  in  serie  secondo  lo  potenze  intere  e  ni>gx- 
tive  della  Viiriabilc,  cioò  delia  Torma 

F;x)  =  aoa!"  +  a,a3"-'  +  .  ■  ■+««+§  +  ^+  ■  ■  • 

Si  potrà  porro 

{{)  F(.T)  =  Ae+-!— -  =  lAo  ,  A,  ,  A,  ,  ...] 


Ao  essendo  il  polinomio  a^x"  +  aja:"~'+  .  ,  .  +-a„  ,  8  A,  ,  A»  ,     . .  indicando 
dei  polinomii  clic  sono  in  generale  di  1°  grado. 

I  numeratori  e  i  denominatori  P  e  Q,  delia  frazione  continua  precedente,  nni 
legati  diillo  relazioni  ricorrenti 

P.  =  A.  P.-I +  !■.-. 


(!)  i    «.'A.Q^.  +  Q,.. 

''.Q..,-P,-,Q.  =  (-1)- 
clic  valgono  qualunque  siu  n. 

Si  dimostra  allroBl  che  la  dilTcrenza 

F(«)-^  =  D 


^ 
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dono  Ano  ai  termini  di  grado  3j;(Q„)  almeno. 
P 
Reciprocamente,  ogni  (raziono  jr  tale  che 

inferiore  a  -Ì9(Q',  coincide  necessarintiientc,  a  meno  d*  un  fallorc  costante,  cou 
una  delle  ridotte  provenienti  (tallo  sviluppo  in  frazione  continua  di  f{x). 

14.  Ci  proponiamo  ora  di  sviluppare  in  frazione  contìnua  della  forma  (1)  l.t 
funiione  \'A(xj  ,  essendo  il  polinomio 

A'a;)  =  foCC"*  +  a,  x"*"'  ■!-...  +  a„  . 

Lo  sviluppo  in  serie  di  potenie  intere  e  discendenti  di  [\(.xì]*  non  sarebbe 
possibile,  nemmeno  in  vin  formiile,  ove  il  [^rado  del  polinomio  \[x)  non  fosse  un 
numero  pari.  Supponendo  dunque  g(k)  =  in ,  poniamo 

(3)  A(a:)  =  ^*{x)  +  S{x) 

K(x)  e  S(x)  essendo  duo  polinomi),  determinati  a  meno  del  segno,  dalla  relazione 
(3)  e  dalle  condizioni 


(*) 


it(lt)  =  H       ff(S)<n-l. 


Infatti  sia 
B  =  T^af^  +  TtX"' 


.  +  r^a;"- 


.  .  +r„  ;  S  =  8oia^"' 


•  +  s»-»- 


Ugungliando  i  coefltcìcnti  delle  diverse  potenze  di  x  net  due  membri  della  (3),  sì 
hanno  le  2ft  +  l  relazioni  seguenti  fra  i  cocfiliicnti  incogniti  r^  ,  r,  ,  . .  .  ,  r„  , 
!>•  ,  »i  ,  .  . .  .  8„-,  : 

I     "t       =  2r„r, 

I    0,      =  2ror,  +  r,» 


=  ir„r„  +  2r,r„_,  +  .  .  . 
,  =  2r,T„  +  2rtr„_,  +  .  .  . 


0M-i  =  2r,.,r,  +  s„., 
«1»     =  V  +  «.,-t 
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La  1'  delle  (5)  determina  r,  e  la  2*  cbe  contiene  r,  al  l"  grado  determina 
r, , . . .',  la  i^,  elio  contcrrù  similmeate  r^.,  al  l"  grado,  àk  questa  incognita  in 
Funzione  delle  precedenti. 

Poiché    Ta  =  ±  V^o  "0"  *  nullo,  6  cliiaro  die  lo  espressioni  di  r,  ,  r^ 

r„  ,  Ag fi,_,  non  possono  diventare  illusorie. 

È  Tacile  ottenere  poi  in  forma  esplicita  una  qualunque  ilelle  r  Se  si  pone 
infatti 

y    L    l'i/  J»=«    * 

si  trova 

l.?-3...ftr»  =  ^        {fc  =  0  ,1,2,...  H). 

Ciò  poslo,  si  avrà 

R  =  E(VAr) 
e  perciò 


dove  X  indica  una  funzione  irnizionale,  la  cui  parte  intera  è  certamente  diversa 
da  zero:  osàia  0  {-■«-)  <-^-  ^>  ^''^''^  dunque 


A" 

-R 

A>"+B 

S 

-(f)-r 

--^ 

•»(t)^ 

0 

X 

1 

s 

A^  +  K- 

SCA-'+Sl-R) 
-SA       *-«'-S«" 

A'"+  Si 
1  -  SA"  + 

-R 

J^i 

A»+R 
S 

-1 

2AK 

E  facendo 

per  semplicità 

S4- 

R=:R, 

I-Si' 

^      A''+R, 

+  J4R  = 

-S,  , 

K 
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si  avrà  succcnsivamente 

E  ponendo     4i  =  F,  (^-J^)  si  ha 
(6)  •  X,  =  4. 


Af+R,-i.S.         '"*' 
D:illa  (7)  ugungliando  separatamente  le  parti  razionali  e  le  irrazionali,  si  trae 

(8)  S     "-       ='■'■-"• 

/     SjS,+,  =A-B,.,'. 

Le  forinole  ricorrenti  (?)  permettono  di  dedurre  gli  uni  dagli  altri  1  termini 

Rt  0  Sj  del  quozienti  complcli  X,  ,  X X^  ,  .  .  .  ;  partendo  dal    primi   due 

clic  sono  noli,  cioò  R  e  S.  Se  si  conviene  die 

A_,  =  It    ;    R_,  =  0    i    S.,  =  1 

e  forinole  (8)  SODO  verlBcate  ancbe  per  A  =  -  I. 
Dalle  (8)  si  deducono  facilmente  le  seguenti 

(    Su,  =  S,.,  +  2  A,  E,  -  A>,  S, 
CS") 

(     S„,  =  S,.,  +  A,(R,-R,.,). 

E  dall'identità 

/A"  +  R,' 


.  /A'  +  R.\     p 
i  \    S,     /^    '-'_PtA'  +  P,Ri+P,.,S, 


A' 

Qi 
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indicano  due  ridotte  consecutive)  si  deducono  le 


P«  ■>»  +  P«-i  S.  =  «.  A 
Q«  B»  +  O»-.  S,  =  P, 


ic  quali  per  mezzo  dell'identità 

P.  a.-,- P»-,Q.  =  (-!)'■ 


divengono 
(90 


(-l)«-'B,  =  Q,Q,.,A-P,P,., 
{-l)'-S,  =  P,'-Aa,' 


Le  funzioni  B^  e  S„  sono  dunriue  intero  qualunque  sia  k. 
15    Si  Uà 

(-  ])"-• 


P„  -   Q,    v/A    : 


9.(Q»''„+Q..,)' 


quindi  se  si  pone  generalmente  : 


9(i,)  =  (/(X,)  = 


risulta 


i;(P.-Q»VA)  =  -a(Q.)-v„ 

e 

9(P„'-AQ.')  =  n-v,. 

ossia,  per  l'ultima  delle  (9')  : 

(10)  !)(S,)  =  il-».    ,     <[n  =  |a(A)]. 

Dalla  1*  delle  (9j  si  ricava  poi 

9(<Ì.Bi)=0(P.)  =  n +  (,((!,) 
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ossin 

g(Q»)+!j(Rj)  =  7V  +  ()(QA)     ;     9(R*)  =  n 
Tormoln  che  sì  polrcbbo  dedurre  altresì  diill'equazione 

Poiché  si  liu 
è  chiaro  che 

e  che  se  una  delie  S  si  riduce  a  un^  cnstiinte  ,  allora 

S(i*)  =  n- 
)6.  Si  era  posto 

Ha  l'equaiione 

Q.R.  ■l-0.-.S,  =  Pi, 
dà 

dunque,  se  si  pone 
risulta 

'-"'- qT  "  or 

cioè 
e  perciò 
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sì  deduco 

(1")  Ri.M  =  R*-T*- 

Tenulo  conio  dclln  (H)  la  (2')  delle  (8'}  può  scriversi 

Le  (H)  e  (12)  sono  più  semplici  e  più  comode  delle  (8)  per  calcolare  per 
Tiii  ricorrente  le  Tuniìoni  R^  e  S^- 

Sulle  frazioni  continue  periodiche. 

il.  In  generale  i  quozienti  completi  X  sono  difTercnti  ;  ina  se  accade  che 
nella  serie  indefinita  X  ,  X, ,  ...  X„ ,  ...  si  trovi  un  termine  identico  ad  uno  qua* 
lunquc  dei  precedenti,  è  chiaro  che  tutti  gli  elementi  della  fraziono  continua  ai 
riprodurranno  nello  stesso  ordine;  e  i  quosienti  completi,  a  partire  da  quel  punto, 
costituiranno  un  periodo  costante,  il  quale  si  ripeterà  all' infinito. 

È  il  caso  della  funzione  V(x)  -  "Jx*  +a  {a  —  costante)  che  dà  luogo  ad  una 
frazione  continua  della  forma 


dove  il  pprioilo  e  costiiuito  dui  duo  quozienti  2»  e  ' 
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In  frazioni  continue  della  stossa  forma  si  sviluppano  le  funzioni 

Var*  +  a    ,    -Ja^  +  o  ,  ...  ,  -Jas*^  +  a , 

sono  pure  periodiche  le  frazioDÌ  continue  cui  danno  origine  le  funzioni 


Vx*  +  «a;    ,    V*"'  -H  233*  +  a:*  +  ic*  4 -03 ,  ecc. 

Si  presenta  dunque  il  problema  di  determinare  le  condizioni  analiticlie  dio 
debbono  veriQcursi  aOInchè  la  periodicità  abbia  luogo;  e  quindi  studiarne  le  leggi. 

il.  Immaginiamo  che  in  una  data  frazione  continua  il  periodo  cominci  dopo 
l'ultimo  dei  quozienti 

B  ,  &  ,  A,  ,  .  .  .  ,  4j_,  ,  4j_, 
a  cui  corrispondono  rispettiTaoiente  le  ridotte 

Pfc^     Pt_^ 

(*."      i        '   ■  ■  ■  ■  Q^_^  '  Q^_,- 

Siano  poi  à^  ,  A„^,  .  . . .  ,  à^^^  i  quozienti  componenti  il  1"  periodo ,  a  cui 
corrisponderanno  le  ridotte 

1  Tnriì  elementi  della  frazione  continua  sì  corrisponderanno  come  risulta  da 
seguente  quadro 

Quozienti  incompleti 

B,  A,  i,  ,.:.,i,_.  .4»  ,4». 4»+».  4,^„+,=4»^ 

Itidotte 


1     £•     ?*             ?*zL     ^     ^+1  Òli     E*±5t' 

I   •  Q,  '  0,  "  "  •  Qt-,  '  R»  '  Q»., ^1.+,  '  Qj,4n+.  ' 

Quozienti  completi 


AH-Q      A*+R     AMI,        A'4-B^,,     AM-R^     AHBj*,        AHRj^     è!±5*iS 
VOI.,  zzxjii.  39 
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Per  ipotesi  bì  ba 


03,  ^2^  =  ^±J 


(14)  Ri.4.„  =  B*     .      Sfc^,  =  S, 

D'altronde 

A  =  B»»  +  S»  Sa_,  =  Rk4.„'  +  Sk^.„ 

dunque 

(fS)  s,_,  =  s,„.,. 

Dalla  1*  delle  (8)  si  traggono  lo  seguenti 

(16) 

/     II.=  A._,S,.,-B,., 

donde  per  sottrazione 
(11)  ^''-'~^-=i,.,-i,^ 


E  poiché  il  2*  membro  è  una  TunEÌonc  intera,  tale  dev'essere  11  primo. 
Ha  dalla  2*  delle  (9)  si  trae 


o~~  "  ft —  *-•    '    "*+"-'  "  a ■  ~  n °' 


**+n-l 


E  se  si  osserva  che 


K.a^  'fe)« 


.«.«-■"      Q».-. 


n 
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dalla  (18)  si  ricava 

(19)  fl(R»+„-.-R».,)<ff{Sk.,). 

Dunque  "i 

(2=)  R»-.  =  K».-,  i.-i  =  4b.-..  I 

Analogameate  si  dimostrerebbe  clie  il  quoziente  A|_t  è  identico  al  quoziente  A 

4.+.-..  ebe  1 

CiA  prora  che  il  perioda  comincia  a  partire  dal  2*  quoziente  incompleto  d  ,  e  .^4 

termina  al  quoziente  A^  inclusive;  ed  è  quindi  composto  di  ft  +  1  termini,   cioè 
si  ha  n  =  /c  +  l. 

18.  Sìa  Xt  il  quoziente  completo  ultimo  del  1"  periodo;  avremo 

^z  =  ^*  +  5 —  =  A*  +  :=-  =  A»  +  VT  -  R. 

Allora  r  identità 

^-j  ^  F.  X,  +  f,_, 


(SI) 


^jf  ^  Pi,v'A_+Pi(a.-R)tPt., 
qW*  +Q.(i.-R)  +  Q.., 


P,(4, -R)i-P,.,«AQ, 
Q,(4,-R)  +  Q,.,=P,. 
Dalla  seconda  delle  equazioni  (21)  si  trae 
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risulta 

(22)  ij  =  2B. 
Sostituendo  questo  valore  dì  A^  nella  I*  dello  (8)  viene 

Bi+,  +  B^  =  2R  Sj 
donde 

(23)  3(S*)  =  0  Sj=:cost.  =  a 
Ha 

perciò 

(24)  Ej  =  oE        B^^.,  =  oB  =  Efc        a  =  1 . 

Se,  dunque  la  frazione  continua  à  periodica,  uno  dei  termini  della  scric 

S  ,  S,  ,  .  .  .  ,  St  .  .  . 
ò  costante. 

19.  Bcciprocamente  se  una  delle  Tunzionì  S,  come  sopra  definite,  si  riduce  a 
una  costante,  la  frazione  continua  diventa  periodica. 

Poniamo  infatti  che  si  abbia 

Sp  =  costante  =  a. 
Allora  dall'equazione 

A  =  Bp^.,»  +  Sp  Sp^..  =  E'  +  S  =  KpV  +  aSp„ 
sì  trao 

B,^,'-E*  =  (Bp.,  +  Bj(E^^,  -  E)  =  S  -  oSpt,- 
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Ha  si  ha 

i7(B,«)  =  sm        a(S)<5(E)        9(Vi)<S« 
dunque 
(25)     ■  S  =  aS„,  E,+,=±B    (•) 

E  poichù 

soatiluendo  in  luogo  di  B^,  e  Sp^,  i  loro  valori,  si  ha 

(96)  V«=±2ai. 

Dall'equazione 

Sp+i  =  S„  +  24p^,  Ep+,  -  Ap+,*  Sp+, 

si  deduce  facilmente  in  forza  delle  (2i) ,  (26)  e  (26)  : 
(?7)  Sp^.  =  a8,. 

E  dalle 


Kp4-t-Sp*lipti-I*». 

E,  =  BA  -  E 

si  trae  similmente 

(SS) 

v.=i>.- 

Dande 

(29)                        4„ 

.='^(^^)=^e)= 

Lo  stesso  ragionamento  mostrerebbe  che 


(•)  n  segno  in  questa  forinola,  come  nelle  analoghe  è  affatto  arbitrario. 
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e  in  generale 

(30)  j    4„,  =  <il-'i'-'4,., 

Lo  stesso  metodo  applicato  alla  equazione 

A=B,'  +  S,S^,  =  E'  +  S 
proTa  Glie 

(31)  B,  =  ±K       S,.,=So-'       i,  =  2a-' 
e  generalmente 

[    B,.,  =  R,_, 

(32)  I     4,_,  =oI-'1'"'A,., 
(    Sp.,  =  ol-'l'S,.,. 

Lo  (30)  confrontate  colle  (32)  fa  ino  federe  che 

(33)  Sp-'  =  S„,, 


Queste  forinole,  oltre  al  provare  il  nostro  asserto,  che  la  frasione  coniinuii 
fosse  periodica,  supposto  Sp  =  co8t.,  dimostrano  che  il  primo  termine  del  perìodo 
ti  d  ,  e  l'ultimo  Ip ,  e  che  neil»  serie  A  ,  d,  ,  i^  ,  . . .  lp_i ,  due  termini  umil- 
mente distanti  dagli  estremi  sona  identici. 

20.  Noi  possiamo  dunque  enunciare  il  seguente  teorema  : 
La  condizione  necessarta  e  su/JIcten(e  perchè  la  frazione  coiìUaua,  genenla 
dallo  sviluppo  in  serie  secondo  le  potenze  diecendenli  della  variabile  detta  ra- 
dice quadrata  tTuna  funzione  intera,  sia  periodica,  è  che  almeno  una  delle  fun- 
zioni S ,  come  sopra  definite,  si  riduca  a  una  cosfanle. 
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Risoluzione  in  funzioni  intere  dell'equazione 
U'  -  AV»  =  B. 

21.  È  facile  riconoscere  che  ÌascÌ»n<lo  ai  coelIlcicnU  dei  polinomi  A  e  B  tutta 
la  loro  gcDeralitfi,  l'equasioDe 

(A)  U»  -  AV»  =  B 

non  è  risolubile  in  funtiooi  intero. 
Distili gucromo  duo  casi.  Posto  : 

fflA)  =  n    ;    glfi)  =  m    ;    ffCO)  =  v    i    S{V)  =  Jl. 

1»  m<».    Si  airà 

(3*)  2y  =  TH-22;y  =  ^  +  z. 

Dunque  n  dev'essere  un  numero  pari,  cioè  n.-2n'. 

Allora  il  numero  dei  coedlcicnti  che  entrano  in  A  e  U  ò  espresso  da 


D'altra  parte  l'equnEione  (A),  che  dev'essere,  soddisfatta  identicamente,  cqoi- 
Tale  a 

K  =  n  +  2z  + 1 

equationi  di  conditione  tra  i  cocfllcienti  dì  A  e  B ,  e  si  ha 

(35)  E-I  =  n'-  1. 

Dunque  salvo  il  caso  poco  interessante,  e  di  facile  risoluziono,  tn  cui  n^2, 
Tequaiione  (A)  non  può  essere  risolubile,  lasciando  i  coelBcienti  di  A  e  B  alTutto 
indeterminati. 

2<*  m>n.     Si  trova  in' questo  caso 
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0  essendo  un  numero  arbitrario  intero  e  positivo  anche  nullo  si  ha  come  sopra 

E  - 1  =  n'  ~  I 
e  ciò  qualunque  sia  6. 

] 

Risoluzione  della  U*-AV*  =  B        quando        g(R)<àffW- 

22.  Teorema.  Se  l'equazione 

'V'  _ 

della  frazione  continua  generala  da  V  A  . 
Infatti  si  ha 

U  -  V  VX  ; 


U  +  V^T 


"    .VA. 


V  V(D  +  vVa)* 

Ora  è  chiaro  che 

g(y-VA:)=(,(B)-g(V)-9(U  +  VVr) 
0  si  pu6  sempre  supporre  che 

(37)  g(V  +  y  ^)  =  g{V)  =  gly^n). 

Invero  uno  ni  piià  dei  binomii 

U  +  VVl      e       U  -  W  A 

può.  essere  di  grado  inferiore  ad  uno  dei  suoi  termini,  se,  corno  si  suppone,  il  coef- 
floienti;  della  piCi  alta  potenza  di  a;  in  A(x)  b  dìTorso  da  zero.  D' altronde  il  segno 
di  V^  è  arbitrarlo;  k  supposltione  (37)  è  dunque  legittima. 
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Sicché 

s(|■-^/T)  =  -29(V)  +  J(B)-la(A) 
e 

(38)  5(-^_Va)<-2s(V). 

In  TÌrtù  delia  proposUione  da  noi  ricordata  al  principio  del  capitolo  prece- 
dente ,  la  forinola  (3S)  fornisce  I<t  prova  del  teorema. 

?3.  Noi  abbiamo  dimostrato  che  i  duo  termini  P^  e  Q^  d'una  ridotta  qualun- 
que della  fraziono  continua  cui  dà  origine  Va.  ,  soddisfano  all'equazione 

(-i)*-'S»  =  P*»_AQ»* 

S^  essendo  una  funzione  intera  il  cui  grado  è  inferiore  a  2^'^^ 

Tenendo  conto  del  teorema  precedente,  noi  possiamo  concludere  : 
La  condizione  necessaria  e  su/Jìcieiite  perchè  l'equazione 

l*  -  AV»  =  B 

già  risolubile  è  c/ie  si  abbia  per  uno  o  piii  valori  di  k  ; 
(S9)  (-1)*-'S*  =  B. 

Se  questa  condizione  è  soddisfalla,  si  veri^herd  la  proposta  prendendo 
U  =  Pj  V  =  Qfc. 

24.  So  in  particolare  si  ha 

B  =  cost.  =  a 
dovrà  essere 

(40)  (-!)*-•  S»  =  « 

Ha  80  una  delle  quantità  S^  !ì  costante ,  la  frazione  continua  è  periodica ,  o 
reciprocamente  ;  dunque  : 


Z' equazione 


U»  -  A\»  =  a 
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non  può  esser  risolubile  che  se  la  frazione  contimia,  cui  dà  origine  VX,  ij,t~ 
riodiea . 

Se  olire  alla  condizione 

{-  1)*-'S»  =  B 
è  pure  verificata  l'altra 

Sp=costiintc  p^k 

l'equazione  U*  -  AV  =  B  ammette  infinite  soluzioni. 
2S.  Se  si  ha 

Sp  =  costante  =  I 
requuzione 

(B)X'-àY»=l 

6  risolubile  od  in  inOniti  modi. 

Fra  gli  infiniti  sistemi  di  soluzioni  di  cui  la  (B)  è  suscettibile  ve  n'ha  certa- 
mente uno  in  cui  i  polinomii  X  e  Y  hanno  i  minimi  sfThdi  possibili,  tascianilo  da 
parte  beninteso  la  soluzione  evidente  X  =  j-|  Y  =  0. 

Sia  (XoYoì  la  soluzione  minima.  Essa  è  unica,  perchù  è  facile  dimostrare  che 
so  due  soluzioni  (X,Yj)  ,  (X^T^)  sono  tali  che 

J7(X..)  =  9(X,). 
si  ba  necessariamente 

X,  =  ±X,  T,  =  ±T.. 

L'equazione  (B)  può  scriversi 

(X  +  T^/^J(X  -Y  Va")  =  1. 

Uno  dei  due  fattori  che  compongono  il  primo  membro  è  di  grado  uguale  al 
grado  d'uno  dei  suoi  termini;  e  ciò  qualunque  sia  la  aouzione  che  si  considera. 

Per  brevità^ di  linguaggio  lo  diremo  il  fatlore  principale  della  soluzione,  ed 
il  segno  di  Va    essendo  arbitrario,  lo  rappresenteremo  con  X -t- Y  V a". 

Ogni  soluzione  {X  ,  Y)  della  proposta  tiile  die 

ff(X  +  Y  \/T)  =  0. 
coincido  cvdentementc  colla  soluzione  X=+  1  ,  Y  =  0. 
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Ora  se  per  due  sistemi  (X,  ,  Y^)  ,  (Xj  ,  Y^)  di  soluiioni  si  Ila 

i!(X|  +  Y|\^)=!7lX,  +  Y,  slJ) 
si  avrà  pure 


E  se  si  pone 

(4!)  h±^sll=R^B^J 

X^  +  Y;,  \/A 

B  e  S  essendo  una  nuovit  soluzione  ilcll:i  proposti  clic  si  ottiene  ugit:igliunJo   fra 
toro  nei  due  incmbri  le  parti  razionali  o  le  irrazionali,  ai  ottiene 

g{R+S^T  =  0     ,    K  =  ±l     ,    S  =  0. 
Si  liu  poi 

R  =  XiX*-AIjYi=±l 
S  =  Xj.  Yj  -  Xi  Y^  =  0 


Xi  =  ±X»  Y,  =  ±Y4. 

Le  due  soluzioni  (Xf  Y,)  (X^  Y^)  sono  duniine  identiche  od  opposte. 

Ciò  posto  dico  ctiG  Iurte  le  soluzioni  della  (B)  sono  Tornite  dalla  forinola 

(42)  (Xo  +  Tov/A^-X.  +  Y,  v/A  (s=  intero  J  0) 

in  cui ,  sviluppata  la  potenza  s"",  si  devono  uguagliare  nei  due  membri  il  coef- 
ficiente di  Va  ,  e  i  termini  indipendenti  ila  ^/A  . 

Le  funzioni  (X,  Y,l  ,  (X^  Y.l...fXft  Y^)  die  si  ottengono  attribuendo  nella  (42) 
US  i  vfitorì  t,  Z  ,  ...  fi  soddisfano  evidentemente  alla  proposta.    Dnltrondo  si  ha 

(7(Xo+Y(,\/A)  =  ff(xo)=£'(Yo\/AJ; 
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dunque  il  grado  della  funzione  <Xg  t  Y^  Va  )'  cresce  col  crescere  numericaiDcate 
di  s  0  si    cde  che 

g CXft  +  Yft  V"A)  =  hg (Xo  +  To  VA)  =  ^9 (X^) ; 

cioè  :  (//la  polenta  qualunque  (i'un  /ìttlure  principale  è  un  /uffore  principale. 

Dappoiché  non  possono  esislcre  due  soluzioni  distìnte  in  cui  i  polinoinii  cor- 
risjionilcnti  siano  dello  stesso  grado,  il  (^rado  del  rattore  principale  d'una  solu- 
zione die  non  fosse  compresa  in  quello  fornite  dalla  forinola  (1?)  dovrebbe  cadere 
necessariamente  fra  due  potenze  successive  s  e  s  -f  t  della  soluzione  mìnima.  Se 
(X,  X,)  è  una  tale  soluzione,  si  avrà  dunque 

ì?1(X,+YWA)']  <  ff(X,+T,VA)  <  ff((Xo+To\lA")']  +6r(X(+To\'A) 


E  ponendo 


VX,+  Y,  VA'' 


X,  +  Y,  V.4 


(P,Q),  essendo  unu  nuofa  soluzione  (le.Ut  (D),  di  coi  P+QVA  é  il  ruttore  prin- 
cipale, si  Ila 

0<S(P  +  Q  \ff)  <1I(X.-I-Y, /A) 

ciò  die  è  assurdo,  Xo  +  Yo  V  A^  essendo  li  fattore  principale  della  soluzione  lainima. 
Dunque  tutte  le  soluzioni  delia  proposta  si  ottengono  dalla    ((?)  attribuendo 
a  s  valori  interi  positivi,  ed  anche  negativi,  poiché  sì  ha 

(X,  +  Y.  VA")-'  = (jj-lf. '/A)' ^  jx^  _  ,^  ^jj..     j,  ^  „ 

(X.-1-y.  \/4)''(X,-Y,  v/A)'' 

e  quindi 

X.,  =  +  X,        ,        Y_,.  =  -Y,. 


=,  Google 


)(  231  )( 

Rieotuzione  dell'equazione 
U*-AV»  =  B  per  fl(B)>!;(A) 

26    Foaiaino 

A  =  fl,  a;*  +  a,  ai"''  +  ...  +  «„ 

fai 
U  =  tt„a!*  +  u,a!*"'  +  . . .  +  Uj, 

V  =  «„  ac"^  +  .  .  .  +  «.,„■ 

Facendo  successivamente  x  =  a,  ,  «i , . .  . ,  a^  neiruquazìonc 

(1)  U»(x)-VXa')AW  =  n<'"-"*>^' 

<^< 

si  ottiene  il  sistema  seguente  d'equazioni 

(5)  0(«i)  =  e(T(«,)VÀ(^  (t  =  l  .2 fli) 

e,  =  ±l. 

DifTcrenziandola  p,_,  volte  rispetto  ad  a,-  si  ottengono  pj_,   equazioni  della 
forma 

d*U(ai)  =  a*[e(VC0j)>/A(a7)I  =  eiV(ai)  d"  v'A(^+  h  d  [E|V(a,)]  d*"' ^1(07)' 
+  .  .  .  +  ^/A(^)  d*  V(a,) 
ossi»,  scrivendo  simbolicamente 

(3j         d*  U(a()  =  1  £(  dV{a()  +  d  VA(a7)  !'*'       ft  =  1  ,  2 Pi  -  1). 

Le  (S)  e  (3)  costituiscono  un  sistema  di  m  equazioni  lineari  ed  omogenee,  fra 
gli  n»  +  2  -  5  coefficienti  incogniti  di  V  e  V. 
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Consideriamo  per  semplicità  il  caso  in  cui 

Il  sistema  (2)  di  m  ec|uazìoni  essendo  lineare  omogeneo  nelle  m  +  S~T  quan- 
tilà  Ug  ,  u,  ,  . .  .  .  Ufi  ,  fg  ,  V,  , . . .  ,  v„_^ ,  la  condisione  necessaria  e  suffleiente 

perchè  possa  Tornire  per  le  incognite  valori  non  tutti  nulli ,  è  espressa  dall'an- 
nullarsi  della  roatricc  formata  colle  m{m+2--)  quantità 


a,*  ,  a,  *   ,  . . . ,  1  ,  «,*  ,  0 
Si  (leve  dunque  avere 


\'A(a,)... 


«l' 

Oi*' 

■   ■  «( 

1     j,  »,  ■     Vi(o,)      . 

■ .  ■',  %'*(«,) 

«.'■ 

5_( 

..   a, 

^  ■>,  ■     V4(a,)      . 

.  .  t,  ,/A(.,) 

=  0. 

1 

«•»-.    ■ 

■■  «.-■ 

En-l='n-l    ^A{a„_,). 

•e.-WA(«.-,) 

». 

■•  ". 

■■  s.v/4(0 

Perchè  la  matrice  in  questione  sia  nulla,  bisogna  e  basta,  che  si  annullino 

-  -  1  dei  determinanti  di  grado  m  +  2  —  -  che  se  ne  possono  estrarre  ;  ciò  che 

darà  le  equazioni   di  condizione   cui   debbono   soddisfare   i   coelllcienti   di   A(x)  e 
I'(x)  perchè  la  proposta  possa  essere  risolubile. 

Se  queste  condizioni  sono  soddisfatte,  )e  ultime  ^  —  1   equazioni  del  sistema 

(2)  sono  conseguenza  delle  prime  m  -  x  +  '  ,  le  quali  daranno  univocamente  le 

incognite  Uq  ,  u,  ,  .  .  .  ,  Vg  ,  V, .  . .  ,  fissato  che  sìa  arbitrarinnicntc  il  valore  di 
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Risoluzione  dell'equazione 
U*-AV*  =  B  per  giB)<ff(\). 

21.  PoniRmo  come  sopra 

U  =  Ug  (1?  +  U|  as^~*  +     •  .  +  «„ 

V  =  «0  3C*  +  "l  a^~'    +  ■  ■  ■  +  «i 

A  =  a,  ac*"  +  a,  ac*""'  +  .  .  .  +  a,„ 

B  =  6o  £»"  +  6i  a:*-'  +  .  .  -  +  6„  =  ft»  JJ  (a:  -  a/* , 

e  supponiamo  per  scmplicì(&  che  sia 

I>i=Pt=  ■  •  ■  =7>/=l- 
Noi  aTremo 

y  =  n  +  z  {::  =  intero  posilivo  arbitrario) 

Si  avrà  il  sistcmft 

(5)  U(aj)  =  £iV(n.)  VA(ov 

clm  era  sulTicicntc  no)  caso  trattato  precedentemente ,  ma  non  lo  is  più  quando 
3(B)<ff(A). 
Se  si  pone  : 

a;  =  -  ;  T(0  =  «,  +  «,  I +  ...  +  «„'„'  ;  Z(0  =  f,  +  «,I  + . .  .H-B^f* 

C{()  =  (io  +  o'il  +  .  .  .  +  OibI*"  ;  D(0  =  (»o  +  ft,  (+...  + 6„r. 

L*cqu»£Ìonc 

K»(a3)~A(cc)V»(a3)  =  B((r) 
dìTcnta 

(6)  T*(()-CCOZ»CO  =  »(')("'*"'■ 
e  per  (  =  0 

G)  T(^)  =  <Z(0)^/CÌO)  (e  =  ±l). 
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Se,  posto  per  bre?ìtà ,  2z  +  2»  -  m  =  9  ,  si  dcrìTa  0  -  1  volte  l'espressione 

T(0-s  VC[0Z(0  =  AC() 
rispetto  a  l,  si  ottengono  6-1  equazioni  del  tipo 

(8,  ^_^(!)  =  o 

che  saranno  soddisfiitte  ncinpotesi  che  (-0, 
J'acciamo  generalmente 


j  _/(I''s/A(lA 


e  supponiamo  pe 

(issare  le  idee  che  si  abbia 

!)<1. 

Avremo  airora  il  sistema  : 

«. 

=  !,A 

«1 

=  <',X.  +  !,,X, 

«■ 

=  i>,».  +  t;,l,+|«),X, 

"» 

=  0,*.  +  »,..*. +  5',-.  *.  +  ••■ +  jiVr»r  + ■■■+ f- 

(9) 

"»- 

=inri  "-*■.- +  [J''.-»"-^- ■■  +  15^".  V. 

", 

=  ir''"+ ^f»'"^ 

0 

=iisi  "■'"«  +  ■■■  + è"*  *•*• 

0 

-                      f  )                1           1          *          r   1 

[y+„_m_l  ".^V^n.m.i   1  .  .  .    h  |2y_m.i  *'.'i,.«-l 

n 
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Qucslo  sistema  è  composto  di  (2i/  -  m)  equazioni  lineari  ci)  omogenee  nelle 
niìz-t-  2  costanti  incognite  n^  ,  u v^  ,  v,  .  .  .  . 

D'altronde  le  equazioni  (9)  devono  coesistere  colle  equazioni  (S) ,  dunque  la 
condizione  di  risolubilità  dei  due  sistemi  è  espressa  dall' annullarsi  della  matrice 
seguente  : 


1 


,  a/  \/A(a,) 


...  0       0  ).„ 

...  0       0  X, 


-m-i 


**«-«-! 


0 

0 


e  ciò  esige  che  si  anDullino  2y  -  (n  +  2^;  +  2)  +  1  =  n  -  I  dei  determinanti  di  grado 
(n  +  2  s  +  2)  che  se  ne  possono  estrarre. 

Dunque  uguagliando  a  zero  questi  determinanti ,  si  ottengono  le  n  —  1  con- 
dizioni cui  debbono  soddierare  a,, ,  a,  ,  .  ,  , ,  6.  ,  6, , .  . .  . 

Genova,  30  Marzo  1891. 
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SULLA  TEORIA  DELLE  EQUAZIONI  DIFFERENZIALI  LINEARI 

HONOGBA.FIA 

DEI 

Doti.  GIORGIO  FLORIDIA 
(Continuazione,  v.  Voi.  XXX.III ,  p.  I4S-156). 


XI. 

In  questo  capitolo  daremo  alcuni  criteri  suIIa  rìdncibilità  delle  equasioni  dif- 
ferenziali lineari  e  dimostreremo  alcuni  teoremi  del  Frobenius  (Creile' s  Jourunl 
Tol.  76)  con  un  calcolo  simile  a  quello  fatto  dui  Thomè  (Crclle's  Journal  Voi.  75 
e  76)  per  la  ricerca  degli  inte^'rali  regolari  delle  equanìoni  difTerenziali  e  ciò  per 
mettere  a  profitto  alcune  deflniziont  ed  alcuni  risultati  che  ci  occorrerà  conoscere 
per  lo  studio  degli  integrali  regolari. 

L'equazione  difTerenziale  lineare  omogenea  a  oaelDcienli  univalenti. 

■  +Pmy=0 


(1) 

dv""' 

8i  indicb 

con 

r. 

=  0 

(2) 

y,= 

*! 

». 

-./ 

p,  da: ,  .  . 

!/»  =  *') /(^a!»,  .  .  ,iv^d 


rappresenti  un  sistema  fondamentale  di  integrali  della  medesima  equazione. 
Prendendo  le  mosse  dall'equazione  dilTerenKialo 

^'^  +  &«...=0  ove*  fc  =  -_Ll^-=i, 

da:  *  p„_,     da: 

mediante  successive  applicazioni  della  connessione  (1)  e  (2)  N.  VI  si  formi  l'equi- 
zione  differenziale  di  (m-l)-esimo  ordine 


^dy— ■  dtf-"- 

"  dx"-*  "^  ^'  daj" 


■  +  P'— «  y= 


cui  soddisfano  gli  integrali  j/i  j/t  ■  ■  •  Vn-i  dell'equazione  F,,  =  0. 
So  si  pone  L  =  Fm_,  (j/.)  ,  l'equazione 

(*)  F„_,  =  c„L. 

che  si  può  anche  scriiere 

(5)  MF._,(i/)  =  c,        CM  =  I.-'), 

possiede  tutti  gli  ìntogrnlt  j/i  j/i  •  ■  •  !/»  ^^^  atstema  fonrtamentale  dell'  equazione 
F.ssO. 
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Le  cquaiionì  difTerenziali  S„=fi  6 

(6)  sC^— <»>)=" 

sono  entrflinbe  lineari,  omogenee  dello  stesso  ordine  e  possiedono  i  medesimi  in- 
tegrali ;  adunque  dopo  di  aver  reso  nella  (6)  uguale  all'unità  il  coclliGiente  della 
tn— esima  derivata ,  moltiplicando  tutti  i  termini  dell'equazione  per  H~* ,  si  può 
scrivere 

per  mezio  della  quale ,  uguaglinnilo  nei  due  membri  j  cocfQcieDti  delle  derivate 
<li  ugual  ordine,  si  ottengono  le  retazioni 

(S) 

che  legano  i  coefficienti  p  della  F„  =  0  ni  cocIKìcicnti  jt'  di  F,^,  ^  0.  Da  qui,  eli- 
minando successivamente  le  grandezze  tip',,  si  ricava  l' equazione  difTercnziole 
lineare  omogenea 

L'equazione  (5),  come  ogni  altra  equazione  difTorenziale  lineare  omogenea  di 
(in  — 1) -esimo  ordino,  uguale  ad  una  costanta  arbitraria  e  la  quale  possiede  i 
medesimi  integrali  della  F„  =  0  sì  dice  prima  cciuasione  integrale  di  F„. 

La  prima  equazione  integrale  di  un'equazione  dilTereuziale  lineare  non  omo- 
fjcnea 

(IO)  F„  +  q  =  0 

si  può  ottenere  ,  come  risulta  dalla  relazione  (7) ,  integrando  questa  equazione 
dopo  di  averla  moltiplicata  per  M(/x,  ove  M  è  una  funzione  da  determinarsi.  Ese- 
guendo queste  integrasioni  (integrazioni  per  parti)  e  nel  risultato  ponendo  che 
a  H  soddisfi  l'equazione  F'„  =  0  e  denotando  con  ji'  grandezze  che  siano  legate 
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alle  p  delle  relazioni  (8) ,  si  ottiene  in  floe  come  prima  equazione  integrale  della 
(IO)  l'equazione 


(11) 


^fsqà 


OTo  BI  è  un  integralo  dcH'equazione  dilTiìrènxiitle  F'„  =  0. 

La  grandezza  H  come  ogni  altra  grandezEa  che  sodilisD  alla  relazione  (7)  ^ 
dice  moltiplicatore  o  fattore  iiitugrunte  della  F„  =  0;  essa  ò  anctie  un  moliiplì- 
catore  dell'equazione  P„  +  q'  =  0. 

L'equazione  dilTerenzIale  F'„  =  0  cui  soddisfa  il  moltiplicatore  di  F_  =  0  TÌen 
detta  equRzione  ilifferenzinie  del  fattore  integrante  di  F„  =  0  ;  essa  è  anche  equa* 
Eione  diGTerenziale  del  fattore  integrante  di  F„  +  7  =  0. 

Quando  è  noto  un  integrale  H  dell'equazione  F'„  =  0,  i  coefGcienti  dell'equa- 
zione F„_,  =  0,  si  possono  calcolare  direttamente  per  mezzo  delle  relazioni   (S); 

dalle  quali  si  vede  che  se  la  funzione  -7-  log  M  è  univalcnte,  anche  i  coefficienti 
p'  sono  univalenti  ;  da  cui  il  teorema  : 

■  Condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  l'equazione  Fn  =  0  possieda    tutti 

■  gli  integrali  di  un'equazione  differenziale  lineare  omogenea  a  coefficienti  unìva- 
•  lenti,  Fb,_i  =  0  (•),  di  ordine  più  basso  di  una  unità,  è  che  l'equazione  F'.  =  0 
«  possieda  almeno  un  integnile  la  cui  derivata  logarìtmica  sia  una  funzione    uiti- 

■  valente,  ovvero  in  particolare  che  sia  univalenle  la  funzione 

a '»«<'•  «'■■•"->"'  •• 

Se  ò  dato  che  sono  univalenti  i  coefficienti  p',  deve  essere  anche  unìvalente 
Ih  funzione  -r-logH'*  ed  il  coefficiente  k  dell'equazione 


cui  soddisfa  la  funzione  U~^ 


(•)  Nei  teoremi  clie  aegaono  iateaderemo  sempre  ciie  i  coefficienti  delle  equa- 
zioni differenziali  lineari  omogenee  le  quali  hanno  tutti  gli  integrali  in  cornane  col- 
l'equazione  F„  =  0,  presentino  lo  stesso  carattere  dei  coetfìcienti  di  qnest'altima. 
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Si  ricava  quindi,  dalla  relazione  (i)  il  seguente  teorema 
«  tìe  l'equazione  V^  =  Q  possiede  tutti  gli  iutc^rali  di  un'equazione   dilTercn- 

I  ziale  P„_, ,  di  ordine  inrerlore  di  una  unità ,  allora  tutti  i  suoi  integrali  sod- 

>  disfitno  Tequaiioue 

«  (love  M~'  è  l'integriile  di  un'equuione  differenzi  ale  di   primo  ordine  a  coelTi- 
«  viente  univalente  a. 
Se  vien  posto  : 

(12)  1^1  =  ^   .   m  =  :^,V \^m  =  V-^-l''m 

gli  integrali  dell'equazione  F„  =  0  assumono  la  Torma: 

(13)  y,=p,  ,  y,=;i, [[*,"' mdu, ...  ,y^=v-ij<i!BV-r'HJ—fv-»i-t'*v-m<i^ 

e  l'integrale  (v,  Vj  ...  v.^)**  dell'equazione  F'„  =  0  vien  espresso  con  ^^~*.  Simil- 
mente un  integrale  dell'equazione  "?„_( ,  che  rappresenta  l'equazione  dilTercnziale 
del  fattore  integninte  di  F„_|=0,  è  l^a-t"*-  Su  con  questo  integrale  0  con  un'altro 
integrulc  qualuuque  di  F',|_,  =  0,  per  mezzo  di  relazioni  analoghe  alle  (8)  vengono 
determinate  le  funzioni  pi*'  e  piantata  l'equazione  diiTerenziule 

questa  lia  per  integrali  i  primi  m  — 2  integrali  del  sistema  Tondamcntale  della 
F^=0;  e  ji~'«-t  è  "1  integralo  dell'equazioiio  f"„_i  =  0  clic  rappresenta  l'equa- 
zione differenziale  del  fattore  integrante  di  F„^t  =  0. 

Per  mezzo  di  questo  integrale  o  dì  un  altro  integrale  della  F'„_,=0  si  pianti 
l'equazione  F„„a  e  cosi  si  contìnui  Dno  ad  oltenord  un'  equazione  differenzialo  , 
F«_»  =  0,  che  abbia  con  P„  =  0  in  comune  i  primi  m-k  integrali  del  sistema 
fondamentale  di  quest'ultima.  Ora  se 


SODO  funzioni  di  ce  univalcnti,  o  più  generalmente  se  le  equazioni 
l"»  =  0        FV.  =  0 F'._,H.,  =  0 
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hanno  ciascuna  un  integrale  la  cui  derivata  logaritmica  è  una  funzione  univalente, 
allora  i  coeOlcìenti,  pi*',  della  F„_k  =  0  sono  anch'esse  funzioni  uniiiileati,  dat 
cui  bI  ha  un  teorema  che  è  la  generalizzazione  del  teorema  poeto  io  principio  di 
questo  numero. 

(  Condizione  necessaria  e  suDicientc  perchè  l'equazione  F«,=  0  possieda  tutti 
fi  gli  integrali  di  un'equazione  dilferenziiilc  lineare  di  ordine  m  —  k,  F„_t  =  0,  è 
(  che  le  equazioni  dilTorcnziiilì 

K'  =  0    ,    FVt  =  0,  -  ..  ,  F'„.k^,  =  0 

«  abbiano  ciascuna  un  integrale  la  cui  derivata  logaritma  è  una  funzione  univa- 
I  lente  ed  in  particolare  che  siano  funzioni  dì  x  univalcnti  le  grandezze 


Fra  due  equazioni  consecutive 

(15)  P'«  =  0        F'^_,  =  0        F'._t  =  0 

i  cui  integrali  denotiamo  rispettivamente  con 

M    M">    Mi"  .  .  .  , 

per  esempio  fra  le  equazioni  F'„  =  0  ed  F'„.,=0,  sussiste  la  connessione  che  se 
H,  rappresenta  un  integrale  di  F'„=0,  si  passa  da  questa  equazione  alla  F',,_,=0 
colla  sostituzione  M  =  M,|m,"' M'"  dai. 

Infatti  se  nella  F'„=0  poniamo  ll  =  H,lZ(fx  e  nell'equazione  che  si  ottiene 
per  Z  facciumo  Z  =  M,''M"\  vìen  fuori  subito  l'equazione  F'^_,  =  0. 

Da  ciò  e  dalla  premessa  clic  le  equazioni  (iS)  possiedono  rispettivamente  gli 

integrali  |i„~*  l»-'!!'!  !''~'n-i b'  ricavano  gli  m  integrali  dell'  equazione 

F'h  =  0  ,  i  quali  si  presentano  sotto  la  forma 


•  ■  ■  M«  =  i»«-'  |da;i»„  [t-Vi|  ■  ■  -f^tV; 


Ulx. 


n 
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Paragonando  queste  espressioni  degli  integrali  di  F'„=0  con  quelle  degl 
integrali  di  P„  =  0  si  vede  che  gli  integrali  di  una  ammettono  tali  espressioni 
che  da  esse  si  possono  ricavare  immediatamente  quelli  dell'altra;  e  nel  modo  di 
ricavare  gli  integrali  di  una  da  quelli  dell'altra  sussiste  reciprocità,  poiché  le 
equailoni  ¥^=6  ed  f"„=0,  come  abbiam  detto,  sono  l'una  equazione  differenziale 
del  fattore  integrante  dell'altra. 

L'equazione  dilTerenziale  F„  =  0  possieda  tutti  gli  integrali  di  un'equazione 
differenzialo  lineare  omogenea  di  ordine  la-k  jF„_t=0,  a  coelTlcienti  univnlentj 
io  dico  che  gli  integrali  di  F„  =  0  soddisfano  all'equazione 

<")  Fm-*  =  w 

dove  b>  è  l'integrale  generale  di  una  determinata  equazione  differenziale  dì  ordine 
k  a  coelllcienti  univalenti. 

Come  da  F„=:0  è  stata  ottenuta  l'equazione 

eos]  dall'equazione 

(18)  F«_i-c„m,  =  0 
si  ricava  (equazioni  (10)  ed  (li)) 

(19)  (*"'«-!  F«-i  -  e»/  f*"'«.-i  (*»  ('aj  =  c„_, 
da  cui 

(20)  Pm-l  =  C«-l  Cm-l  +  C„  l*-i/  ,«-'«_,  (V  da'- 

Similmente  da 

(21)  F«-i  -  c„.,  I*™.,  -  e„  ^«_,  [  ;*-'«-!  (S,  da:  =  0 
si  ricava 

(8S)       P«.J-f™.^:'m.l+C«-#-t/''''«-»V-l'^'»^■Cm.-»/d«i*"*«-»!*m-t/(*"'«l-I(*■t'a! 
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e  cosi  di  seguito  Qno  uà  ottenere 


(23)         F„.fc  =  c„_,^.,  («„_»+,  +  c„_»+,  (*„_*t,  j 


1-I.+1  (*»-»+»  (te  +  • 

da;. 


Bisogna  dimostrare  cbe  il  secondo  membro  di  questa  equazione  è  il  completo 
integrale  di  una  determinata  equazione  dilTerenKiaie  di  ordine  k  a  coefllcicnli  uni- 
valenti.  Per  ottenere  sifTatta  equazione  si  pianti  primieramente  l' equasione  di 
1'  ordine 


dx 


.g^--^>y  = 


cui  soddisfa  l'integrale  ii~'„_t4.| ,  e  per  meszo  di  successìTe  applicazioni  della  con- 
nessìonc  clic  passa  fra  due  consccutire  equazioni  differeniiali  dei  Tattori  integranti 
si  formi  l'equatione  : 

alla  quale  soddisfano  gli  integrali 


«~'/<te(.„F-V-i/-  .  .[ 


t'm-l.+tf*     «-l.+ld 


Allora  l'equazione  differenziale  del  fattore  integrante  di  quest'ultima 

ha  per  integrali 
(26)  Si  =  f«-*+t  >   S,  =  t^,_ji+,  I  i*-*„.»+i  i-m-Mi  da;  +  . .  .  , 

ed  il  suo  integrale  generale  ò  nppunto  il  secondo  membro  dell'  cquatione  (23). 
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Resta  ora  soltanto  a  dimostrare  che  i  coelTlcienti  di  questa  equasione  sono  fun^ 
lioni  univalenti.  A.  tal  uopo  scriviamo  per  disteso  le  relazioni  che  passano  fra  i 
coefficienti  p  p'  p"*  .  .  .  p'*'  delle  equasioni  F„  =  0  F>|_,  =  0  .  .  .  F„_n  =  0 


p.'P'a+^  +  p'.-a;'»»''--' •<«  =  •••■"•>  (Po'  =  '  P-'  =  '') 


(21) 


-+P.-."-"#.l08i' 


,.>»-■' = P."'  +  ^ + P.-,'"  A  i»e  '- V.„  . 


I 


/  C*)  \ 


Relaiionl  simili  a  queste  sussistono  fra  i  coefficienti  g'*~"  (/'*""  .  .  .  g. 
Si  sostituisca  nella  penultima  delle  relazioni  (21)  per  p^~*^  la  sua  espres- 
sione data  dall'ultima  equazione  del  sistema,  ove  sia  stato  posto 

poi  si  sostituisca  l'espressione  cosi  ottenuta  per  pa'*"*'  nella  terz'ullima  equazione 
e  cosi  si  continui,  tenendo  conto  però  ogni  volta  delle  relazioni  cui  soddisfano  i 
coedìcienti  ff*~"  fl'*"*'  . . .  g.  Con  ciò  si  ottengono  (»edi  Ttioraè  volume  16  del 
Creile' s  JournaO  te  p^  espresse  in  funzione  delle  p^^  e  delle  g. 

(58)  ^•  =  2],(t  +  |p!!,)„.„», 

ove  per  brevità  di  scrittura  è  aUto  posto 
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Dii  queste  relazioni  si  vede  subito  che ,  se  sono  uaivalenti  lo  funzioni  p^**' , 
Io  sano  parimenti  ì  coefficienti  g  della  F'„.|t  =  0  ;  da  cui  il  teorema 

I.  R  Se  l'equazione  Fa  =  ()  possiede  tutti  gli  integrali  di  un'equazione  dìffe- 
u  renziale  lineare  dì  ordine  m  — ft  ,  F„_n  =  0,  gli  integrali  di  F„  =  0  soddisfano 
K  ad  un'equazione  della  forma 

H  F„_j  =  11) 

>  dove  u  è  l'integrale  genernle  di  una  determinata  equazione  ditTerenziale  pure 
I  a  coeffìcienti  univalenti  dì  ordine  R. 

L'equazione  R'  =  0  per  it  modo  come  è  stata  costruita  lia  tutti  gli  integrali 
io  comune  coll'equazione  F'„  =  0.  Si  ba  da  ciò  il  seguente  teorema: 

II.  n  Se  l'cquaKiono  F„  =  0  possiede  tutti  gli  integrali  dì  un'equazione  diffe- 
a  renziale  lineare  di  ordine  m  —  h,  F^_it  =  0;  allora  l'equazione  differenziale  del 
a  suo  moltiplicatore  integrante  ha  tutti  gli  integrali  in  comune  eoa  un'equazione 

■  di  ordine  h  a  coefficienti  pure  univalcnlì  e  viceversa  >. 

Fra  le  equazioni  F„  =  0  ed  F„^j,  =  0  passa  la  relazione 

F«  =  R{F„_s) 

come  si  può  subita  verificare  uguagliando  nei  due  membri   dì  questa  equazione  i 
coefficienti  di  ugual  ordine  della  derivata,  da  ciò  seguono  t  teoremi  : 

III.  u  Se  l'equazione  F„  =  0  possiede  tutti  gli  integrali  di  un'equazione  dif- 
«  fcrenziaie  lineare  F„_j=0,  di  (m  -ft)-eBimo  ordine,  allora  F„  si  può  mettere 

■  sotto  la  forma 

«  F«=R(F„.») 

■  ove  R  è  una  determinata  equazione  dirrereuzìalQ   lineare   di  ordine  ft  a   coeffl- 
«  denti  univalenti  >. 

IV.  ■  Se  l'equazione  F,n  =  0  ammette  tutti  gli  integrali  dì  un'equazione  dif- 
n  ferenzìale  lineare  F„_^  =  0  ed  à  Fni  =  R(F„_^),  allora  agni  moltiplicatore  del- 

>  l'equazione  R  =  0  è  auche  un  moltiplicatore  dell'equazione  F„  =  0  >. 

L'equazione  F'„esO  possiede  lutti  gli  integrali  dell'equazione  R'  =  0;  si  può 
dunque  porro,  in  virtù  di  un  teorema  precedente,  R'  =  z  ove  2  à  il  completo  in- 
tegrale di  una  determinata  equazione  differenziale  di  ordine  m  -  ft  ,  F'^-»  =  0  >  e 
fra  le  equaiioni  F'„  =  0  R'  =  0  ed  F'^.it^')  passa  la  relazione 

F'«  =  F'«,_»CR'). 
Da  ciò  ai  ba  1)  Teorema 


^ 
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V.  e  Se  i  moltiplicatori  delle  equazioni  dilTcrcazìaU  lineari 

t  soddisfano  rispettivamente  allo  equazioni 

>  F'«  =  0        F'«-A  =  0        R'  =  0 

«  allora  se  è 

8  deve  anche  essere 

XII. 

é  stato  detto  nel  N.  V  che  condizione  necessaria  e  sufficiente  perdio  un'equa- 
lione  dilTercnzialc  lineare  a  cocfricienti  univalentl  sìa  riducibile  è  che  il  gruppo  T 
delle  sue  sostituzioni  non  sia  primario  ,  appunto  per  ciò  vogliamo  qui  portaro  il 
nostro  esame  su  questi  gruppi  e  stabilire  dei  criteri  che  opportunameiite  applicati 
possano  servire  a  far  vedere  se  un  dato  gruppo  è  o  no  primario.  In  primo  luogo 
parleremo  dei  eriteri  stabiliti  dal  sig.  Jordan ,  dandone  anche  lo  schema  della 
dimostrazione. 

Nel  caso  particolarissimo  che  le  sostituzioni  relative  ai  diversi  punti  singolari 
a,  a,  .  .  .  Op ,  che  indicheremo  rispettivamente  con  S,  S,  .  .  .  Sp ,  siano  tali 
che  ciascuna  di  esse  moltiplica  tutti  gli  integrali  per  un  medesimo  fattore  costante, 
le  sostituzioni  del  gruppo  r  godranno  tutte  della  stessa  proprietà  ed  il  gruppo 
non  è  primario. 

Nel  caso  più  generale  che  ciò  non  si  verifichi  il  sig.  Jordan  procede  come 
appresso  : 

Fra  le  sostituzioni  che  non  godono  della  proprietà  di  moltiplicare  tutti  gli  in- 
tegrali per  un  medesimo  fattore  costante  ne  scpglie  una,  per  esempio  quella  re- 
lativa al  punto  singolare  a,,  e  determina  nell'intorno  di  questo  punto  singolare 
nn  sistema  fondamentale  di  integnili  per  cui  la  relativa  sostituzione,  Sj,  ha  la 
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forma  canonica.  La  Boslltutione  S^  sia  la  seguente  : 


y.  Ve  • 
y/  Vt  • 
Vx'Vx'  ■ 

2,  2,  .  .  . 
U,  U,  .  . 


•  Vk  a(yi  +  Vx)  o(Vi  +  yi)     .  - .  oy» 

•  y*  dCwi'  +  yi')  o(y»'  +  w»')  ■    •  oy*' 

•  y«"  o(yi"  +  y»")  «(y."  +  y»")  •  -  ■  «y*" 

2,  a(s,  +  lì)  a(s,  +  z,)  .  .  .  ozi 


6(u,  +  «,)        6(«,  +  u,)  .  .  .  6w, 


ove  è  i  <  fc. 

Si  tratta  di  vedere  (vedi  N°.  T)  se  si  può  scegliere  un  sistema  di  valori  per 
le  costanti  d,  dj . . .  d,' . . .  e, . . .  /^  in  modo  che  la  funzione 


T.  =  d,y,  +  d,y,  +  ...+  d,' 


.  +f,3, +  ...+/;«,  +  ... +A«i 


determinata  da  questo  sistema  di  costanti  sia  tale  cbe  fra  le  sue  differenti  dira- 
mazioni corrìspandenti  alle  sostituzioni  del  gruppo  r  ve  ne  siano  meno  di  m  fn 
dì  loro  linearmente  indipendenti. 

Lasciamo  per  un  motnento  indeterminate  nella  T,  le  eostanti  à^  .  . .  d  ti 
indichiamo  con  T,  Yj  .  .  .  Y„  le  funzioni  linearmente  inrlipendcnti  fra  di  loro,  che 
si  ottengono  da  T,  colle  sostituzioni  del  gruppo  r.  Il  numero  n  di  queste  funzioni 
è  Unito  e  tutt'al  più  uguale  al  numero  m*  dei  prodotti  che  si  ottengono  molti- 
plicando ciascun  elemento  del  sistema  fondamentale  yi  .  yt  •  ■  •  U(  per  ciascuna 
indeterminata  d,  ,  d^ , .  . .  f^  ;  poiché  non  si  possono  avere  più  di  n  (n  =  m*)  for- 
mo lineari  indipendenti  dì  n  variabili. 

Ciascuna  di  queste  funzioni  I  si  presenta  sotto  la  forma 


I>.yi4 


. +  D/yt'  +  •  •  •  +  Vy.''  +  E,  2,  -f  . , .  +  FiUi 


ove  D,  Ut .  .  .  Ff  sono  funzioni  lineari  delle  variabili  d^d^,  .  .ff. 

Ciò  posto  cerchiamo  di  determinare  le  arbitrarie  d,  d, . .  .  /"{  risolvendo  ri- 
spetto ad  esse,  prese  come  incognite,  il  sistema  delle  3n  equazioni  ottenute  ugua- 
gliando a  zero  in  ciascuna  T  i  coellìcienti,  D  D'  D",  di  y,  y,'  y,". 

a  Se  le  equazioni  sono  compatibili,  assegnando  a  d,  d,  .  .  .  /^  un  sistema  di 
(E  valori  che  soddisfano  a  queste  equazioni,  le  funzioni  T,  Y,  ...T„  non  dipendano 
€  più  che  dalle  m-3  variabili  j/j.-.y^y,'...  y^,  j/("  ...z, ...  u, ,  e  perciò  fra  quMte 
e  funzioni  ve  ne  saranno  tutto  al  più  m  -  3  fra  di  loro  linearmente  indipendenti 
a  ed  il  gruppo  r  non  ò  primario  ■ 

Passiamo  invece  al  caso  in  cui  il  sistcm;i  delle  3'i  equ^izioni  sia  incompatìbile. 


^ 
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Allora  formiamo  il  fascio  ^ , 

Cjy,  +  C|y,  +  .  .  ■  +e„T„, 

e  prendiamo  a  considerare  una  funzioDe  di  questo  fascio  nella  quale  uno  almeno 
dei  tre  coofflcienti  di  y^  y,'  y"  sia  diverso  da  zero. 

Una  tale  funzione  deve  necessariamente  esistere  nel  fascio  ^ ,  perchè  altri  • 
menti  il  sistema  delle  equazioni  non  sarebbe  incompatibile. 

Il  sig.  Jordan  applicando  su  questa  funzione  ripetutamente  la  sostituzione  Sj 
e  facendo  ogni  volta  delle  opportune  combinazioni  lineari  fra  lo  finzioni  prima 
ottenute,  perviene  ad  ottenere  nel  fascio  4>  una  funzione  f,  della  forma 

?o  =  dy,  + ti' y»'  +  d"yt". 

Per  giungere  a  questo  risultato  egli  ricava  prima  una  funiionc  in  cui  si  an- 
nulla soltanto  il  coenicicnte  della  it, ,  da  questa  ne  ricava  un'altra  ove  si  annulla 
anche  il  coefGciente  di  u,  e  cosi  di  seguito  Ano  ad  ottenere  una  funzione  in  cui 
spariscono  completamente  le  variabili  u;  da  quest'ultima  ricava  una  funzione  in 
cui  oltre  le  u  sp^iriscono  le  variabili  y,  y,'  y/'  z, ,  poi  un'altra  in  cui  spariscono 
ancora  le  variabili  y,  y{  y^"  z%  e  cosi  di  seguita  fino  ad  ottenere  in  ultimo  la  fun- 
zione f,.  Prendendo  come  punto  di  partenza  la  funzione  7,  il  sig.  Jordan  ottiene 
collo  stesso  pro'^edimento  un'altra  funzione  f,  della  stessa  forma  di  7^. 

?i  =  I>)V»+»i'y*'  +  D,"i/»" 

ove  i  coerOcienti  D  sono  funzioni  di  d,d'  e  d";  poi  una  terza  funzione  cpj,  poi  una 
quarta  ecc. 

Teniamo  fra  queste  funzioni  quelle  che  sono  fra  di  loro  linearmente  indipen- 
denti ;  quando  peri»  le  d  ,  d'  ,  d"  si  considerano  come  indeterminate. 

Queste  funzioni,  il  cui  numero  è  fluito  e  non  superiore  a  nove,  vengano  in- 
dicate con  To  Ti  •  •  ■  Tu* 

A.  questo  punto  il  sig.  Jordan  costruisce  11  fascio 

Ce  9o  +  e,  «Pi  +  .  .  .  +  c^  9^ 

e  dimostra  che  le  funzioni  di  questo  fascio  si  possono  considerare  come  le  tra- 
sformate di  9,  per  le  sostituzioni  di  un  certo  gruppo  7,  derivato  da  determinate 
sostituzioni  Og  ,  0,  ,  .  .  .  ,  Oj^  fra  le  tre  variabili  y^  ,  y^'  ,  y^". 

Il  gruppo  -f  contenendo  meno  variabili  che  il  gruppo  r  possiamo  supporre  di 
saper  riconoscere  se  questo  gruppo  è  0  no  primario. 
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■  Se  il  gruppo  f  non  è  primario  aactie  il  gruppo  r  non  è  primaria  ■. 
Se  il  gruppo  f  h  primario  allora  per  riconoscere  se  il  gruppo  r  è  o  no  primario 
«  non  resta  a  far  altro  che  :  prendere  uno  qualunque  dei  tre  intejjrali  y»,  y^',  y^'\ 
I  ad  esempio  y^ ,  Formare  le  trasformate  successivo  di  y„  per  le  diverse  sosUtu- 
«  zioni  del  gruppo  r ,  e  scegliere  fra  lo  dilTorcnti  diramazioni  di  questa  funiione 
(t  quelle  che  sono  fra  di  loro  linearmente  in  lipendentì  ;  se  il  loro  numero  è  mi- 
«  norc  di  m,  r  non  è  primario,  nel  caso  contr.irio  è  primario. 

Questa  condisione  è  ancjje  necessaria. 

Supponiamo  ctie  l'equazione  dilTerenziale  data  sìa  riducìbile  e  sia  Q„  =  0  l'e- 
quazione dilferenzÌRle  di  ordine  più  basso  che  abbia  con  essa  tutti  gli  integmli 
in  comune.  Nell'intorno  del  punto  singolare  ,  a, ,  1'  equazione  Q„  =  0  ha  sempre 
tali  integrali  che  nel  giro  della  variabile  attorno  ad  Of  passano  in  aè  stessi  mol- 
tiplicati per  una  costante.  Perciò  necessariamente  almeno  uno  degli  integrali  del- 
l'equazione riducibile  F'„  =  0  che  godono  di  questa  proprietà  deve  soddisfare  al- 
l'equazione Q„  =  0.  Da  ciò  il  teorema: 

n  Condizione  necessaria  e  sufficiente  perche  un'cquaiionc  dilTerenziale  lineare 
«  sia  rMucibtle  è  che  fra  i  suoi  integrali,  che  nel  giro  della  variabile  attorno  ad 
*  un  punto  singolare  passano  in  se  stessi  moltiplicali  per  una  costante,  ve  ne  sia 
t>  uno  almeno  tale  che  fra  te  sue  dìITcrpnti  diramaziorit  ve  ne  siano  fra  di  loro 
ff  linearmente  indipendenti  meno  del  numero  che  rappresenta  l'ordine  dell' equa- 
I  zione  differenziale  data  i 

Perchè  l'applicazione  di  questo  criterio  sulla  riducibilità  possa  sempre  non 
riuscire  infruttuoso ,  è  necessario  che  il  numero  degli  integrali ,  i  quali  nel  giro 
della  variabile  attorno  ad  un  punto  sÌn<;olure  passano  in  sé  stessi  moltiplicati  per 
una  costante,  sia  finito;  e  noi  abbiam  visto,  nell.i  formazione  del  sistema  fonda- 
mentale del  sig.  Hamburger,  die  siffatto  numero  non  6  sempre  Qnito  e  che  spesso 
invece  questi  integrali  possono  essere  in  numero  moltiplicemente  infinito  Merita 
adunque  in  queste  ricerche  speciale  considerazione  il  caso  in  cui  l'equazione  data 
ubbia  un  numero  finito  di  siffatti  integrali.  Ora,  per  quello  cho  h  stalo  detto  nel 
N.  TI,  questo  numero  può  essere  finito  in  duo  oisi  :  T  Quando  lo  radici  dell'e- 
a  quazione  fondamentale  pertenente  al  punto  singolare  die  si  considera  ba  tutte 
«  le  radici  differenti  l'una  dall'ultra.  2"  Quando  l'equazione  fondamentale  relatìv»- 
K  mente  alla  raitice  multipla  m^  ha  il  solo  divisore  elementare  (m  —  c<t,}>^  ove  ii  è 
a  il  grado  di  multiplicìlà  della  radice  iti^. 

Un  altro  criterio  sulla  riducibilità  delle  equazioni  differenziali  lineari  omogenee 
a  coefficienti  univalcnti  è  dìito  dal  seguente  teorema  del  Frobenius, 

«  Se  (li  due  diffemiti  integrali  di  un'equazione  differenzialo  linc:ire  omogenea 
B  a  cocfllcienli  univalcnti  ,  F„  =  0,  l'uno  è  un'espressione  lineare  omogenea  a 
«  coefficienti  univalcnti  dell'altro,  l'equazione  differenziale  è  riducibile  *, 

Sia 

Q  (y)  =  9o  y*"'  +  9)  y'"""  + .  •  •  +  9,1  y 
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un'  Crtpressiono  differenziale  lineare  omogenei!  a  coefllcienti  uniralcnti  e  smno  y, 
ed  j/,  due  differonti  integrali  dell'equazione  F„=0,  fra  loro  legati  dalla  relazione 

Wi  =  Q  (yO- 

Le  equazioni  F„  =  0  ed  Fm(Q(!/))  =  '^  hanno  in  comune  l'integrate  j/,  ;  dun- 
que ,  se  contrariamente  all'enunciato  del  teoroma  ammettiamo  che  F„  =  0  sia  ir- 
rcdueibìle,  l'equazione  F_  =  0  deve  avere  tutti  gli  integrali  in  comune  coli' equa- 
zione F„(Q(V))  =  0.  Ciò  si  può  anche  esprimere  dicendo:  se  j/  è  un  integrale 
qualunque  di  Fn  =  0.  la  funzione  Q(j/)  è  parimenti  un'integrale  della  stessa  equa- 
zione, e  quindi  anche  le  funzioni 

Q(Q(y))  =  Q'(»)   ,    Q{Q'(y))  =  QHy),  .  .  . 

sono  tutte  integrali  dell' equaiiono  F„  =  0.  In  particolare  l'equazione  F„-0  vien 
soddisfatta  dalle  Tunzìoni 

Vi  .  v»=Q(ai)  .  y.  =  QVyi)   .  y«=<3*(y,)  — 

Fra  queste,  le  prime  duo  y,  ed  j/,,  sono  per  ipotesi  linearmente  indipendenti, 
possono  essere  anche  linearmente  indipendenti  le  prime  tre  t  quattro  ...  (v  —  1) 
funzioni,  ma  per  v  <m  deve  necessariamente  sussistere  una  relazione  della  forma 

ore  do  a,  ...  Oy  sono  costanti  che  supponiamo  di  aver  gii  determinato. 

So  è  V  <m  si  possono  trovare  altri  m-v  integrali  y,^.f  y,,^.,  .  .  .  y^  '  1"''" 
rappresentano  con  y,  y^  ■  •  •  y^  un  sistema  fondamentale  di  inte^'rali  di  F.  =  0. 

Vogliamo  vedere  se  nel  fascio  formato  da  questo  sistema  fondamentale  , 
Vt  y»  •  •  •  Val  <^  possibile  determinare  una  funzione  colla  proprietA  che  fra  le  sue 
differenti  diramazioni  vo  ne  siano  contenute  meno  di  m  fra  di  loro  linearmente 
indipendenti. 

A.  tal  uopo  sì  ponga 

(2)  »(!/,)  = /■,(r)yt  +  /.(r)  Q(y,)  +  .  . .  + /;(r)Q*-'Cy,) 

ove  i  coefDcientì  f,\r)  sono  funzioni  ridia  variabile  r  che  noi  vogliamo  determinare 
colla  condizione  che  la  funzione  R(j/,}  goda  la  sopra  accennata  praprìelà,  che  fra 
le  sue  differenti  diramazioni  per  le  Gostiluzlooi  del  gruppo  r  ve  ne  BÌano  fra  loro 
llnearmeote  lodipendent)  meno  di  m. 
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Priniieramente  (Icterminiamo  f,(r)  f,{r)  .  .  .  f^(r)  in  mod 

(3)  K(Q(!/,))  =  rR(!/,). 

Da  queste  due  ultime  relazioni ,  (ì)  e  (3) ,  si  ricaTa 

r,  (r).  Q  (!/,)  +  /■,  (r)  Q>  (y,)  +  .-.  +  f,  (V)  Q"  (», 

=  r{f,  (r)  y,  +  f,(r)  Q  (»,)  +  .  .  .  +  f,  (r)  Q""'  fi 

Poniamo  in  questa  uguaglianza  f^  (r)  =  o^  ;  allora  per  la 

-0.».  +  «Cf)-",)Q(!/,)+  •  ,  •  +  (/•,-, W-o.-,)! 

=  r  I  /ÌM!/,  +  fM  Q(!/,)  +  . .  .  +  C.(r)  Q-' 0 

e  per  determinare  i  coefSclenti  nella  (2)  si  ha  il  seguente  si: 

I    rf.ir)    =-0, 

Uir)    =0,    +r^,(r) 
/-.(r)    =0,    +rf,(r) 


w 


/■,-,(»)  =  a,., +  rf,(r) 
/■,(!•)    =0, 


Dalla  penultima  di  queste  equazioni  si  ha  ; 

ft-i  (f)  =  0,-1 +  ».'•• 
Sostituendo  questo  ralore  di  Tv-iC'')  nell'antipenultima  e 
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procedimento  si  ottengono  le  funzioni  f[r)  espir^' 

/■v_,(r)  =  a,_,  +  a,r 


ft(r)   =(i, +  asr+  .  .  .  +  a^r*-* 

f,  (r)    =o, +  fl,r+ +0,  r'"' 

Finalmente  dalla  prima  delle  equazioni  (i)  si  ottiene  elio  r  devo  essere  radice 
dell'equazione 

flo  +  0)  >■  +  Oj  r*  -h  .  .  .  +  a^  r*  =  0. 

Con  ciò  i  coemcienti,  ^,-(r) ,  nella  (2)  rianttano  completamente  determinati  ; 

t  essi  sono  costanti  beo  determinate  e  la  funzione  R(j/,)  è  perciò  un  integrale  del- 
t'equiizione  F.  =  0.  Dico  clie  quest'integrale  go<le  la  proprietà  che  fra  le  sue  dif- 
ferenti diramazioni  per  le  sostituzioni  del  gruppo  r ,  ve  ne  sono  meno  dì  m  fra 
loro  linearmente  indipendenti. 

,  Quando  la  variabile  ce  descrive  un  giro  attorno  ad  un  punto  singolare  la  fun- 

Ìiìone  ìft  diventa 
c.y.  +  cjyt+-.  -  +  c,y,  +  c,^.,y^, +  ..  .  +  c„y„ 

e  quindi  la  funzione  B(i/,>  su  questa  strada  si  trasforma  in  una  espressione  della 
forma 

CiB(y,)  +  c»B(y,)  +  .  .  .  +  (;,R(y,)  +  .  .  .  +  c„RCy„) 

la  quale  espressione,  poìcbè  è  anche 

Rfy,)  =  rR(j/,) 

B(yi)  =  r*R(3/,) 


B(y,)  =  r''-'R(y,), 
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diventa 

cR(j/,)  +  c^„  R(Vv+,)  +  . . .  +  c«  E(yj 
o?o  è  stato  posto 

c  =  c,-t-c,r+  .  .  .  +  Cv r*-' =  costante. 

Adunque  tutte  le  diramasioni  dell'integrale  R(jf,)  s)  possono  esprimere  linear- 
mente con  coefficienti  costanti  mediante  lo  m  — v-i-1  funEìoni 

R(yi)   .   R(!/»+ii.  •  .  •  R(y«); 

deve  quindi  Rfy,)  soddisfare  ad  un'equazione  differensialc  lineare  con  oocracienti 
univatenli  di  ordine  tutto  »l  più  uguale  a<l  m  — v  +  l  e  requKzione  dilTerensiale 
^n  =  0  venendo  ad  avere  in  tal  modo  un  integrale  in  comune  con  un' equaeione 
di  ordine  più  basso,  non  pu6  essere  irriducibile. 

Come  caso  particolare  di  questo  teorema  del  Big.  Frobenius  sì  lia  il  seguente 
del  sig.  Brassinne 

I  Un'equazione  differenziale  lineare  omogenea  a  cocffìcienti  univalenti  è  ridu- 
I  cibile  se  essa  possiede  due  integrali,  y,  ed  t/t,  fra  cut  sussista  la  relazione 
I  yt  =  xy,. 
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ANNUNZIO  BIBLIOGRAFICO 


Ernesto  Pascal  —  Esercizi  e  note  criliche  di  calcolo  infinitesimiile  (calcolo  dif' 
ferenziale  e  infe^rralc)  — Milano  -  Manuali  Hoepli ,  L.  8  (pg.  XX  +  SÌI)- 

Riponiamo,  togliendoli  dalla  prefazione  atessa  del  libro,  alcuni  brani,  elio  ci 
sembrano  sufllcicnti  a  dare  un'idea  ili  questa  interessante  pubblicazione. 

d  Si  può  dire  che  presentemente  non  esista  capitolo  o  teorem^i  del  calcolo 
infinitesimale  che  ,  sottoposto  ad  una  crìtica  minuta,  non  abbia  dato  luogo  ad  una 
serie  di  dubbi  ,  discussioni,  e  di  nuovo  ricerche,  alcune  Tolte  assai  complicate  >. 

a  Ora  si  può  dire  che  gli  studi  critici  di  tal  natura  sono  cominciati  quasi 
sempre  colla  scoperta  di  esempi,  pei  quali  quei  teoremi  non  sussistevano,  ovvero 
quei  procedimenti  non  potevano  applicarsi  i. 

<  Io  in  questo  volume  mi  son  proposto  appunto ,  principalmente  questo  :  di 
raccogliere  lutti  quegli  esempi  trovali  dai  vari  autori  e  cfte  preseiUano  qualche 
sivgoUtTitd  rispelfo  ai  diversi  teoremi  fondamentali  del  calcolo  infinitesimale  ». 

a  L'ordine  che  ho  seguito  ò  iifOne  a  quello  da  me  seguito  nei  due  altri  vo- 
lumi già  pubblicati  sotto  il  titolo  :  Lezioni  di  calcolo  infinitesimale  (Milano , 
Hoepli  ,  1894). 
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RAPPORTO 

SULLO  STATO  PRESENTE  BEILA  TEORIA  DEGL[  INVARIANTI 

del  Prof.  Dott.  FRANZ  MEYER 
{Continuazione,  v.  Voi.  XXXU  ,  p.  319-341). 


I.    Equivalenza 
A.  7t  problema  d'equivalenza  delle  forme  quadratiche  e  bilineari. 

Vogliamo  ora  considerare  la  trasformazione' lineare  delle  formo  quadratiche  e 
bilineari. 

Queste  si  distinguono  dallo  altre  pel  fatto  che  due  individui  della  stessa  specie 
sono  sempre  lìneiirtnente  trasformabili  l'uno  nell'altro. 

Per  le  forme  bilineari  si  suppone  che  te  trasfarm  izìoni  delle  due  coppie  di 
variabili  sieno  indipendenti. 

Il  problema  speciale,  cosi  importante  per  le  sue  applicazioni,  di  rappresentare 
una  od  anche  contemporaneamente  due  forme  quadratiche  ad  n  variabili  come  ag- 
gregati del  più  piccolo  numero  pussìbìle  di  quadrati  fu  già  nei  tempi  scorsi  ripe- 
tutamente trattalo  (da  Lagrange,  Cauehy,  Gauss,  Jacobi,  Pliicker,  Hesse  ed  allri)  (•). 

Weierstrass  mostrò  nel  18S8  i,**j ,  come  le  formole  di  Cauehy  e  Jacobi  per 
la  riduzione  simultanea  di  due  forme  quadratiche  abbiano  a  moliflcarsi  (|U<in(1o 
si  presenta  il  caso  eccezionale  che  il  numero  dei  quadrati  è  infcriure  a  quello 
delle  varisbili,  quando  cioè  le  radici  dell'equazione  earatiCTisUea  (da  cui  dipende 
la  determinazione  di  quei  quadrati)  non  sono  più  tutte  diverse.  E^Ii  studiò  in  par- 
ticolare la  trasformazione  reale  dello  forme  reali. 

Le  formole  di  Cayley  ed  Hermite  per  il  sistema  di  trasformazioni  in  sé  stessa 
che  ammette  una  forma  quadratica,  furono  già  accennate  nel  primo  capitolo. 

Le  ricerche  di  Weierstrass  sulle  trasformazioni  delle  funzioni  0  generali  (qii  in- 
do i  parametri  restano  invariati)  condussero  al  problema  algebrico  di  ridurre  una 
forma  bilineare  a  2ii  variabili  alla  forma  canonica  d'una  certa  somma  A\  prodotti. 
Rronecker  riconobbe  nel  1866  (*'*) ,  mediante  introduzione  dello  casidette  forme 


(*)  V.  Baltzer,  Determìnanten.  V.  pure  p.  ea.  le  applicazioni  al  problema  ddk 
piccole  oscillazioni  in  Pockels,  Vber  die-  partiellc  Differentialgleickung  Aa  +  Jt'ti  =  0, 
Leipzig  1891,  p.  44-50,  e  alle  vibrazioni  smorzate  nell'opera  di  Routh  :  Dynamics 
of  a  system  of  rigid  bodies  (1890),  Parte  VII. 

(**)  Beri.  Ber.  1858  p,  207-220.  Il  lavoro  del  1868  può  considerarsi  come  uno 
sviluppo  di  questo.— Riguardo  al  numero  delle  trasformazioni  reali  non  equivalenti 
delle  formo  reali  cfr.-Eenael,  Joum.  fttr  Math.  CXIII  p.  303-317   (1894). 

(***)  Joum.  far  Math.  LXVIII  p.  273-285  oppure  Bori.  Ber.  ottobre  1866  (cfr. 
il  cap.  sulla  trasformazione  lineare  delle  funzioni   6   in  Clebsch-Oordan ,   AbePicht 
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Uibordinale  (beigeordnele  Formen),  che  la  riduzione  richiesta,  quando  il  determi* 
nante  della  Torma  non  si  nnnulln,  è  effettuabile  quan<lo  ai  sia  risolta  una  certa 
risolvente  di  grado  n  (a  rndici  disei^ualì),  e  indicò  anclio,  come  a  questo  sì  riduca 
il  problema  generale  di  trasformare  in  sé  mcdesiina  la  forma  bilineare  mediante 
le  stesse  sostituzioni  delle  due  serie  di  variabili. 

Nell'anno  successivo  ChristoDel  (*)  veriDca  questi  risultati  col  procedimento 
dì  Aronliold  e  stabilisce  il  teorema  iraporluntc,  che  il  numero  dei  panmietri  ar- 
bitrari contenuti  nei  coefBcieuli  della  sostituzione  è  eguale  a  quello  dogli  inva 
rianti  assoluti  della  forma.  Il  mesto  di  cui  egli  si  serve  a  tal  uopo  è  la  costru- 
zione effettira  delle  forme  inTariantive. 

In  princìpio  del  nuovo  periodo  (nel  1868,  come  si  è  già  detto  sopra)  Weier- 
strass  {**)  riprende  l'equivalenza  di  due  fasci  (Sc/mren)  lineari  di  forme  bilinc<iri  e 
quadratiche  da  un  punto  dì  vista  più  generale  ("*). 

Ooll'introduzione  dei  divisori  clemenl'irt  (****)  i  risultati  divengono  assai  pcr- 


Functionen ,  Leipzig  1866).  —  II  concetto  di  beigeordnete  Formen  viene  stabilito  a 
p.  279  ,  quello  di  forma  normale ,  in  cnì  ogni  forma  bilineare  può  trasformarel , 
a  p,  275.— La  trasformazione  di  Eronecker  fa  estesa  da  Frobeniua  alla  funzioni  fl  di 
più  variabili,  v.  Jonrn.  fttr  Math.  XCV  p.  264  e  segg.  (1883).  Cfr.  Weber,  Annali 
di  noftt.  Serie  II  T.  IX  p.  126  e  segg.  (1880);  Wiltheiae,  Math.  Ann.  XXVI  p.  127  e 
segg   (1886). 

(•j  Jonrn.  ftìr  Math.  LXVIII  p.  253-272.  Il  teorema  accennato  si  trova  a  p.  262. 
GÌ'  invarianti  assoluti  d'  nna  forma  bilineare,  di  cui  le  2  serie  di  variabili  ai  corri- 
spondono dualisticamente,  figurano  già  in  una  memoria  di  Borchardt,  Journ.  fUr 
Math.  XXX  p.  38,  cfr.  I.  e.  p.  270-271  (1846). 

(••)  Beri.  Ber.  1868  p.  aiO-338. 1  divisori  elementari  vengono  introdotti  a  p.  311. 

(***)  Cfr.  la  trattazione  del  problema  in  Stickelberger  {Disaertation,  Berlin  1874) 
e  Manrer  [Disserlation ,  Strasabarg  1887) ,  nonché  in  Ed.  Weyr  (Jnb.— fond  der 
bòhm.  Ges.  d.  Wiss.  1889  oppure  Monatehefte  1890  voi.  I),  il  quale  si  fonda  sulla 
teoria  delle  matrici  di  Cayley. 

(*♦**)  Sulla  parte  che  essi  hanno  nelle  ricerche  di  Sylvester  v.  sopra. 

Recentemente  Frobeniua  ha  esaurito,  col  mezzo  dei  divisori  elementari,  anche 
la  questione  dell'equivalenza  dì  doo  forme  binarie  biquadratiche  e  quadrato -quadra- 
tiche (Joum.  far  Math.  CVI  p.  125-188,  1890,  §§  4,  5,  14). 

L'  equivalenza  di  due  forme  binarie  biquadratiche ,  e  di  una  tal  forma  con  eò 
stessa,  fu  trattata  direttamente  da  Klein  coli' aiuto  di  invarianti  irrazionali  (nume- 
ratori e  denominatori  dei  6  rapporti  anarmonici).  Y.  Kleiu-Fricke ,  Modutfunetionen 
Leipzig  1890,  §§  4,  5,  6. 

La  trasformazione  lineare  aimnltanea  di  2  forme  bllineari  nelle  loro  reciproche 
fu  studiata  da  Segre  ((3Ìorn.  di  mat.  XXII  p.  20-33,  1884). 

In  istretto  rapporto  colle  ricerche  di  Weierstrasa  e  Krooecker  stanno  quelle  di 
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spicui.  Sì  formino  le  difTercnzc  succefisi?e  dei  numeri  che  indicano  quante  Tolte 
un  fattore  lineare  qualunque  dot  determinante  di  un  dato  fascio  di  forme  è  con- 
tenuto anche  in  tulli  i  sotlodu terminanti  d'orjine  primo  ,  secondo  ecc.  Si  elemo 
poi  i  vari  fattori  lineari  a  potenze ,  i  cui  esponenti  sieno  quelle  corrispondenti 
diGfcrenze,  e  si  moltiplichino  tra  loro  ;  il  determinante  risulta  cosi  decomposto  nei 
suoi  divisori  elementari. 

Il  criterio  per  la  riducibilità  lineare  vicemleTole  di  due  fasci  f-t-  >9  ,  F  +  A4 
è  semplicemente  ,  che  i  due  determinanti  coincidano  nei  loro  divisori  elemen- 
tari (•). 

Un  divisore  elementare  è  evidentemente  un  invariante  trraiionale  del  fascio; 
però  secondo  il  criterio  accennato  si  può,  come  Kroneckcr  più  tardi  (187t)  ha 
preferito  di  fare,  passare  a  forma  razionale  (**),  sostituendo  ai  divisori  elementari 
i  massimi  comuni  divisori  di  tutti  i  minori  d'uno  stosso  ordine. 

Per  confrontare  ora  tra  loro  due  dati  fasci  di  forme  per  rapporto  alla  luro 
equivalenza,  Weierstrass  li  riduce  ad  opportune  forme  canooiche  (***),  le  cui  nuofe 
variabili  dipendono  soltanto  dai  divisori  elementari. 

Il  concetto  dì  canonicità  ,  che  ha  del  resto  in  sé  qualche  cosa  dì  arbitra- 
rio  {"""*),  ìs  subordinato  qui  al  problema  supcriore  dell'equivalenza  (*),  e  ne  ritrae 
un  carattere  dednilo. 

L'unica  lìmitacione  che  pone  Weierstrass  è  che  esistano  divisori  elementari, 
ossia  che  il  determinante  del  fascio  non  si  annulli  identicamente. 

Come  si  possa  trattare  anche  questo  caso  limite  d'eccezione,  Io  mostrò  Krone- 


Stndy,  il  quale  considera  qaelie  proprietà  delle  forme  triline&ri  che  risultano  dalh 
teoria  delle  serie  ricorrenti  e  perciò  si  fonda  sopra  un  aistema  di  invarianti  irra- 
zionali di  quelle  forme  (Monatshefte  II  p.  1-32,  1891). 

L'equivalenza  a  sé  stessa  d'una  forma  bilineare  di  due  siatemi  di  3  variabili 
omogenee  fu  studiata  da  Poincaré  e  Picard  pel  caso  che  le  variabili  e  i  coefficienti 
corrispondenti  sieno  quantità  complesse  coniugate  (C.  R.  XCYIII  p.  344-353  e 
41(J-417,  1884). 

Ricordiamo  ancora  un'applicazione  geometrica  dei  divisori  elemeatari  dovala  a 
Killing  {DiaaeHation ,  Berlin  1872),  che  col  mezzo  di  essi  discute  completamente 
l'intersezione  di  due  superficie  di  aecon d'ordine. 

Cfr.  pure  Sauvage,  Ann.  de  l'oc.  norm.  S.  HI  T.  Vili  p.  285-340  (1891). 

(*)  L.  e.  p.  312 ,  314 ,  326. 

(*•>  Berliner  Ber.  1874  p.  60. 

(•**)  L.  e.  p.  319. 

(***•)  Cfr.  le  osservazioni  relative  di  Kronecker,  Beri.  Ber.  1874  p.  72. 

(*)  Per  le  forme  d'ordine  superiore  fu  sìnora  adottato  preferibilmente  il  proce- 
dimento opposto,  cfr.  Sylvester ,  Cambr.  und  Dnbl.  matti,  j.  VI  p.  193. 
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cker  (*),  il  quale  costruì  anche  qui  una  forma  canonica  dividemlo  le  variabili  in 
due  gruppi  diversi. 

Nella  stessa  breve  nota  Kronecker  fa  vedere  come  pei  fasci  quadratici  conte' 
nenti  almeno  una  forma  di  segno  invariabile  il  processo  di  Weiorstrass  possa  es- 
sere mvertito  :  egli  di  un  metodo  per  giungere  direttamente  ad  un  opportuno  fa- 
scio ridotto ,  da  cui  reciprocamente  si  deducono  le  proprietà  d' equivalenza  dei 
dWisori  elementari. 

Sei  anni  dopo  ;i81t)  Kronecker  (••)  riunì  in  un  tutto  le  sue  ricerche  sul  pre- 
sente argojnento,  comprendendovi  tutti  i  possibili  fasci  quadratici  o  bilineari  f+X^, 

Se  in  ciò  si  manifesta  (come  già  si  k  osservato)  l'importanza  fondatnentale  del 
metodo  razionale  del  massimo  comun  divisore-Kroneckcr  (***j  accentua  il  vantaggio 
di  questa  determinazione  aritmetica  degl'invarianti  di  fronte  all'ordinaria  costru- 
clone  algebrica-,  tuttavia  uno  stulio  p\ìi  prò  fon  lo  mostra  come  l'eguaglianza  di 
quegli  invarianti  non  sia  in  tutti  i  casi  un  criterio  succiente  per  l'equìvalonta  di 
due  ditti  fasci.  Dn  tale  criterio  ci  è  fornito  soltanto  dal  concetto  fondamentale  dei 
fasci  eleineiiiari,  tali  cioè,  che  il  loro  determinante  o  è  una  potenza  esatta  d'una 
espressione  lineare  od  è  nullo  Qualunque  fascio  di  forme  è  sempre,  ed  in  sostanza 
in  un  sol  modo,  rappresentabile  come  aggregato  di  fasci  elementari  ;  questi  ultimi 
(fl  inoltre  il  loro  numero)  ajipaiono  come  i  veri  invarianti  dell'equivalenza. 

Ppr  la  riduzione  effettiva  d'un  fascio  alle  sue  parli  elementari  era  necessaria 
l'estensione  a  fasci  qualunque  del  metodo  dato  nel  1868  pei  fuaci  contenenti  ai- 
mono  una  forma  definita  ;  ciò  si  rese  possibile  soltanto  eliminando  (e  sostituendo 
con  variabili  canoniche)  non  più  successivamente  una  variabile  dopo  l'altra,  come 
avcTa  fatto  Jacobi,  ma  interi  grup[)i  di  esse  contemporaneamente. 

C.  Jordan  ("")  in  un  lavoro  pubblicato  poco  prima  era  giunto  a  risultati  di- 
Tcrsi  ;  in  una  polemica  che  ebbe  luogo  su  questo  argomento  fra  esso  e  Kronecker 
quest'ultimo  mostrò  come  nella  graduale  sostituzione  di  date  variabili  mediante 
altre,  quale  era  stala  effettuata  da  Jordan,  possa  presentarsi  in  certi  casi  estremi 
la  circostanza  notevole  che  variabili  gifi  prima  eliminate  riappariscano  poi  da  sé 
nel   rorso  ulteriore  del  calcolo. 

Come  un  bel  rìsullalo  delie  ricerche  di  Kronecker  si  ha,  che  ì)  metodo  di  ri- 


(•j  Beri.  Ber.  1868  p.  339-346. 

<••)  Beri.  Ber.  1874  p.  59-76,  149-156,  206-232. 

(•••)  L.  o.  p.^60. 

(****)  Comptee-Bendus  die.  1873  ;  alla  rìaposta  dì  Kronecker  (Beri.  Ber.  1874  pa< 
g,  71-76)  segniroDo  altre  oomamcazioni  di  Jordan  nel  Joum.  de  math.  S.  Il  T.  XXX 
p.  35-54  e  in  C.  B,  marzo  1874.  Kronecker  diede  ana  risposta  difTasa  e  definitiva 
In  Beri.  Ber,  1874  p.  206-233.  T.  epecialmente  p.  226.  La  tratUzione  delle  forme 
qaadr«liolie  data  da  Jordan  nel  Joum.  de  Kath,  S.  II  T.  XIX  p.  397-422  è  rigorosa 
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duzionc  di  Weierstrass  vale  anche  quando  fi  determinante  del  fascio  sia  nullo, 
purché  si  ordinino  con vcnien temente  le  variabili  (*) ,  mentre  quello  di  Jacob! 
può  essere  applicato  immediatamente  solo  alle  forme  bilinenri  simmetriche  od 
alternanti. 

Dopo  avere  cosi  creato  una  teoria  non  soggetta  ad  eccezioni  delle  trasforma- 
sioni  indipendenti  (_Ìnco»gnte)  delle  forme  e  dei  fasci  di  forme  bilìneari,  Kronecker 
riprende  ora  dìlTusamente  il  suo  vecchio  problema  (del  1866)  dello  trasformaitoDi, 
identiche  (congrue)  per  le  duo  serie  di  variabiU ,  d' una  forma  bilineare  in  si 
stessa  (••). 

Qui  il  caso  allora  lasciato  da  parte  del  determinante  nullo  (insieme  alle  ul- 
teriori degenerazioni)  presenta  un'altra  volta  delle  difficoltà- 

In  questo  caso  però  la  forma  dipende  in  realtà  da  un  numero  minore  di  va- 
riabili, e  può  esser  posta  sotto  l'aspetto  d'una  funzione  di  queste,  in  modo  che 
il  suo  determinante  (che  ora  si  dice  discriminanlc  {*"})  risulti  diverso  da  tero. 

Si  possono  qui  ancora  distinguere  l'una  dopo  l'altra  certe  semplicissime  forme 
canoniche,  di  cui  si  costruiscono  i  tipi  (ridoni)  (****}  ;  l'andamento  successivo  delia 
ricerca  è  analogo  a  quello  relativo  al  caso  delle  trasformazioni  incongrue. 

Gl'iuvarìanti  della  trasformazione  vengono  anche  qui  dcDnìli  in  base  al  eoa- 
celto  di  massimo  comun  divisore  (<j. 


{*)  L.  e.  p.  156,  211,  212.  SuIU  trasformazione  di  Jacobi  (Joum.  fìir  Math, 
Lm  p.  265-270)  V.  specialmente  p.  398  e  eegg. 
{**)  Beri.  Ber.  p.  397-447. 
(***)  L.  e.  p.  410. 
{****)  L.  e.  p.  430.  Queeti  tipi  sono: 

I.  1 3!»  j/s^,  (fc  =  0  ,  1  ,...,2m-l); 

II-  ^(3:i.y*+i+cy»xj+,)(ft=0,  1  ,...,2m-2;c»  J  l); 
ni.  i:((-na;»yn+,  +  (-l)*yMcefcM)(fc  =  0,l.----2m      2); 
IV.  c'ara  Vt  +  l  {x„y^.,  +  (-  l)*ff»«».,)(fc-  1 ,  2  ,  . .  . ,«  i  C  J  o)  . 
(•)  L.  0.  p.  485-438, 
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Recentemente  (1889  e  1890)  (*)  Kronecker  ha  dato  una  serie  di  complementi 
io  questo  senso. 

Poiché  pertanto  Qno  ai  tempi  nostri  11  punto  di  vista  aritmetico  o  quello  della 
teoria  delle  forme  Bono  rimasti  l'uno  di  fronte  all'altro  senzii  connessione,  appariva 
desiderabile  nna  compenetrazione  dei  due  punti  di  vista.       ^ 

Un  primo  passo  in  questo  senso  fu  fatto  di  recente  (1890)  da  Rosenow  {"). 
Pel  caso  di  duo  terno  di  vnriiibiii  vengono  costruiti  anzitutto  {trinvarianti  di  Kro- 
neckiT  d'una  forma  bi)ineare-i  quali,  astrnzion  fatta  dal  determinante  di  questa, 
constano  solo  di  certi  numeri  interi  caratler  stici-,  e  poi  viene  stabilita  la  distin- 
zione (Ielle  diverse  classi  di  forme.  D'altra  parte  le  stesse  classi  vengono  carat- 
leritiate  in  modo ,  che  sempre  alcuno  delle  forme  dedotto  ordinarie  (invarianti , 
covarianti,  controvarianti)  si  annullano  identicamente. 

Tornando  all'anno  1874,  citiamo  anzitutto  una  memoria  di  Oarboux  ('**),  nella 
quale  i  teoremi  di  Weierstrass  e  Kronecker  del  1868  vengono  dedotti  in  modo 
generale  quanto  elegante.  Quale  ausiliario  sistematico  figura  il  determinante  di 
lina  0  di  due  forme,  orlato  Iger&ndert)  con  più  serie  di  quantità  arbitrarle. 

La  serte  di  questi  determinanti,  quando  si  fa  passare  il  determinante  primi- 
tivo pel  valore  zero,  sf  comporta  analogamente  alla  serio  delle  funzioni  di  Sturm 
quando  si  oltrepassa  una  radico  d' un'equazione  algebrica. 

La  rappresentazione  medhinte  somme  si  ottiene  scomponendo  in  frazioni  par- 
ziali (analogamente  al  metodo  di  Jacobì)  la  forma  (o  il  sistema  di  forme]  esprimi- 
bile  come  quoziente  di  due  determinanti  orlati  contigui,  colla  norma  di  effettuare 
rcaimento  in  dettaglio  le  modiUcazioni  necessarie  pei  casi  di  eccezione. 

La  nostra  esposizione  ("**)  si  concentrerà  essenzialmente  d'ora  innanzi  sulla 
trasformazione  d'una  forma  quadratica  o  bilineare  in  sé  stessa. 


(♦)  Beri.  Ber.  1889  p.  1225-1237,  1375-1388;  1890  p.  9-17,  34-44. 

(**)  Journ.  fttr  Math.  CVIII  p.  1-24  ;  Beilage  eum  Programm  der  4.  hoheren 
BUrgerèchvìe  zu  Berlin,  Oatern  1891. 

la  un  lavoro  recentissimo  {Progr,  d.  4  hOh.  BUrgerschule  zu  Berlin,  Oatern  1892) 
Hosenow  costruisce ,  come  applicazione  dei  risultati  trovati ,  le  forme  normali  per 
le  472  diverse  classi  di  forme  bilinearì  proprie  di  10  coppie  di  variabili  per  tra- 
sformazioni congruenti  delle  variabili  stesse. 

Uno  sviluppo  ulteriore  per  le  forme  ad  n  variabili  presupporrebbe  la  cono- 
scenza dei  corrispondenti  sistemi  di  invarianti  algebrici ,  che  sono  assai  incomple- 
tamento noti,  cf.  Mertena,  Krak.  Denkschr.  X,  XII  (1885,  1886). 

(••*)  Jonmal  de  math.  S.  II  T.  XIX  p.  347-396.  V.  anche  la' Nota  precedente, 

(•***)  Cfr.  ancora  la  riduzione  delle  forme  bilinearì  a  forma  canonica  mediante 
soBtJtazioni  biortogonali  :  Beltrami,  &.  di  mat.  XI  p.  89-107  (1873),  e  ì  lavori  recenti 
di  Cosserat  (Annales  de  Toulouse  III  p.  1-12,  e  Sylveater  (C.  R.  CVIII  p.  G51-658, 
UesBenger  S.  H  T.  XIX  p.  1-5,  42-4C). 
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Mentre  nnoni  si  partiva  daUe  forme  consìileriilc  come  diite ,  e  si  ccreaTaoD 
quelle  sostituzioni  dulie  variabili  che  avevano  per  elTetto  certe  trasfurinuioni  ilelle 
forme,  si  compie  ora  un  deciso  mutamento,  in  quantochè  si  cerea  reciprocamente 
di  determinare  nel  gruppo  di  tutte  le  sostituzioni  quel  sotto;;ruppo  ette  è  atto  a 
trasformare  in  sé  s|p5sa  una  forma  qu^'1ratic:k  o  bilincare  e  poi  si  trovano  le  cor- 
rispondenti  forme.  Le  forme  stesse  passano  in  secondai  linea  come  cosa  secamlarìa, 
e  l'interesse  si  volge  in  prima  linea  alla  formazione  diretta  del  gruppo  di  sosti- 
tuzioni. Pur  troppo  tale  principio  fecondo  ha  potuto  sinora  metter  radici  net 
resto  della  teoria  delle  forme  solo  in  punii  isolati  (*). 

11  primo  impulso  in  questo  senso  vien  dato  da  Rosanes  (")  nel  1875,  limi 
tatamcnlc  alle  forme  quadratiche  di  carattere  generale.  Secondo  Caylcy  si  tni- 
sformnno  in  sé  stesse  insieme  ad  una  forma  quadratica  le  sue  prime  derivate, 
cioè  un  sistema  di  forme  lineari,  la  cui  equazione  fondamealale  ha  l' importante 
proprietà  di  essere  reciproca  ("*).  Rosanes  dimostra  il  teorema  reciproco,  di  guisa 
che  ad  ogni  equazione  reciproca  appartiene  un  tale  sistema  ustiiiiH'>frtco  ("■•)  di 
forme  lineari,  e  con  ciò  anche  unn  forma  quadratica  corrÌs|ioiidcnttì  Da  una  solu- 
zione trovata  sì  può  giungere  a  tutte  le  altre. 

Frobenius  (*}  ha  studiato  nel  1 817  in  tutta  la  sua  estensione  l'accennuLo  prin- 
cipio per  le  forme  quadratiche  ,  e  ha  scoperto  per  questa  *ia  le  proprietà  carat- 
tcristicbe  delle  sostituzioni  che  lasciano  invariata  una  forma  quadratica  (o,  ciò  che 
in  sostanza  torna  lo  stesso,  una  forma  bilincare  simiuetrica  od  alternante),  cooi- 
presi  lutti  i  casi  di  eccezione. 

Non  deve  però  tacersi,  che  già  nei  1873  Bachmann  {*)  aveva  studiato  diret- 
tamente le  forme  ternarie  quadratiche  per  rispetto  allo  loro  degeneraiioni ,  com- 
pletando cosi  i  risultati  di  Hermite ,  e  che  poco  dopo  Hermite  stesso  (')  Taceva 


(*)  Cfr.  però  il  lavoro  di  Maurer  in  Joorn.  fUr  Math.  CVII  p.  89-116  (1890) 
il  quale  mette  in  relazione  la  teoria  degl'invarianti  delle  forme  degenerate  con  certi 
gruppi  di  trasformazioni. 

(**)  Joum.  far  Math.  LXXX  p.  52-72. 

t***)  Cfr.  pel  caso  più  semplice  Brioscbi,  Annali  di  se.  mat.  V  p.  201-206  (1854). 

La  reciprocità  dell'  equazione  fondamentale  fa  dimostrata  in  generale  da  Ero- 
necker  nel  1866  (Journ.  fttr  Math.  LXVIII  p.  276). 

(."♦*i  L.  e.  p.  59,  61. 

,')  Journ.  ftìr  Math,  LXXXIV  p.  1-63.  Cfr.  C.  R.  LXXXV  p.  131-134.  Hanin) 
rapporti  col  presente  argomento  i  lavori  dello  stesso  autore  in  Joum,  fUr  Hstli. 
LXXXVI  p.  44-71,  146-208  (1879)  ;  LXXXVHI  p.  96-117  (1880). 

('}  Joum.  fìir  Math.  LXXVI  p.  331-341.  Cfr.  Tannery,  Bull,  dea  se.  math.  XI 
p.  221-238  (1876). 

(')  Joum.  fUr  Math.  LXXVIII  p.  325-328  (1874), 
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Tedtirc  come  le  forinole  di  Baclimann  risultino  dalle  sue  mediante  un  rigoroso  pas- 
8ag({io  al  limite. 

Frobenius  parte  dnl  semplice  concetto  fondamentale,  die  il  sistema  dei  coef- 
ficienti di  una  forma  bilìocare  rappresenta  una  determinata  sostituzione  d'una  serie 
di  Tariabili. 

Ciò  Io  mette  in  grado  di  consiiteraro  le  trasformaiionì  delle  forme  bilineari 
in  generale  come  composizioni  di  sostituzioni  ,  e  di  costruire  su  questa  base  un 
utile  nlgoritmo,  le  cui  operazioni  coinci>tono  esattamente  con  certe  specie  partico- 
lanncntc  semplici  di  mol'i[)licazione  di  numeri  complessi  (od  eslensivi)  superiori. 
Da  ciò  seguono  ì  criteri  per  caratterizzare  una  sostituzione  che  dev'essere  capace 
di  trasformare  una  forma  in  sé  stessa. 

Se  la  forma  cercata  è  generale,  cioè  so  ti  suo  determinante  non  ò  nullo,  al- 
lora (*)  i  divisori  elementari  dnllii  funzione  caratteristica  della  sostituzione  devono 
essere  a  due  a  due  di  eguai  grado  ed  annullarsi  per  Talori  recìproci  (esclusi  i 
valori  ±  1) 

Se  invece  il  determinante  è  nullo  (*')  ,  la  funzione  caratteristica  dev"  essere 
rlìvisibile  per  una  funzione  recìproca  lU  grado  in ,  essenilo  in  il  piii  allo  grado 
dei  minori  non  nulli. 

Ottenute  cosi  completamente  le  condizioni  d'  equivalenza, ,  si  possono  ormai 
estendere,  almeno  teoricamente,  le  formolo  di  Oayley  ed  Hermite  pei  coef^cienti 
delle  sostituzioni  richieste  a  tutti  i  casi  d'eccezione  mediante  un  ingegnoso  pro- 
cesso di  passaggio  al  limite  {***). 

Le  notevoli  applicazioni  che  l'autore  fa  del  suo  metodo  alla  teoria  dei  sistemi 
di  numeri  complèssi  ci  condurrebbero  troppo  lungi,  e  devono  quindi  lasciarsi  da 
parte;  lo  stesso  dicasi  delle  ricerche  aflìni  di  Lipschitz  e  Kronecker  (****)  suH' in- 
timo rapporto  esistente  fra  i  quaternioni  (e  biquiiternioni)  di  Ilamilton  e  le  cor- 
rispondenti sostituzioni  ortogonali. 

Al  contrario  un'altra  applicazione  (<)  che  ha  fatto  Frobenius  della  trasfor- 


(*)  L.  e.  p.  31.  II  problema  preso  in  conaiderazìone  da  Frobenius  di  trasfor- 
mare l'una  nell'altra  due  forme  bilineari  simili  fu  risolto  da  Sforza;  Gior.  dì  ma- 
t.  XXXII  p.  293-316,  1894,  e  continuazione  nel  1895. 

{**)  L.  e.  p    32,  35. 

(***)  L.C.  §  11. 

(***•)  Lipschitz,  Unterguchungen  uher  die  Summen  von  Quadrateti,  Bonn  188G, 
Jonni..  de  raath.  S.  IV  T.  Il  373-440  (1886),  Beri.  Ber.  1890.  Kronecker,  Beri.  Ber. 
1890  p.  525-541,  602-607,  691-699,  873-884,  1063-1080,  1375-1388,  1891,  p.  9-17, 
33-14. 

(')  Joum.  fUr  Math.  LXXXfi  p.  230-315  (1877).  Cfr.  Porayth,  Tkeory  of  dif. 
ferential  equattons  1,  Cambridge  1890  Cap.  XI. 
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inazione  delle  forme  bilìneari  al  cosiiletto  problema  ili  Pfaff  deve  Unto  pììt  troTar 
posto  qui ,  inquantocliè  essa  ofTre  un  noteToIo  esempio  del  come  lo  studio  degli 
InTiirianlì  di  gruppi  inliniti ,  che  appartiene  essenzialmente  itila  teoria  delle  Tua- 
zioni,  possa,  in  circostanze  favorevoli,  essere  ridotto  allo  studio  puramente  alge- 
brico degl'invarianti  d'un  gruppo  proiettivo. 

Nel  problema  di  Pfaff  si  tratta  di  riconoscere,  se  e  quando  due  date  espres- 
sioni dilTerenziuli  lineari  ad  n  termini  possano  trasformarsi  l'una  nell'altra  sotto- 
ponendo le  variabili  a  trasformazioni  puntuali  generali. 

Frobenius  insegna  anzitutto  che,  supposta  possibile  quella  trasformazione, 
un  certo  sistema  (*;  composto  d'una  forma  bilineare  alternante  e  d'uaa  forma  li- 
neare si  trasforma  in  uno  di  natura  analoga  per  certe  sostituzioni  lineari  con- 
gruenti, e  che  i  coelllcientì  delle  forme  come  quelli  delle  sostituzioni,  benché  di- 
pendano dalle  variabili  del  problema  ,  ei  comportano  in  tale  trasformazione  come 
costanti.  Si  trova  poi  che  anche  la  reciproca  è  vera,  che  quindi  il  solo  fatto  del- 
l'esser soddisfatte  le  relazioni  algebriche  di  trasformazione  porta  con  so  die  sieno 
soddisfatte  anche  le  condizioni  d'  ìnte>jrabilit^  relative  alla  questione  trascemlcnle. 
Del  resto  uno  studio  più  profondo  (dal  punto  di  vista  della  teoria  delle  forme) 
dei  carattere  delle  relazioni  algebriche  mostra  che  queste  esigono  solo  l' egua- 
glianza per  le  due  coppie  di  forine  d'un  invariante  che  è  un  numero  intero  i>,  un 
teorema  che  Lic  aveva  dimostrato  poco  prima  coi  metodi  della  teoria  delle  fun- 
zioni. L'invariante  caratteristico  p,  come  mostra  anche  Frobenius,  non  è  altro  che 
il  numero  delle  funzioni  indipendenti  che  figurano  nella  forma  canonie;^  dell'espres- 
sione differenziale  di  FfatT. 

Alle  ricerche  di  Frobenius  fa  seguito  Stickelberjjer  (••) ,  il  quale  cerca  ili 
determinare  il  posto  che  occupano  le  sostituzioni  ortogonali,  e  in  generale  quelle 
che  lasciano  invariata  una  forma  quadratica  definita,  nel  campo  testò  aperto  da- 
gli studi  di  Weierstrass.  Coli' introduzione  d"una  opportuna  forma  normale  trigii 
nomctrica  per  tali  sostituzioni ,   egli  giunge  al  semplice  risultato ,  che    la  Iure 


Un'analoga  applicazione  dell'equivalenza  di  due  forme  quadratiche  ai  trova  già 
in  Chriatoffel  (1870),  Joam.  flii-  Math.  LXX  p.  46-70,  241-245,  il  quale  tratta  per 
via  algebrica  l'equivalenza  dì  due  forme  differenziali  quadraticha  rispetto  a  grappi 
infiniti  dì  punti.  Mediante  metodi  del  calcolo  dalle  variazioni  Lipschitz  è  giunta 
contemporaneamente  agli  ateasi  risultati,  nonché  a  generalizzazioni  a  forme  superiori;- 
V.  Joum.  fUr  Math.  LXX  p.  71-102,  ■274-287,  288--295,  LXXII  p.  1-56. 

(_*)  Esao  venne  atudiato  più  profondamente  dal  punto  di  viata  della  teoria  dello 
orme  da  Morora,  Atti  Acc.  Torino  XVm  p.  383-403  (1883).  Cfr.  Darboux,  Boll, 
d.  30.  math.  8.  II  T.  VI  p.  14-36,  49-68  (1882).  Del  resto  il  punto  di  viala  qni 
adottato  ai  trova  già  in  Natani,  Jouru.  flir  Math.  XVIII  p.  301-328  (1861). 

(**j  Programm  dea  Polylechnikums  ZUrich,  1877,  p.  1-16. 
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funiionc  caratteristica  ha  solo  difisori  elemontari  semplici,  sicché  una  tale  sosti - 
tuiione  è  già  pienameote  determinala  quando  sia  data  Ih  sua  funslone  caratte- 
ristira. 

Stickolberger  lia  dato  inoltre  un  importante  complemento  C)  alla  riduzione 
dei  fasci  di  forme  bilinsari  dovuta  a  Weierstriiss ,  mostrando  come  possa  sempre 
evitarsi  l'eventualità  che  s'annulli  il  denominatore  dei  cocincicnti  clic  entrano  nella 
forma  normale,  e  questa  divenga  quindi  illusoria. 

Era  ancora  rimasto  indietro  un  problema  importante,  quello  di  estendere  a 
furnic  biiincari  qualunque  la  teoria  di  Frobenius  dello  trasformazioni  congruenti 
delle  forme  quadratiche. 

Questo  fu  risolto  negli  ullimi  anni  da  Voss  (**},  che  nello  stesso  tempo  com- 
pletò i  metodi  in  modo  che  i  processi  ausiliari  occDrrenti  possono  elTottìTHmentc 
eseguirsi  per  ?ìa  raiìonale. 

Riducendo  in  base  al  concetto  di  Krone''kRr  di  forma  subordinatali  problema 
presente  a  quello  più  semplice,  di  trasformare  l'una  nell'altra  in  modo  coTtgrttenfe 
ceni  fusci  di  forme  bilineari.  egli  riesce  a  sostituire  al  sistema  delle  relazioni  di 
trasformatione ,  tjuadrntico  nei  coefOcicnti  della  forma  orifrioaria.  un  sistema  li- 
neare, e  in  questa  occasione  si  riconosce  chiaramente  perchè  appunto  le  duo  classi 
delle  forme  siminotriche  ed  alternanti  sono  distinte  nelle  ricerche  prece.lenti,  spe- 
cialmente in  quelle  di  Frobenius. 

Nelle  formolc  finali  ò  scolpita  in  modo  evidente  l'analogia  coi  risultati  di  Cny- 
ley  ed  Hermite. 

Per  giungere  da  una  qualunque  sostituzione  trovata  a  tutte  le  altre  aventi 
la  stessa  proprietà ,  si  devono  cercare  tuite  quelle  che  sono  permula^ift  colla 
prima,  un  problema  cbe  Frobenius  aveva  già  ^i^-o1to  col  mezzo  del  suo  algo  - 
ritmo  {*"). 

Risulta  pure  chiaro  il  posto  che  occupa  nel  campo  dull'intera  teoria  la  forma 
normale  dì  Rronecker  e  Chrisloffel 

Del  resto  può  osservarsi,  che  l'essenza  del   processo  introdotto  da  Voss  si 


(*)  Joum.  Air  Math.  LXXXVI  p.  20-43  (1879).  Confroutisi  la  Dìstertation 
dello  stesso  autore,  Berlin  1874. 

(**)  GattÌDger  Nachr.  agosto  1887  p.  425-433.  MUnchener  Abh.  XVU  (1890) 
p.  3-121.  LsL  speciale  trasformazione  d'una  forma  bilineare  in  sé  stessa,  in  cui  le 
dae  serie  di  variabili  sono  sottoposte  a  sostituzioni  coniugate,  fu  studiata  da  Voss 
in  MBnch.  Abh.  1889  p.  175-211. 

(•**)  Nei  Mflnch.  Ber.  del  1889  p.  283-300  Vosa  ha  dedotto  il  teorema  in  discorso 
per  un'altra  via,  cbe  riduce  la  costruzione  di  tutte  le  forme  ad  un  processo  piA 
chiaro,  il  quale  permette  nello  stesso  tempo  la  ricerca  della /unst'one  caratteristica 
delle  forme  permutabili  colla  forma  data. 
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trova  gifk  adombrata  in  un  lavoro  precedente  (*)  della  stesso  autore  sulle  sosti 
tuzioni  ortogonali,  uscito  quasi  contempo riineamcnts  alla  grande  memoria  diPro- 
lcnii!3  del  1811. 

Un  nllro  inerito  si  à  acquistato  Voss  rintracciando  in  un* unica  identilì  Tra 
determinanti  (**j  la  sorbente  comune  d'una  s^rie  di  teoremi  sui  divisori  elemen- 
tari, di  cui  alcuni  abbustania  elevati,  stabiliti  da  Frobenius,  Sincci,  Stickelber- 
ger  e  Stielljcs 

Si  è  già  accennato  ad  una  polemica  cbo  ebbe  luogo  nel  1871  Tra  Rronecker 
0  Jordan.  Quest'ultimo  dovette  allora  riconoscere  giuste  le  obiezioni  fattegli. 

In  seguito  egli  riprese  l'argomciilo.  e  riassunse  la  prima  parte  (*"}  de' suoi 
nuovi  studi  nel  1888  in  un  lavoro  sulla  trasformazione  delle  forme  (]uadratiche  in 
e6  stesse.  La  divisione  delie  forme  In  classi  e  sottoclassi  ileterinìnata  dai  divisori 
elementari  della  funzione  caratteristica  vinne  ani^liQ  qui  tr.is^ort^ta  alle  sostituzioni 
medesime.  Per  queste  si  ottengono  infine  due  tipi  emonie!  semplìnissimi,  mentre 
le  forme  quadratiche  corrispondenti  vengono  costruite  a  posterinri  esplicitamente. 
Iticsce  sorprendente  la  miincania  di  riferimento  alle  ricerche  d'altri. 

Può  qui  osservarsi,  che  la  teoria  dell'equivaltìnza  delle  formo  bilineari  e  qua- 
dratiche deve  il  suo  oiierno  sv.luppo  qua^i  esclusivamente  all'ìngiigno  di  scieo- 
EÌati  tedeschi,  come  risulta  dalla  pros<:nte  e:i;>osÌzione. 

A  dir  rero  abbiamo  lasciato  da  parte  pirtìuchin  cose,  che,  per  quanto  abba- 
stanza importanti  per  sé  stesse  ,  come  il  problema  speciale  djlla  canoniziazione 
d'una  forma,  devono  cedere  il  posto,  quando  si  tratti  in  prima  linea  dello  pro- 
prietà invarianti  delie  sostituzioni  ap;>licate. 

Fra  queste  v'6  la  semplificazione  e  generalizzazione  di  GundolOnger  v****J  del 
metodo  di  Jacobi  e  Pliicker  per  ridurre  una  forma  quadratica  ad  una  somma  di 
quadrati,  inoltre  una  serie  di  dimostrazioni  della  legate  d'inerzia  di  SjIvestT  e 
Jacobi  (') ,  le  ricerche  di  ditlaglio  sulla  dipendenza  (*j  delle  relazioni  che  de- 
vono essere  soddisfatte  perchè  una  forma  quadratica  ad  n  variabili  sia  rappre- 
sentàbile come  somma  di  meno  di  n  quadrati,  o  i  vari  modi  di  formulare  queste 


(•)  Math.  Ann.  XIII  p.  320-374  (1878). 

(**)  MUncli.  Ber.  1889  p.  329-339. 

(**♦)  Journ.  do  math.  S.  IV  T.  IV  p.  349-368.  Cfr.  le  comnnicasiom  precedenti 
nei  Comptes-Rendua. 

(***•)  Journ.  fUr  Math.  XCI  p.  221-237  (1881). 

('j  V.  p.  ea.  de  Fresie,  Bull,  de  la  aoo.math.de  FrancaXV  p.  179-181  {1887,'. 

(*)  V.  p.  ea.  Benott,  C.  R.  CI  p.  8G9-871  (1885),  Noav.  ann.  S.  Ili  T.  V  p«g. 
30-.36  (1885);  de  Fresie,  Bull,  de  la  soo.  math.  de  Frauce  XIV  p.  98-100  (1886); 
André,  ivi  XV  p.  188-192  (1887)  ;  Valyi,  Arch.  d.  Math.  u.  Ph.  S.  II  T.  V  p.  445- 
448  (1888). 
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reinzioni  ;  infine  l'espressione  dei  coefficienti  ciinonici  in  forinn  di  dclcrminan- 
ti  (*) ,  ed  altre  simili  cose. 

Ci  sia  permesso  invece,  terminando  questo  capitolo,  di  fissare  l'attenzione 
sopra  un  punto  di  molta  importanza. 

Per  quanto  nei  lavori  citati  il  carattere  di  gruppo  delle  sostituzioni  die  la- 
sciano invariata  una  furma  quadratica  o  bilìneare  sia  stuto  spesso  applicato  ,  noi 
siamo  tuttavia  ben  lontani  da  una  incorporazione  organica  del  principio  della 
teoria  dei  gruppi  ili  trasformazioni  nella  teoria  considerata.  Per  ciò  occorrerebbe 
aniitutto  uno  studio  completo  dei  sottogruppi  contenuti  in  un  tal  gruppo  e  della 
loro  utìlitxabiliti  per  le  forme  stesse. 

Quanto  al  primo  punto,  Werner  (**)  ha  recentemente  elfettuato  por  le  forme 
quaclraticbe  la  determinazione  dei  piiì  grandi  sottogruppi,  dopocliè  già  Lie  (***) 
aveva  trattati  alcuni  casi  :  sono  questi  i  gruppi  cbc  trasformano  in  sa  stesso  o  un 
pillilo  0  una  varielà  fiiann  dell'ente  geometrico  fondamentale  rappresentato  dnt- 
i'annullarsi  della  forma.  Rilling  {*"•)  ba  verificato  questo  teorema  per  altra  via. 

Nella  teoria  generile  di  Lie  ba  grandissima  importanza  quel  gruppo  (a  tre  para- 
metri) clie  lascia  invariata  una  forma  quadratica  <li  tre  variabili.  Un  tal  gruppo 
può  essere  o  no  contenuto  come  sottogruppo  in  un  gruppo  di  trasformazioni  dì 
n(>3)  variabili;  si  hanno  così  due  classi  essenzialmente  diverse.  Questa  distin- 
zione coincide,  come  Inumo  dimostrato  fc:ngeì  (*)  e  Killing  {') ,  con  quella  già 
mollo  prima  trovata  da  Lie  (*)  (e  da  esso  applicata  all'integrazione  delle  equa- 
zioni dilferenziali)  in  gruppi  iniegrabiti  e  non  inlegrubili. 

SchelTers  (')  lia  fatto  un'applicazione  di  eia  alla  costruzione  de* sistemi   di 


i*)  V.  p.  es.  Studnìcka,  Prag.  Ber.  1868  p.  256-265. 

(**J  Math.  Ann.  XXXV  p.  113-160  (1889). 

(***)  Alemorie  della  Società  delle  Scienze  di  ClirìstÌ&Dia  1885. 

(••••)  Math.  Ann.  XXXVI  p.  239-254  (1890). 

<•)  Leipziger  Ber.  1887  p.  95-99;  cfr.  Jahrboch  flb.  die  Fortschir.  d.  Math.  XIX 
p,  356  (1887). 

(«)  Math.  Ann.  XXXVX  p.  172  (1890). 

(')  Verh.  d.  Ges.  d.  Wisa.  za  Christiania  1874  p.  273. 

(•)  Math.  Ann.  XXXIX  p.  293-390  (1891).  Cfr.  Study,  GOttinger  Nachr.  1889 
p.  237-268,  Loipz.  Ber.  1889  p.  177-228;  v.  anche  Monatahefte  I,  1890,11,   1891. 

Rammentiamo  qui  ancora,  che  Stéphanos  ha  studiato  la  teoria  dei  siatemi  di 
namari  compla^jì  cm  mszisi  presi  dalla  teoria  delle  forme.  Atene,  volume  pubblicato 
pel  giubileo,  1888  (la  greco). 

Il  Catto  che  ad  ogai  aìstema  di  numeri  corriaponde  un  grappa  lineare  in  cui 
entrano  Unearmeate  dai  parametri  è  stato  osservato  par  la  prima  volta  da  Poincaré 
)0.  B.  XOIX  p.  740-742,  1884). 
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numeri  complessi ,  supposto  cbe  la  moltiplicazione  abbia  la  proprietà  assodatìTa 
ma  non  quella  commutativa. 

B.    Altre    forme 
a)  Il  problema  dell'equivalenza  dtUe  forme  non  qaadr<tìiehe. 

Se  si  Ta  astraKÌonc  dalle  Torme  quadratiche  e  billneari , .  Clebsch  (*)  sembra 
avere  pel  primo  (!810)  propositii  la  questione,  se  l'eguaglianza  degl'inTarianti  u- 
soluti,  necessaria  secondo  Aronhold,  •^ia  anche  sufficiente  perchè  duo  forme  dite 
sieno  linearmente  trasformabili  ì'una  nell'iilLra,  e,  in  caso  negativo,  quali  altre 
cundieioni  debbano  essere  soddisfatte.  Possono  elfettiva mente  costruirsi  esempi 
assai  sempiici  (**)  cbe  dimostrano  l'insussistcnia  della  prima  ipotesi. 

Un  mezzo  per  avvicinarsi  alla  risoluzione  del  problemi  gli  fu  oflferto  dalla 
nipprcscntiizìone  tipica  delle  forme ,  nella  quale  i  coclllcienti  sono  per  sé  ìnn- 
rianti.  È  evidente  senz'nitro  che,  se  due  forme  possono  ridursi  mediante  sostitu- 
zioni lineari  ad  una  stessa  forma  tipica ,  esiste  pure  cert^imente  una  sostitutioee 
che  dà  luogo  al  pass.-iggio  dall'una  all'altra  forma.  Dopo  ciò  sì  tratta  di  vedere 
fin  dove  si  estenda  la  possibilità  di  una  rappresentazione   tìpica  della  specie  in 


(♦)  Math.  Ann.  II  p.  373-382. 

(**)  Il  più  sempUce  esempio  di  qaesta  specie  è  forse  naa  forma  binaria  di 
6.°  grado  con  nn  elemento  triplo  (all'aver  trascurato  questa  circostanza  devest  al- 
trìbuire  1'  enumerazione  erronea  fatta  da  Cayley  dei  moduli  d'ana  classe  di  forme 
ternarie;  v.  Cayley,  Math.  Ann.  Ili  p.  268-271,  1870.  Giacché,  sebbene  i  criteri 
per  resistenza  d'una  radice  tripla  possono  esprìmersi  mediante  relazioni  tra  ian- 
rianti,  i  diversi  sottocasi  ancora  possibili  non  possono  più  separarsi  mediante  crìleri 
invarìantivi. 

Al  contrario  Bolza  (Math  Ann.  XXX  p.  54G-552,  1887;  American  joarn»!  X 
p.  47-70,  1887J  ha  mostrato,  che  per  tutte  le  forme  binarie  di  G»  grado  non  d^- 
nerate  al  punto  da  avere  una  radice  tripla  l' eguaglianza  degl'invarianti  usolnti  i 
sufficiente  per  1'  equivalenza.  Egli  ha  indicato  in  particolare  quattro  casi  ^Hatli. 
Ann.  XXX  p.  549)  in  cai  il  metodo  di  Clebsch  fallisce  \  egli  però  rinaacia  alla  ra- 
zionalità delle  formolo  di  trasformazione. 

Il  criterio  dell'eguaglianza  degl'invarianti  assoluti  è  anche  inapplicabile  qnandi) 
tutti  gl'invarianti  di  ciascuna  delle  due  forme  si  annullano  e  quindi  gl'invarianti  ai- 
Boluti  divengono  indeterminati.  Qui  il  caso  più  semplice  è  quello  di  due  forme  b^ 
quadratiche,  di  cui  una  ha  un  elemento  triplo,  l'altra  un  elemento  quadruplo. 

Queste  forme  hanno  una  parte  importantissima  nelle  ultime  ricerche  di  Hillwrt. 
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discorso  si  trova  cbc  l'equiTalcnza  di  due  forme  binarie  (dello  stesso  ordine)  ha 
sempre  luogo  quando  (oltre  ad  essere  eguali  gl'invarianti  assoluti)  esisto  una 
coppia  di  covarianti,  linenri  o  quadratici,  secondochè  l'ordine  delle  furnie  è  dispari 
o  pari,  Goìncidenti  ed  indipendenti  (*). 

Però  questa  sia  non  sembra  conveniente  per  giungere  ad  un  sistema  dr  con- 
dizioni necessarie  e  sulllcienti  per  la  risolubilità  del  problema;  di  più  le  nostre 
cognixionì  intorno  alle  rappresentazioni  tipiche  delle  formo  superiori  sono  ancora 
molto  scarse. 

Un  mezzo  diretto  offre  invece  la  già  aiccnonta  trattazione  dell'equivalenza 
doluta  ad  Aronliold  ,  ed  ò  precisamente  Aronhold  il  puo'o  di  partenza  di  quasi 
tutti  quelli  che  trattarono  il  problema. 

Importava  anzitutto  di  determiniire  gì'  invarianti  assoluti  stessi  per  via  al- 
gebrica diretta,  senza  l'uiuto  delle  equazioni  differenziali.  A  ciò  riuscì  (1814) 
Gram  (**>  in  modo  semplice,  portando  in  prima  linea  il  earaffere  di  gruppo  delle 
sostituzioni  che  permutano  tra  loro  le  forme  d'  una  stessa  classe ,  precisamente 
come  aveva  Tatto  Gauss  con  successo  notevole  per  te  sostituzioni  a  coiifQcienti  interi 
neir^pplìcazione  alle  forme  quadratiche. 

I  risultanti  delle  relazioni  dì  trasformazione  costruiti  da  Aronhold  si  formano 
prima  per  una  coppia  di  forme  F  ,  F',  poi  per  un'altra  F  ,  F".  e,  imaginando  eli- 
minati i  cocfacientì  di  F  da  questo  doppio  sistemai  di  relazioni  ,  si  conclude  im- 
mediatamente l'eguaglianza  degli  inTarianti  assoluti  di  F'  ed  F". 

Per  rispondere  ora  alla  questione  reciproca,  si  considerano  le  singole  colonne 
di  cocfDcienti  della  sostituzione  come  altrettanti  sistemi  di  variiibili ,  e  si  sotto- 
pongono le  Torme  date  a  processi  di  polarizzazione  rispetto  a  quaste.  Si  ha  allora 
il  teorema,  clic  ogni  invariante  o  covariante  delle  formo  date  può  comporsi  in 
Diodo  razionale  ed  intero  mediante  queste  pohui.  Da  ciò  risulta  come  criterio 
completo  per  la  trasformabilità  dì  duo  sistemi  di  forme  l'uno  nell'altro  1' ej/ua- 
glianza . degl'invarianti  assolult  e  t'annìillarsi  identicamente  degli  slessi  covarianti. 

Con  questo  però  rimaneva  intatta  la  questione,  importante  per  !e  applicazioni, 
sino  a  qual  punto  possano  caratterizzarsi  quelle  classi  di  forme ,  per  cui  l'egua- 
glianza degl'invarianti  assoluti  assicura  per  sé  sola  l'equivalenza. 

Christoffel  i***)  se  ne  occupa  nel  ISSI,  a,  pur  servendosi  come  Gram  del  prin- 
cipio d'equivalenza  di  Gauss,  penetra  però  più  a  fondo  nei  sì.igoli  stadi  dei  re- 


(•j  Gli  esempi  tolti  dalla  teorìa  delle  forme  di  5"  e  6*  ordine  8i  fondano  su 
iavoro  di  Clebsch  e  Gordan  negli  Annali  di  mat.  S.  II  T.  I  p.  23-79  (1867). 

(♦*)  Math.  Ann,  VII  p.  230-241.  Ufr,  1'  esposizione  di  Oandelfinger  in  Fiedier 
p.  452-4S8  (1877J,  nonché  le  considerazioni  di  Stndy,  Melhoden  etc.  (1889)  p.  104 
e  seguenti. 

<♦••)  Math.  Ann.  XIX  p.  280-290. 

TOL.  XlZltl.  3i 
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lativi  processi  d' climinaiione ,  non  introducenJo  da  principio  alcuna  ipotesi  getla 
forma  delle  equazioni  finali. 

GlirìstofTel  formula  il  problema  cosi  :  cercare  tutte  le  Torme  equivalenti  ad 
una  forma  data. 

Per  poter  enunciare  in  generale  certe  proprietà  delle  equazioni  finali  risul- 
tanti pei  coemcienti  incogniti  delle  Torme  cercate,  egli  elimina  i  coefQcienti  della 
sostituzione  in  un  or.linc  qualunque,  però  colla  con  liiìone  che  per  ciascuno  ili 
essi  l'andamento  dell' eliminazione  sia  sUlematico ,  cioè  sen^n  normaltiiato  uaa 
volta  per  sempre.  Con  ciò  si  rende  possibile  d'indicare  quali  di  quei  coefBclenli 
incogniti  figurino  nelle  condizioni  d'equìralenia ,  quali  dei  coefficienti  della  sosti- 
tuzione clie  ancora  rimangono  entrino  nelle  equazioni  finali. 

Tutto  sì  riduce  cosi  al  numero  di  queste  ultime,  che  può  dimostrarsi  essere 
indipendente  dall'  ordine  delle  singole  elimluiizìoni.  Questo  numero  raggiunge  in 
genernlc  un  certo  valore  massimo,  cioè  n*  (essendo  n  il  numero  delle  variabili}; 
ciò  avviene  certamente ,  secondo  AronhoM ,  quando  il  discriminante  della  formi 
proposta  ò  diverso  da  zero. 

Dopo  aver  escluse  espressamente  tutte  le  Torme  per  cui  quel  numero  massino 
non  viene  raggiunto ,  egli  dimostra  che  rcquivalenza  di  due  forme  dipende  affet- 
tivamente solo  dalla  coincidenza  dcgl'inv.irianti  assoluti,  il  cui  numero  viene  così 
dedotto  per  una  nuova  via. 

Sarbbbc  certamente  desiderabile  che  si  ricercasse  qual   è  il   vero  significato 

invariantivo  della  leste  accennata  condizione  dì  Christoffei.   È  sicuro   che  i  coeTG- 

.  cienti  della  sostituzione  non  devono  più  contenere   parametri    arbitrari,  in  altre 

parale ,  le  forme  proposte   non  ammettono   sistemi  infiniti  di  trasformaiioni  la  sé 

stesse;  e  neppure  possono  annullarsi  tutti  gl'invarianti  d'una  delle  forme  (*). 

Veltmann  ha  pure  cercato  di  modificare  il  processa  di  eliminazione  di  Aronhold 
in  modo  clic  dall' eguaglianza  degl'invarianti  as:?oluti  si  possa  risalire  alle  rela- 
zioni di  trusforni;izÌORC  ;  però  egli  è  per  questo  obbligato  ad  escludere ,  a  suo 
giudizio  soggettivo,  intere  classi  di  forme;  esclusione  il  cui  intimo  significalo  è 
difficile  a  Tedcrsi. 

11  problema  dell'equivalenza  potrà  tendere  verso  una  soluzione  soddisfacentB 
solo  quando  saranno  pur  conosciute,  dal  punto  di  vista  della  teoria  delle  formn, 
le  vario  degenerazioni  di  queste  {*'). 

Si  presenterebbe  ora  naturalmente  il  problema  di  esaminare  le  trasformaiioni 


{')  II  caao  d'eccezione /=«!,»-(- Sa!,» iKi  citato  da  Chriatoffel  p.  284  è  ap- 
punto di  qaest'  ultima  specie.  Qui  si  annullano  i  due  invarianti  (di  Àronliolcl)  S  e 
T  e  quindi  tutti  gli  altri. 

(**)  Per  l'equivalenza  rispetto  alle  trasformazioni  superiori  (quale  p.  es.  lul 
otmpo  binarlo  la  trasformazione  di  TscKirahaasen)  nulla  fu  ancora  fatto, 
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speciali  che  riducono  delle  Torme  proposto  a  certo  formo  canonlctie  coslruite  in 
vista  dell'applioazione  pratica;  siccome  però  nello  sTiluppo  storico  di  questo  ar- 
gomento la  questione  è  stata  considerata  molto  più  in  riguar^lo  alle  irrazionalità 
che  ri  figurano  che  non  alle  trasrormazionì  stesse,  cosi  dobbiamo  differirne  la  trat- 
tazione ad  altro  luogo  (II,  B). 

b)  Forme  con  traiformazioni  lineari  l'n  sé  sfesse. 

Negl'inTarianti  d'una  forma  o  d'un  sistema  di  forme  si  erano  scoperte  dello 
runsioni  semplici  dei  coefficienti  che  per  certi  gruppi  di  trasformazioni  variiino 
solo  d'un  fiitture,  il  quale  dipende  soltanto  dai  coefficienti  della  sostituzione  e  può 
del  resto  essere  reso  eguale  all'unità. 

Se  anche  questi  iuvartanti  sono  di  natura  speciale  rispetto  ni  loro  argomenti 
(essi  infutti  devono  soddisfare  a  certe  equazioni  lineari  a  derivate  parziali) ,  tut- 
tavia la  generalità  delle  forme  originariumente  date  permette  la  creazione  di  me- 
todi di  larga  portata  per  la  costruzione  degli  invarianti. 

Se  però  si  rende  indipendente  il  concetto  d'invariante  dalla  considerazione 
delle  forme  primitive,  e  si  cercano  quello  forme  d'  un  determinato  numero  d'argo- 
menti, che  per  certe  sostituzioni  di  questi  si  trasformano  in  se  slcssc,  o  recipro- 
camente .  ciò  che  è  lo  stesso  problema  ,  se  si  cercano  tuUi  i  gruppi  possibili  di 
sostituzioni  di  n  variabili  o  i  loro  corrispondenti  iuTarianti  (razionali  interi) ,  ó 
d'uopo  ricorrere  a  nuovi  mezzi  ausiliari. 

Nel  seguito  ci  limiteremo  principalmente  ai  itruppi  finiti  di  Galois  di  sostitu- 
«oni  (•) ,  perchè  quelli  contenenti  parametri  arbitrari  (*•)  non  furono  ancora  quasi 
afflitto  trattati  dal  punto  di  vista  della  teoria  delle  forme.  Le  prime  forme  della 
specie  considerata  le  binarie,  sono  state  trovate  partendo  dalla  teoria  delle  funzioni . 

H-  A.  Schwarz  (***}  giunse  ad  esse  in  occasione  della  ricerca  dcgl'  integrali 


(*)  T.  sopra.  Bipetiamo  un'altra  volta,  ohe  Lie  invece  intende  per  gruppo  finito 
un  grappo  dipendente  da  un  namero  finito  di  parametri. 

(**)  Klein  fi  Lie  hanno  studiato  delle  curve  e  superficie  che  ammettono  eietem. 
infiaìti  di  sostituzioni  in  sé  stesse  tra  loro  permntabili  ;  C  B.  giugno  1870,  Math. 
Ann.  IV  p.  50-84.  Non  possiamo  che  accennare  soltanto  ai  contributi  posteriori  dì 
Lie,  Halphen,  Sylvester,  Poincaré,  Picard. 

In  Lie  il  problema  si  è  mutato  nell'altro  assai  più  generale,  di  trattare  siste-- 
maticamente  le  equazioni  differenziali  che  ammettono  gruppi  continui  (non  soltanto 
proiettivi)  dì  trasformazioni  in  sé  stesse. 

{***)  Journ.  fttr  Math.  LXXV  p.  292-3S5  (cfr.  Verhaudl.  d.  Schweizer  naturf. 
Qes.  1871).  La  letteratura  affine  anteriore  si  trova  raccolta  nel  Cap.  VI  della  Me- 
moria di  Schwarz.— Cfr.  anche  l'esposizione  In  Darboux  l'h.  des  surfaces  L.  II  C.  IV. 
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algebrici  dell'equiizione  differenziale  Ipergeomctrica ,  che  è  lineare  del  2*  ordine. 
Il  quoziente  s  di  due  soluzioni  particolari  di  essa  y,  ,  y^  soddisfai  ad  un'  equazio- 
ne differenziale  del  3"  ordine  (*)  ;  ciò  dà  luogo  ad  una  rappresentazioue  confor- 
me (*')  del  semipiano  positivo  della  variabile  indipcndentu  x  sopra  un  triangola 
circolari  S  non  vivente  nciriiitorno  alcun  punto  di  diramazione  e  clic  può  essere 
continuito  nnitliticamente  per  ripetizione  siiimelri  a  'A  di  là  di  ciascuno  dei  suoi 
Ire  lati- 
li  numero  dei  campi  cosi  generati  dev'essere  finito,  se  s  è  una  funzione  al 
gcbrica  di  a. 

Il  problema  a  cui  Schwarz  viene  cosi  condotto ,  di  trovare  lutti  i  triangoli 
sferici  le  cui  ripetizioni  simmetriche  sulta  superficie  delta  sfera  danno  luogo  ni 
un  numero  fliiilo  di  triangoli  sfurici  diversi  di  posizione  ,  fi  quindi  implicila- 
inente  equi  alente  a  quello  dì  cui  qui  si  tratta.  Sctiwarz  sviluppa  le  forme  cor 
rispondenti  (*•")  e  dà  anche  la  relazione  ("")  esistente  fra  due  covarianti  razionali 
e  la  forma  originaria  stessa. 

Senza  avere  in  orìgine  (*)  notizia  del  lavoro  di  Schwarz,  Klein  fu  condollo  di- 
rettamente alla  determinazione  dei  gruppi  binari  lineari  finiti  e  delle  loro  furine. 
Il  fondamento   delle  sue  considerazioni  è  il  rapporto  cbe  può  stabilirsi  tra  l'in- 


{*)  L.  e.  p.  300.  L' espressione  che  figura  nel  primo  membro  è  divenuta  più 
tardi  il  punto  di  partenza  della  teoria  dei  reciprocanti  di  Sylvester.  Gfr.  II,  C, 
appendice. 

(**)  P.  311. 

{**^)  Il  punto  di  vista  del  gruppo  finito  di  sostituzioni  ai  presenta  però  per  1» 
prima  volta  in  Klein,  come  pare  il  concetto  e  la  formazione  del  corrÌBpondenC«  si- 
stema completo.  Schwarz  non  opera  né  con  variabili  omogenee,  né  con  covarianti. 

(***•)  In  particolare  ei  presenta  a  p.  330  la  più  importante  di  esse,  la  forma 
dell'icosaedro,  sotto  la  fonna  canonica  jfl  -  lls*  — «'"j.  Ivi  pure  ai  trova  la  cor- 
rispondente relazione. 

(')  Erlanger  Ber.,  luglio  1874.  In  una  nota  successiva  (ivi,  dicembre  1874) 
l'autore  spiega  già  i  suoi  rapporti  col  lavoro  di  Schwarz.  Secondo  Ini ,  si  ricade 
sul  suo  concetto  primitivo  eoatituendo  ai  triangoli  di  arehi  cireolari  da  cui  parta 
Schwarz  dei  poligoni  (i  quali *devono  però  moltiplicarsi,  non  secondo  il  principio 
di  simmetria,  ma  aecoudo  quello  della  continuazione  analitica).  Viene  pure  osser- 
vato, che  la  relazione  accennata  nel  testo  può  considerarsi  come  un  caso  particolare 
d'un  teorema  sui  determinanti  funzionali  noto  nella  teoria  delle  forme  sino  da  Hesse. 

Una  terza  nota  (ivi,  luglio  1875)  tratta  delle  risolventi  di  b°  e  6"  ordine  del- 
l'equazione dell'icosaedro.  Poco  dopo  (1875)  venne  alla  luce  l'esposizione  compiei* 
nei  Math.  Ann.  IX  p.  183-208  (il  primo  dei  lavori  di  Fuchs  di  cui  si  parla  più 
avanti  fa  pubblicato  in  Gottìnger  Nachr,  agosto  1875). 
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(erpretazione ,  rietnanniaDB  (*)  della  variabile  2  sopra  una  sfera  ed  il  signiflcato 
eeoinetrico  d'una  trasformazione  lineare  della  variubile.  Queste  trasformazioni  cor- 
rispondono univocaniento  ai  movimcnli  reali  dello  spazio  (*'). 

I  gruppi  finiti  di  tnli  moTimenti  si  oUengono  coll'intuizione  diretta  {"•").  Essi 
sono  (ridotti  a  forma  canonica),  anzitutto  le  ordinarie  ripetizioni  d'una  rotazione 
della  sfera  intorno  ad  un  determiniito  diametro  (gruppo  ciclico),  nonché  le  rota- 
zioni cbe  ne  risultano  scambiando  i  duo  estremi  del  diametro  (gruppo  diedrico)  ; 
da  questi  gruppi  noi  faremo  astrazione  ìa  seguito.  Inoltre  i  gruppi  di  quelle  ro- 
tazioni, che  portano  a  coincidenza  con  sÈ  stessi  i  5  corpi  regolari  (di  Platone)  , 
dove  si  può  anche  limitarsi  al  tetraedro,  ottaedro  (oppure  cubo)  ,  icosaedro  (op-  . 
pure  dodecaedro);  questi  3  gruppi  contengono  rispettivamente  n  =  i%,  Zi  ,  60 
rotazioni. 

Si  tratta  ora  di  costruire  il  sistctia  comfilcfo  di  farme  di  un  tal  gruppo  , 
cioè  quelle  forme  di  cui  sono  funzioni  razionali  intere  tutte  le  altre  forme  che 
rimangono  invariate  per  le  sostituzioni  del  gruppo. 


(*)  n  rapporto  anarmonico  dì  4  valori  complessi  fu  introdotto  per  la  prima 
volta  da  MSbiuB.  Dell'estensione  alla  sfera  si  è  occupato  estesamente  Wedekind 
(Dissertatiùti,  Erlangen  1874;  Beitrdge  eto. ,  Erlangen  1875;  Matb.  Ann.  IX  pag. 
2C9-217).  Beltrami  studiò  nel  1870  dal  punto  di  vista  della  teoria  degl'invarianti 
le  forme  binarie^  specialmente  del  3"  ordine,  a  coefficienti  complessi  (Mem.  di  Bo- 
logna X). 

Per  considerasioni  generali  sull'argomento,  cfr.  Klein  Programm,  Erlangen  1872. 

(**)  Cfr.  p.  es.  Lindemann,  Math.  Ann.  VII  p.  56  e  eegg.  Nella  geometria  me- 
trica usuale  la  determinazione  di  tutti  i  gruppi  finiti  di  movimenti  era  stata  fatta 
già  da  tempo. 

astensioni  delle  considerazioni  di  Klein  a  spazi  superiori  si  trovano  in  Bier- 
maun  (Wien.  Ber.  XCV  p.  523-548,  1887),  che  mette  in  relazione  le  sostituzioni  li- 
neari di  2  variabili  complesse  nello  spazio  a  5  dimensioni  coi  relativi  corpi  rego- 
lari, e  in  Qoursat  (C.  R.  CVI  p.  1786-1789,  1888),  il  quale  mediante  i  corpi  regolari 
dello  spazio  a  4  dimensioni  semplifica  il  problema  della  ricerca  dei  gruppi  d'ordine 
finito  di  sostituzioni  lineari  ortogonali  di  i  variabili.-^  Cfr.  anche  Clebsch-Linde- 
mana,  II,  1,  Parte  3,  IX  e  X. 

Dei  gruppi  di  movimenti  reali  io  generale  si  è  occupato  estesamente  Jordan 
(Annali  di  mat.  S.  II  T.  II  p.  168-215,  320-345,  1869).  Una  discussione  completa  di 
quelli  ira  questi  grappi,  in  coi  dai  movimenti  generatori  non  possono  dedursi 
spostamenti  arbitrariamente  piccoli ,  si  trova  in  SchSnflies ,  Math.  Ann.  XXVIII 
pag:  319-342,  XXIX  p.  50-80  (1887),  XXXIV  p.  172-203  (1889).  L'ultimo  di  questi 
lavori  tratta  di  gruppi  di  trasformazioni  finite  dello  spazio  in  sé  stesso  in  cui  una 
fi^ra  qoalunque  si  trasforma  sempre  in  un'  altra  congruente  o  simmetrica. 

(***)  Vedi  il  principio  della  nota  precedente. 
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In  base  al  principio  semplice,  che  i  covarianti  devono  ir cuf ormarsi  in  tè  me- 
desimi per  le  stesse  trasformazioni  lineari  che  lasdono  invariata  la  forma  fan- 
damentale,  s'oUiene  la  legge  seguente  : 

Se  si  applicano  le  of-erazioni  d'  uno  dei  3  gruppi  a  ciascuno  di  due  qm- 
Ittngue  valori  iniziali  (ossia  punii  della  sfero),  ne  n'suKano  ogni  volta  x  calori, 
f  Ae  sono  radici  di  2  egiua^toni  it  =  0  ,  ir'  =  0.  Nel  sistema  lineare  n-t-  xk'  esistono 
sempre  3  (e  sole  3)  pafenze  csaffe  di  forme  d'ordine  minimo  f,  H,  T,  le  guati, 
insieme  ad  un  unico  invariante,  costituiscono  il  sislcnia  complefo  (*). 

Fra  le  potenze  considerate  di  f ,  B  ,  T  esiste  iidunque  una  relazione  lineare, 
^  è  il  covariante  Hessiano  di  f ,  e  T  ì\  determinante  funzionale  di  f,  H. 

Cosi  si  giunge  nel  caso  del  gruppo  dell'icosaedro  anzitutto  ad  un  sistema  di 
torme  di  60"  ordine  ,  questo  contiene  le  forme  /■„  ,  B"^  ,  T,,  di  12'  ,  20* ,  30* 
ordine  contate  rispettifamentc  5,8,3  volte;  (=0  rappresenta  i  vertici  dcirieo- 
saedro,  H=0  quelli  del  dodecaedro,  infine  7:^0!  punti  di  mezeo  degli  spigo!, 
dell'uno  e  dell'altro  dei  due  corpi. 

Nei  due  primi  casi  /'t  =  0,fa  =  0  rappresentano  analogamente  i  vertici  del 
tetraedro  e  dell'ottaedro. 

Le  tre  forme  f,  come  risulta  da  un  calcolo  facile,  hanno  la  proprietà  note- 
vole, che  il  loro  quarto  scorrimento  sopra  sé  slesse,  {ft-fYt  ^  identicamente  nullo: 
reciprocamente  esse  sono  completamente  caratterizzate  da  questa  proprietà  e  dai 
numeri  4,  6,  12  che  ne  rappresenta  l'ordine  (s'intende,  supposto  il  discriminante 
non  nullo). 

L'intimo  nesso  dell' pqtinzioJte  dell'icosaedro  /",i  =  0  colle  equazioni  generali 
del  5"  ordine  può  qui  soltanto  accennarsi  di  volo.  Cho  l 'equazione  /"n  ~  0  amuietle 
delle  risolventi  di  5'  e  di  6°  oriline,  è  gcomctricammite  prcssochiì  evidente. 

I  30  punti  T-0  costituiscono  appunto  i  vertici  di  S  ottaedri  regolari  le  cui 
forme  l  sono  radici  d'una  equazione  di  5°  ordine. 

D'altra  parte  i  12  vertici  dell'icosaedro  si  scompongono  in  6  coppie  di  vertici 
opposti  :  se  7  è  la  forma  che  rappresenta  una  tal  coppia,  f'  dipende  da  un'equa- 
zione di  6"  ordine. 

I  rapporti  tra  le  due  ultime  equazioni  ricordate  risultano  eirettivamente  essere 
gli  stessi  che  figurano  nelle  note  ricerche  di  Kronccker,  Hermite  e  Brioschi  snl- 
l'cquazione  generale  di  5"  ordine. 

Lo  sviluppo  ulteriore  di  questa  connessione  ha  condotto    Klein  a  prendere 


(*)  L.  e.  §  4.  Qui  ai  deve  però  avvertire,  che  oltre  le  forme  invarìuiti  for- 
nite dalla  teorìa  generale  se  esistono  ancora  di  speciali  ,  determioale  dalla  specie 
particolare  dei  gruppi  finiti  di  sostitusioni  qui  considerati.  Cosi  per  eaempìo  nel 
CUBO  della  forma  dell'icosaedro  ai  preaeota  uno  speciale  invariante  razionale  (ma  non 
intero)  di  primo  grado,  cfr,  Kath.  Ann.  IX  p.  198. 
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r  icosaedro  come  centro  delli  ormai  molto  BviJuppiita  teoria  delle  cquiiz'oni  di 
5*  ordine  (•). 

Dobbiamo  orH  parlare  del  rapporto  esistente  tra  i  gruppi  Bniti  di  aostituzionì 
e  le  loro  forme  da  un  lato  e  le  equazioni  dìITereiizinli  lineari  dall'altro. 

Gl'integrali  generali  d'una  data  equazione  diCTerenziale  lineare  d'ordine  n  i 
cui  coetlìcienti  sono  funzioni  razionali  possono  esprimersi  ìn  funzione  lineare  omo- 
genea di  n  integrali  particolari  linearmente  indipendenti  j/i  ,  1/1  <  •  ■  ■  >  Va*  ^^  '^ 
variabile  percorre  dei  cammini  chiusi  intorno  ai  punti  singolari  dell'equazione,  le 
y  subiscono  delle  sostituzioni  lineari  a  coefficienti  costanti  (*');  queste  sostituzioni 
costituiscono  il  gruppo  dell'equazione. 

Se  tutti  gì'  integrali  dell'  equazione  sono  algebrici ,  il  gruppo  è  finito ,  e  re- 
ciprocamente. 

Con  ciò  si  è  indicato  il  fondamento  del  lavoro  <li  Fuclis  de)  1815  (***) ,  sul 
quale  si  appoggiano  le  rieerclie  ulteriori  di  Jordan.  Klein,  brioschi. 

Appartiene  però  a  Fuchs  anzitutto  l'altro  merito  di  avere  scoperto  la  grande 
importanza  che  hanno  le  forme  fiy,  ,  1/,  ,  . . .  ,  y„)  appartenenti  al  gruppo  nella 
teoria  delle  equazioni  dìtferenitali  lineari. 

Se  l'equazione,  data  nella  forma  ridotta  di  Fuclis,  e  supposta  in  particolare 
del  ì"  ordine,  deve  avere  tutti  i  suoi  integrali  algebrici,  devono  esistere  certe 
forme  f(y,  ,  y^)  le  quali  sono  radici  di  una  funzione  razionale.  Queste  forme  prime 
coincidono  colle  forme  i[4xi['  del  gruppo  dell'equazione  (v.  sopra);  i  loro  cova- 
rianti sono  alla  loro  volta  forme  primp.  Le  forme  prime  de)  minimo  ordine  n  sono 
quindi  distinte  da  ciò,  che  tutii  i  loro  covarianti  d'ordine  <  n  si  annullano  iden- 
ticamente (""j. 

Da  ciò  si  deduce  la  conseguenza,  che  l'ordine  n  può  prendere  solo  un  numero 
limitato  di  valori;  Fuchs  trova  come  i  soli  valori  possibili  n=2,  4,  6,  8,  IO,  12. 

I  mezzi  ausiliari  accennati  permettono  di  indicare ,  per  ogni  equazione  del 
2°  ordine  data  effettivamente,  ì  passi  occorrenti  per  la  soluzione  della  questiono 
della  ricerca  degl'integrali  algebrici. 


{*)  Yorleaungen  nher  da»  Ikosaeder  und  die  Auflosung  der  Gleìehungen  vom 
fOnfttr  Grade,  Leipzig  1884.  Cfr.  Erlanger  Ber.  1876-77,  Math.  Ann.  XII  p.  503-560 
(1877),  Inoltre  i  due  importanti  lavori  più  recenti  di  Oordau  in  Hath.  Ann.  XXVTH 
p.   152-166,  XXIX  p,  318-326  ^1887). 

(*♦)  Cfr.  i  lavori  fondamentali  di  Fnche  nel  Joarn.  fttr  Math.  LXVI  p.  121-160 
(1866),  LXYin  p.  354-385  (1888).  Il  teorema  stesso  risale  a  Biemann. 

(*••)  GOtt.  Nachr.  1875  p.  568-581,  612-613  ;  Journ.  fttr  Math.  LXXXI  p.  97- 
i4a  (1876).  Nella  seconda  memoria,  Joarn.  ftir  Math.  LXXXV  p.  1-26  (1678)  l'au- 
tore Btodia  aietematicamente  l'insieme  delle  forme  prime. 

(****)  La  questione  posta  da  Fuoha  dell' ìnrersione  di  qnesto  teorema  fa  poi 
risolta  atfermativamente  da  Gordan  (v.  sotto). 
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'  La  questione  reciproon  della  costruzione  esplicitk  di  tutti  1  tipi  di  tal  natura 
d'equazioni  differenziali  di  2*  ordine  fu  trattata,  e  in  certo  modo  anche  risolta,  da 
Kleiu  (*).  Anzitutto  egli ,  appoggiandosi  sui  suoi  risultati  precedenti ,  è  subito  ìa 
grado  di  scrivere  le  S  possibili  forme  di  equaEionì  integrali,  a  cui  il  quoziente  ij  dì 
due  soluzioni  algebriclic  particolari  i/,,^t  dell'equazione  deve  soddisfare.  Di  qui  passa 
alle  S  corrispondenti  forme  di  equazioni  differenziali  del  Z"  ordine  per  r,.  Sì  presenta 
la  circostanza  notevole,  che  questo  ullime  risultano  immediatamente  dall'equazione 
del  3"  ordine  trovata  àn  Schnari  nel  caso  ipergeometrico  ,  quando  ,  dopo  aver 
dato  opportuni  Talorl  numerici  alle  3  costanti  arbitrario  che  vi  figurano,  si  sosti- 
tuisca all'argomento  x  una  qualsiasi  funzione  razionale  dì  x  (**).  Bisulta  pure  che 
la  tabella  di  Fucbs  (1.  e.  p.  126)  delle  possìbili  forme  primo  (del  minimo  ordine) 
contiene  effettivamente  anche  dei  casi  superflui  (***). 

Gl'invarianti  e  i  cuvarianti  delle  forme  prime  sono  stati  dedotti  da  Brioscbi 
in  un  modo  particolare,  introducendo  le  forme  associate  di  Hermito  (****). 


(•)  Eri.  Ber.  1876  o  Math.  Ann.  XI  p.  115-118,  e  Malh.  Ann.  XII  p.  167-180 
(1877). 

I  tipi  ottenuti  prima  da  Jordan  (C.  R.  LXXXII  p.  605-607,  LXXXIH  pa- 
g.  1033-1037)  non  esauriscono  completamente  la  questione.  V.  le  osservazioni  biblio- 
grafiche di  Klein,  Math.  Ann.  XI  p.  118  (1876). 

(•*)  Reciprocamente  viene  indicato  un  processo  ,  che  conduce  al  fine  voluto 
dopo  un  numero  finito  di  tentativi,  per  determinare  B(x}  data  l'equazione  differea- 
ziale  per  ij. 

Brioéchi  nel  1877  (Math.  Ann.  XI  p.  410-411,  Rend.  ist.  lomb.  S.  Il  T.  X  p. 
48-58)  ha  determinato  la  fnnzione  E  nel  caso  di  3  soli  punti  singolari  per  tutti  i  tipi 
ridotti  di  Schwarz  (Joarn;  fUr  Math.  LXXV  p.  323)  meno  tre.  Queste  tre  furono 
■poi  irattati  da  Zlfiin,  Math.  Ann.  XII  p.  175-176  (1877),  cfr.  una  rettìfica  di  Cay- 
ley,  ivi  XVn  p,  65-66  (1880).  Del  calcolo  di  altri  casi  icosaedrici  si  occupa  la  Dit- 
sertation  di  0.  Fischer,  Berlin  1885;  v.  le  osservazioni  di  Klein,  Math.  Aon.  XVI 
p.  463  (1886). 

(***)  V.  Math.  Ann.  XI  p.  US. 

(•***)  Math.  Ann.  XI  p.  401-411.  Secondo  Fuchs  una  forma  prima  /(y,  ,yi) 
è  eguale  a  f  (x),  dove  cp  denota  una  radice  d'nna  funzione  razionale  di  x.  Derivando 
rispetto  a  »  si  ha  quindi 

^^  +  M.  ^=^  =  .4 
dy,    dx      ?y,    dx      dx      '^' 

dove  ^  h  pare  razionale  in  x  ;  d'altra  parte  il  teorema  d'Eulero  sulle  funzioni  omo- 
genee ci  dli 


=,  Google 


)(  281  H 

Oordiin  pel  primo  (*)  studiò  le  foimc  binarie  che  ammcltono  trasrormazioni 
lineari  in  sé  stesse  in  baso  a  principi  puramente  algebrici.  Anzitutto  una  sostitu- 
zione binaria  S  viene  ridotta  ad  una  forma  normale  (**) ,  nello  quale  ,  oltre  alla 
Torma  quadratica  che  determina  gli  elementi  doppi  di  S  ,  figura  anche  un  angolo 
variabile  7,  l'argomenlo  dì  S.  L'argomento  di  S"  sarà  semplicnmentc  n;;  perchè 
S  appartenga  ad  un  gruppo  finito,  nf  dev'essere  un  multiplo  di  n. 

Se  si  hanno  due  sostituzioni  co^li  argomenti  f ,  4'.  e  se  <^ ,  T  sono  gli  argo- 
menti 'delle  Bostitusioni  ST ,  S'<T  composte  di  esse ,  tra  questi  i  angoli  sussiste 
una  relazione  semplice  ('**)  cioè  : 

cos  *  +  cos  T  =  cos  (?  +  '{')  +  cos  (9  -  +). 

In  base  a  questa  rehizione  ed  alla  divisione  delle  sostituzioni  secondo  la  gran- 
dczza  dei  loro  periodi ,  il  problema  primitivo  viene  ridotto  al  problema  aritmeti- 
co {•*•")  di  risolvere  mediante  angoli  razionali  ?,,?»,  9»  l'equazione  : 

1  +  cos  <f,  +  cos  ?t  +  cos  f,  =  0. 


,  e  s'introducono  i  loro  valori  nelle  formolo  di  tra* 
sformoziond  di  Hermlte,  bì  ha  Boltanto  a  considerare,  ohe  il  denominatore  comune 

per  ou  teorema  d'Àbel  è  eguale  ad  una  costante. 

(*)  Uath.  Ann.  XII  p.  23-46  (1877).  Pur  troppo  l'autore  deve  astenersi  dal- 
l'entrare di  più  in  queste  delicate  ricerche  di  Gcordan ,  che  per  la  loro  natara  si 
rifiutano  ad  una  esposizione  in  parole  assai  più  dei  lavori  aiEni  geometrici  ed  ana- 
litici. Si  confronti  anche  Halphen,  fifém.  des  sav.  étr.  XXVIII  (1860-1883). 

(**)  L.  e.  p.  24.  Esea  può  scriversi  sotto  la  forma  : 

(y  — a:)co89  =  »8en?.*l(a;-o)(i/-p)-f(a:-P)(ì/-il)i, 

dove  a  ,  ^  sono  i  due  elementi  uniti ,   e   fc  è  un  valore  numerico   opportunamente 
scelto. 

Sotto  aspetto  più  chiaro  la  forma  normale  di  Gordan  d'una  sostituzione  potrebbe 
scriverai  : 

dove  7  pnA  prendere  tntti  i  valori  complessi. 
(***)  L.  e.  p.  25. 
(••")  L.  0.  p.  29. 
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1,0  ulteriori  ricerche  dipendono  essenzialmente  da  un  teorema  di  Rronerknr 
sulla  irriducibilità  (IcH'equazione  della  divisione  del  cerchio  generalizzata. 

II  risultalo  è-  costituito  nalurul mente  dui  S  gruppi  di  Klein  ;  essi  però  ven- 
gono qui  costruiti  sutlo  unii  fonn<i  canonica  assai  corno  la- 

In  un  lavoro  successivo  {*)  Gunlan  pone  a  fondamento  la  proprietà,  trorata 
da  Fuctis,  delle  forme  prime  d'ordine  minimo  ii,  che  I  covarianti  d'ordine  <n  sono 
tutti  identicanicnle  nulli,  e  la  prende  come  dellnìzione  (**). 

Dapprima  8Ì  dimostra  dircltamnnlc  per  mezzo  dei  eorrispondciUi  sistemi  Ji 
forme,  che  le  forme  f,  ,  f^^  dell'ottaedro  e  dell'icosaedro  hanno  la  proprietà  accen- 
nata Il  dilTìcile  teorema  reciproco,  che  tali  forme  f  sono  le  uniche  di  questa  na- 
tura, viene  dedotto  dal  modo  di  comportarsi  di  quei  covarianti  d'  ordine  minimo 
di  cui  l'ultimo  scorrimento  su  f  è  identicamente  nullo. 

Infine  Wedckind  e  Brioschi  (**•)  mediante  il  confronto  diretto  dei  cocfllcientl 
hanno  stabilito,  che  il  fatto  osservato  da  Ulcìn  dell'annullarsi  identicamente  del 
quarto  scorrimento  d'  una  forma  binaria  su  sé  stessa  ha  luogo  esclusivamente  per 
le  forme  /«,/"<,  f,t  del  tetraedro,  ottaedro,  ed  icosaedro,  quando  si  faccia  astra- 
zione dalle  forme  f„  aventi  un  fattore  (n—  l)-upIo  (•**•). 


(•)  Math.  Ann.  XII  p.  147-166  (1877). 

[**t  La  definizione  di  Oordan  è  modificata  in  quanto  essa  esclude  sin  da  prin- 
cipio le  forme  con  fattori  mnltipli. 

(**•)  Wedekind  HabaUations-Sckrift,  Karlsruhe  1876  ;  Briosohi,  Annali  di  mal. 
8.  Il,  T.  Vni  p.  24-43  (1877J.  Cfr.  l'esposizione  in  Gordan-Kerschonsteiner  II  §  19. 
L'eqnazione  {f,f)i=0  è  naturalmente  l'equivalente  nella  teoria  delle  forme  del- 
l'equazione differenziale  di  3"  ordine  già  ricordata;  O-ordan  nelle  sne  leiioni  saole 
sviluppare  il  passaggio  dall'una  all'altra  rappresentazione. 

Sull'equazione  differenziale  del  3"  ordine  cfr.  anche  Hurwitz,  Math.  Ann.  XXXIIl 
p.  345-352  (1889;. 

Brioschi  ha  studiato  pare  il  caso  d'una  /",,  di  cui  il  quarto  aoorrimento  sa 
8à  Stessa  coincide,  a  meno  d'un  fattore  costante,  colla  forma  medesima,  ed  è 
giunto  anche  in  questo  caso  alla  forma  dell'equazione  differeDEiale  di  3**  ordine  di 
Schwarz  {Colleclanea  mathematica  pag.  213-219  ,  1881  ,  C.  R.  XCVI  pag.  1689- 
1692,  1883). 

(••*»)  Hilbert  ha  dimostrato  (Math.  Ann.  XXX  p.  561-570, 1887)  che  le  forma 
binarie  con  trasformazioni  lineari  in  sé  stesse  si  ottengono  anche  come  caso  parti- 
colare d'nna  classe  più  generale  di  forme,  la  quale  risulta  cercando  quei  fasci  f +^1 
per  cui  il  terzo  scorrimento  di  7  su  ^  è  identicamente  unllo. 

In  Gordan-Kerachensteiner  U  §  13  si  trova  una  generazione  elegante  de'  corpi 
regolari  partendo  dalle  forme  quadratiche.  Si  cerca  uà  aietema  di  forme  quadratici» 
tale  che  gli  scorrimenti  bilinearj  delle  forme  a  due  a  due  0  sieno  tntti  nulli,  od  ab- 
biano an  valore  comune  diverso  da  zero,  od  infine  abbiano  tatti  uno  etesflo  Ttlore 
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C.  Jord&n  ha  preso  in  considerazione  1  grappi  Uniti  di  sostituzioni  lineari  por 
n  variabili  io  generale  dal  punto  di  vista  della  teoria  dello  sostituzioni  (*).  Se 
G  è  un  tal  gruppo,  esso  contiene  certamente  delio  sostituzioni  a  che  alterano  le 
variabili  (omogenee)  solo  di  certe  radici  dell'unità  come  faltori.  Ora  i  sottogruppi 


tk  meno  del  segno.  Nel  primo  caso  si  giunge  a  3  forme  quadratiche  il  cui  prodotto 
costituisca  VoUaedro,  nel  secondo  a  i  forme  il  cui  prodotto  è  il  cubo,  nel  terzo  iu- 
fiae  a  6  dalla  cni  moltiplicazione  si  ottiene  Vicosaedro. 

(*)  O.K.  LXXXrV  p.  1446-1448,  Journ.  f[ir  Math.  LXXXIV  p.  85-215  (1877). 

Una  revisione  ed  estensione  fa  data  dall'  autore  nella  sua  memoria  premiata 
(Atti,  di  Napoli  Vili,  1880)  :  Sur  la  défermination  des  groupes  d'ordre  fini  contenus 
da/M  le  groape  Unéaire. 

Una  verifica  dei  singoli  risultati  nel  caso  n  =  3  per  altra  via  era  desiderabile, 
dacché  nel  metodo  di  ennmarazione  di  Jordan  gli  errori  di  osservazione  sono  ine- 
ritabili.  Essa  fu  fatta  (a  parte  alcune  discrepanze)  da  Valentine,  Ejób.  Skrift  S.  VI 
T.  V  p.  64-235  (1889),  il  quale  deduce  i  gruppi  direttamente  mediante  considerazioni 
puramente  algebriche  (e  coll'aiuto  di  alcune  equazioni  diofantee). 

La  proprietà  delle  forme  prime  trovata  da  Fuchs  viene  estesa  da  Jordan  alle 
equazioni  differenziali  d'ordine  superiore  al  2''.  Così  si  ha  pel  3"  ordine  il  teorema, 
che  una  forma  prima  è  radice  d'una  funzione  razionale  di  a;  e  d'una  quantità  ansi- 
Ilaria  definita  da  un'equazione  algebrica  d'ordine  n(n  =  l,  2,  3,  4,  5,  7,  9). 

In  Valentiner  restano  infine  3  gruppi  ternari  finiti;  un  &„  generato  dalla  amplia- 
eione  del  grappo  binario  tetraedrico,  un  Or^f^  ottenuto  analogamente  dal  gruppo  bi- 
nario icosaedrico,  e  il  gruppo  propriamente  ternario  G,g,  del  testo  (quest'ultimo 
aia  detto  di  passaggio,  è  stato  acoperto  per  la  prima  volta  da  Kronecker  nel  1857 
come  un  grappo  di  7  lettere).  È  curioso  poi  che  il  secondo  gruppo  G„a  del  testo 
non  figura  ivi  come  un  gruppo  propriamente  ternario  (v.  p.  222j. 

Valentiner  appoggia  i  suoi  sviluppi  sulle  ripetizioni  di  sostituzioni.  Il  criterio 
il  qoale  indica  che  una  sostituzione  di  n  variabili  ripetuta  \i.  volte  dà  la  sostitu- 
zione identica,  à,  come  già  aveva  dimostrato  Lipschitz  (Acta  math.  X  p.  137-144  , 
1887],  che  la  sua  equazione  caratteristica  abbia  solo  delle  radici  ]i-esìme  dell'unità, 
e  che  i  suoi  divisori  elementari  aleno  del  primo  ordine  (cfr.  pe:-  lo  sostituzioni  ter- 
narie ortogonali  Bermbacb,  Dissertation,  Bonn  1887). 

Valentiner  dimostra  poi  anzitutto,  che  l'ordino  d'un  gruppo  finito  è,  o  il  minimo 
cornane  multiplo  degli  ordini  delle  sue  sostiluzioni  fondamentali,  oppure  il  doppio, 
il  triplo  o  il  sestuplo  di  esso  (ivi  p.  '226). 

Accenneremo  ancora  che,  considerati  astrattamente,  il  gruppo  ioosaedrico  O^g 
e  il  gruppo  0,M  del  testo  sono  i  soli  gruppi  semplici  d'operazioni  il  cui  ordine  sia 
un  numero  composto  e  non  superiore  a  200  (Hòlder,  Math.  Ann.  XL  p.  55-88,  1692), 
e  che  Askwith  ha  oostruito  tutti  i  possibili  gruppi  d'operazioni  che  si  possono  for- 
mare con  3,4,5,6,7  lettere  (Quart.  j.  XXIV  p.  111-167,  1889).  Manca  però  il  (*,«. 
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F  di  G  permutabili  con  una  sostiluzionc  s  vengono  successivamente  trasformali 
mediante  tutte  le  sostituzioni  di  G.  Fra  gli  ordini  di  tutti  questi  F  e  quello  di  G 
hn  luogo  un'equazione  diofantea. 

Lu  discussione  di  questa  dà  per  n  =  2  ancora  i  5  tipi  noti.  Ma  già  nel  caso 
successivo  n=3  si  presenta  un  numero  grandissimo  di  casi  da  considerare  isola- 
tamente. Inllne  restano  1 1  tipi  diversi  effettivamente  esistenti,  dei  quali  però  uno 
solo  deve  considerarsi  come  essenzialmente  nuovo,  giaccliè  gli  altri,  o  sono  affatto 
ovvìi,  0  fanno  parte  in  sostanza  dei  gruppi  ad  una  o  a  due  variabili  (*). 

11  ^'ruppo  che  dicemmo  essere  nuovo  è  il  cosidelto  gruppo  licssiauo  G^,,  (dì 
2;6  sostituzioni),  avente  la  proprietà  {'*)  di  lasciare  invariata  nel  suo  insieme  la 
configurazione,  studiata  per  la  prima  volta  da  Hcase,  dei  4  triangoli  di  ÌIurso  d'una 
curva  piana  del  S**  ordine. 

Intanto  Jordan  in  causa  d'un  errore  di  calcolo  aveva  omesso  un  altro  gruppo 
pure  essenzialmente  nuovo  G.^g  (di  168  sostituzioni),  che  |fu  scoperto  per  la  prima 
volta  da  Klein  partendo  dalla  trasformazione  del  1"  ordine  delle  funzioni  cHitti- 
che  (•**)-  La  corrispondi^nte  risolvente  di  Galois  Cdi  168'  ordine)  amnaetti;  un 
gruppo  dì  168  sostituzioni,  gìaccbò  una  radice  >]  di  essa,  considerata  come  fun- 


(*)  dò  non  esclude  che  questi  gruppi  Baperfiui  eieno  importanti  per  la  geo- 
metria. Ricordiamo  p,  ea.  il  gruppo  delle  18  colUneazioai  che  trasformano  in  sé 
stessa  una  cubica  piana,  e  quello  analogo  di  16  collineasioni  (e  16  tr&sformaxioiii 
reciproche)  per  la  superficie  di  Knmmer. 

Il  grappo  G,, ,  che  figura  in  Klein,  Bohn  ed  altri,  di  16  trasformazioni  invo- 
lotorie  permutabili,  mediante  le  qaali  i  panti  o  i  piani  dello  spazio  vengono  ag- 
gruppati secondo  configurazioni  di  Kummer ,  fu  studiato  profondamente  da  Stody 
(Leipz.  Ber.  1892  p.  122-161) ,  che  costrai  il  sistema  completo,  ecc. 

Questo  gruppo  però  serve  all'autore  solo  come  esempio  d'una  teoria  sistematica, 
che  fonda  la  trattazione  secondo  la  teoria  delle  forme  dei  gruppi  finiti  di  soatìtu- 
zioni  lineari  sopra  certi  sviluppi  in  serie  (v.  II,  C,  b,  S),  dove  il  coucetto  di  apo- 
larìtà  ha  una  parte  importante.  Il  più.  notevole  risultato  è  ,  che  per  la  determina- 
zione degl'invarianti  d'un  tal  gruppo  anche  nel  caso  più  sfavorevole  non  si  hanno 
a  risolvere  che  delle  equazioni  pure. 

{**)  n  gruppo  hesaiano  fu  studiato  diffusamente  da  Mascbke,  Math.  Ann.  XXXIQ 
p.  324  e  segg.  (1889).  Il  problema  risolto  da  Uascbke,  di  costruire  il  sistema  com- 
pleto del  Gjis,  ricondusse  quindi  direttamente  all'altro,  di  dedurre  il  sistema  com- 
pleto dei  combinanti  d'una  C,  e  delia  sua  forma  be-isiana  (ivi  p.  328  e  segg.). 

Coi  lavori  di  Witting  e  Mascbke  ricordati  nel  testo  può  conirontarsi  Bnrk- 
hardt,  Math.  Ann.  XXXVIII  p.  161-224  (1891). 

{"*)  Math.  Ann.  XIV  p.  428-471  (1879);  v.  specialmente  la  nota  a  p.  438. 
La  teoria  del  G,4g  è  sviluppata  estesamente  in  Elein-Fricke ,  Modulfunctiontn , 
P.  m  Gap.  6. 
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lìone  del  rapporto  ilei  periodi  u,  resta  invariata  precisamente  per  quelle  168  so* 
stituiioni  di  id  che  sono  congruenti  nll'ittentità  rispetto  al  modulo  7.  La  quantità 
I)  è  legata  airinrariante  assoluto  J  dell'integrale  ellittico  da  un'equazione  (J'  or- 
dine ICS"  in  >i\  che  è  di  genere  3,  e  ammette  pure  168  trLisrormazìoni  univoche 
in  3è  dtessa.  Questa  equazione  si  può  a  sua  vulta  riferire  univocamente  a  quella 
d'uoa  curva  normale  del  i"  oritine  : 

f=a;,'a^  i-aJ,*a;j  +  fr,'a5,  =  0, 

la  quale  sì  trasrorma  in  sé  stessa  per  un  gruppo  0,u  di  cullineaiioni  ternarie 
isoroorro  a  quello  accennato. 

Il  sistema  completo  di  f  (*)  e  quindi  anche  del  «gruppo  consta  oltreché  di  f 
di  altri  3  covarianti  del  6\  R",  21"  orJine,  Tra  i  quali  esiste  una  sizigìe. 

Clic  la  risolvente  di  Galois  ammette  una  risolvente  di  1<*  ed  ima  dì  8"  online, 
V  Tacile  a  vedersi  geometricamente.  Anzitutto  i  56  punti  di  contatto  delle  28  tan- 
genti doppie  di  f  possono  essere  determinati  sulla  curva  da  T  coniche  (•■) ,  che 
dipendono  da  un'equazione  del  V  ordine.  In  secondo  luogo  le  24  tangenti  di  flesso 
si  aggruppano  in  8  triangoli,  i  quali  sono  determinati  da  un' cquasione  dell' 8° 
ordine  {,"*). 

Beciproca mente  ogni  equazione  del  7°  ordine  con  un  gruppo  dì  168  sostitu- 
zioni si  può  ridurre  ul  caso  precedente  e  quindi  risolvere  mediante  funzioni  ellit- 
tiche, come  Ktcin  ha  indicato  e  Gordun  sviluppato  in  dettaglio  (****>■ 


(*)  TI  stilema  completo  di  /,  nel  senso  che  vengano  considerate  anche  le  so- 
stitGzioni  delle  variabili  controgredienti,  quindi  che  esso  comprenda  anche  i  con- 
trovarianti e  le  forme  iutermedie,  è  stato  costruito  per  la  prima  volta  da  Gordan, 
Uath.  Ann.  SVIU  p.  217-233,  v.  Bpecialmente  la  tabella  alla  fine  della  memoria. 
Cfr.  n  A ,  b. 

(**)  Ciò  è  possibile  in  due  modi.  La  relazione  reciproca  tra  le  radici  delle  due 
corrispondenti  equazioni  del  7°  ordine  costituisce  l'essenza  della  teoria  di  Oordan, 
I  coefBcìenti  delle  due  equarioni  costitniacono  secondo  Gordan  il  sistema  completo 
della  Affectfunctionen,  mentre  nna  parte  dì  essi  basta  a  servire  come  sistema  atso- 
dato  (Math.  Ann.  XS  p.  528;.  Facciamo  speciale  menzione  delle  osservazioni  ge- 
nerali che  fa  ivi  Gordan  sul  concetto  di  affetto  nei  suoi  rapporti  colla  teoria  degli 
invarianti. 

(•**)  Cfr.  NSther,  Math.  Ann.  XV  p.  89-110  (1879). 

(*•♦*;  Gordan,  Math.  Ann.  XVII  p.  217-233,  359-378  (1880);  XIX  p.  529-552 
(1882)  ;  XX  p.  487-514,  515-530  (1882)  ;  XXV  p.  459-521  (1885). 

La  superficie  dì  Riemann  della  curva  normale  /=0  è  etata  studiata  in  detta- 
glio da  Haskell  in  American  j.  XIII  p.  1-52  (1890).  Sì  noti  che  qui  si  tratta  della 
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I  gruppi  finiti  di  sostiluEÌoni  quaternarie  (e  superiori)  non  sono  ancora  noti 
nel  loro  insieme.  Però  Klein  s'  è  imbattuto  recentemente ,  sopra  diverse  vìe ,  in 
alcuni  importanti  esempi  di  gruppi  quaternari. 

Due  di  tali  gruppi  cosiilnìscono  l'essenza  del  metodo  di  rìsoluEÌone  delle  equa- 
zioni generali  del  6^  e  del  1"  ordine  troTato  da  Klein  (*;. 

S'imaginino  infatti  dapprima  le  equationi  ridotte  alla  forma  principale,  nella 
quale  i  coefficienti  del  secondo  e  terzo  termine  sì  annullano,  cioè  la  somma  delle 
radici  a;  e  quella  dei  loro  quadrati  sono  nulle. 

Le  X  possono  considerarsi  comò  le  coordinate  pluckerianc  dette  rette  d'un 
determinato  complesso  lineare,  o  rispettivnmente  delle  rette  dello  spazio  ordinino. 

Se  ora  le  x  si  sottopongono  nel  caso  dui  6"  ordine  a  tutte  le  6!  ponnuta- 
\ 
zioni,  e  nel  caso  del  V  ordine  a  tutte  le  -  7!   permutazioni  pari,  le  coordinate 

dei  punti  dello  spnzio  subiscono  delle  trasformazioni  lineari  in  egual  numero,  le 
quali  formano  i  due  gruppi  finiti  accennati.  Le  equazioni  proposte  vengono  allora 
ridotte  ai  aistcmi  (Tequazioni  corrispondenti  a  questi  gruppi. 

Un  terzo  gruppo  (quaternario)  importante  è  stato  costruito  da  Klein  a  pro- 
posito di  ricerche  sulla  geometria  delta  retta  (**).  Se  si  riferiscono  le  rette  delio 
spazio  a  6  complessi  /bn dui» rurali  x=0  (essendo  ancora  £a:*=0},  ciascuna  delle 
61  permutazioni  dello  ce  e  ciascuno  dei  61  cambiamenti  di  segno  delle  a;  dà  luogo 
ad  una  coltineazione  o  ad  una  trasformazione  dualistica  :  tutti  gli  scambi  tra  i 
rapporti  delle  so  che  ne  risultano  danno  luogo  ad  un  gruppo  finito  di  3?.6!  sosti- 
tuzioni, che  è  un'  ampliasione  del  gruppo  testé  considerato  a  proposito  delle  equa- 
cloni  del  6"  ordine. 

Un  sottogruppo  di  esso  formato  di  16.6!  co(Imeazìo»v  coincide  col  gruppo  (■•*) 
delle  trasformazioni  che  subiscono  i  moduli  introdotti  da  Porchardt  per  le  fun- 
zioni ipiTcilitiiclie  di  genere  2  ,  quando  i  perioJi  si  trasformano  linearmente.  Esso 
contiene  un  sottogruppo  eccczìcuiile  di  &i  sostituzioni. 

Masclike  (*•*•)  ha  costruito  il  sistema  completo  delle  forme  del  gruppo. 


nuova  specie  di  superlìcie  di  Riemana  introdotta  da  Eleia  in  Uath.  Ann.  VII,  X, 
la  quale  risalta  dai  paoti  reali  e  dalle  tangenti  imaginarìe  della  curva. 

(*)  Math.  Ann.  XXVIII  p.  499-532  (1887).  Cfr.  Cole,  Amen  j.  VH!  p.  265- 
286  (1886). 

Il  aecoudo  dei  gruppi  menzionati  fu  studiato  dettagliatamente  da  Maschke  in 
riguardo  alia  geometria  delta  retta  (Uath.  Ann.  XXXVI  p.  190-215  ,  1890).  Esso 
conduce  ad  una  notevole  configurazione  di  140  rette  nello  spazio. 

(♦*j  Math.  Ann.  IV  p.  346-358  (1871). 

(*•*)  Cfr.  Reichardt,  Math.  Ann.  XXVIII  p.  81-98  (1887). 

(••••)  Math.  Ann.  XXX  p.  496-515  (1887). 


oyGqogle 


){  281  )( 

Se  i  moduli  di  fiorchardt  potevano  considenirsi  come  funzioni  jncobiime  del 
3"  ordine,  ve  ne  sono  pure  del  3*>  ordine  etiR  si  comportano  analogamente,  co- 
me Klein  ha  osservtito  e  Witting  {'i  lin  meglio  spiegato  ;  essr;  con'Iucono  ad  un 
RUOTO  gruppo  quaternario  dì  35920  coilineazionì.  Miischkc  lin  Jimostrato  ,  che 
questo  gruppo  è  contenuto  in  uno  composto  il' un  numero  doppio  di  sostituzioni, 
ed  lia  calcolato  il  sistema  completo  anche  per  quest'ulti nno,  il  quale  non  pud  esser 
contenuto  in  alcun  gruppo  più  ampio  (**).  Ciò  si  ottiene  ritornando  al  gruppo  ties- 
siano  G,,«  eoireguagl:are  a  zero  una  delle  4  variabili  opportunamente  scelta. 

Il  gruppo  in  discorso  è  isomorfo  da  un  Iato  col  gruppo  della  divisione  per 
tre  delle  funzioni  iperell ittiche  di  primo  ordine,  dall'altro  con  quello  dell'equazione 
dì  21*  ordine  dal  quale  dìpen  tono  le  27  rette  d'una  superdcìe  del  3'  ordine  {***). 

Nel  lasciare  l'argomento  dei  gruppi  finiti  di  sostilusioni  (***"},  accenniamo  bre- 
(enaente,  per  quanto  riguarda  i  gruppi  contenenti  parametri  arbitrari,  ad  una  ri- 
cerca di  Uaurer  ('),  perchè  essa  si  attacca  direttamente  alla  questione  sollevata  al 
principio  del  capìtolo,  ed  inoltre  è  notevole  pel  metoJo  usato,  che  mette  in  rapporto 


{♦>  Math.  Ann.  XXIX  p.  157-170  (1887) ,  cfr.  Reichwdt ,  ivi  XXVHI  p. 
84-98  (1887). 

(♦*)  Math.  Ann.  XXXHI  p.  317-344  (1889). 

(***)  Jordan  ,    Traìté  dea  Bubstitutiona,  Paris  1871. 

Snl  rapporto  dei  due  problemi  v.  Klein,  Journ.  de  math,  S.  IV,  T.  IV  p.  169- 
177    (1888),  e  Burkhardt,  GStt.  Nachr.  1892  p.  1-5. 

{****)  Colle  ricerche  accennate  nel  testo,  in  quanto  esso  sì  riferiscono  &  grappi 
fìniti  binari  e  ternari,  sta  in  stretta  relazione  la  serie  seguente  dì  lavori  di  Antonne; 

1883  :  C.  R.  XCVII  p.  567-570. 

1884  :  C.  R.  XCVin  p.  565-567,  IC  p.  646-649. 

1885:  C.  R.  CI  p.  53-56;  Journ.  de  math.  9.  IV  T.  I  p.  431-454. 
1886:  C.  R.  CU  p.  313-316,  CHI  p.  1176-1178;   Joom.   de  math.   8.  IV 

T.  U  p.  49-104. 
1887:  C.  R.  CIV  p.  767-770,  1422-1425,  CV  p.  267-270,  929-932;  Journ. 

de  math.  S.  IV  T.  IH  p.  63-85. 
1888  :  Joam.  de  math.  S.  IV  T.  IV  p.  177-247,  407-444. 

£gll  si  è  proposto  di  determinare  tutti  i  grappi  e  sottogruppi  finiti  di  trasfor- 
niAzìonì  cremociane  del  piano,  e  specialmenta  delle  qattdratiche  e  oabiche.  Cfr.  an- 
che 8.  Eantor ,  Wien,  Denkschr  1882;  v.  pure  i  lavori  pit  recenti  di  Kantor  in 
Jonm.  f.  Uath.  e  Acta  math. 

(<)  Ueb«r  allgemeintre  Invarìanten-Bytieme ,  Uanch.  Ber.,  1668,  p;  lOS-150. 
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la  teoria  di  Lie  dei  sistemi  conipleli  di  certe  equazioni  differenziali  lineari  coi  di- 
visori elementari  di  Wcierstrass. 

Se  una  forma  f{Xf  ,  a;, ,  ...  ,  x,)  (*)  in  Tìrtù  d'una  sostituzione  dove  trasfor- 
marsi identicamente  in  f(,y^  ,  y^  ,  ...  ,  y^) ,  resta  costituito  con  ci6  un  sistema  S 
d'equazioni  algebriche  a  cui  devono  soddisfiire  i  cocdlcienti  della  sostitJKionc. 

Fra  gli  enti  irriducibili  definiti  da  S  se  ne  trova  sempre  precisainentc  uno  '") 
elio  contiene  la  sostituzione  iilentica:  il  gruppo  corrisponiJento  è  quello  clie  liene 
qui  solo  considerato. 

Secondo  Aronhold,  l'ideutiià  f{x)^f{y)  si  trasforina  io  un  sistema  compkto 
d'equazioni  differenziali  lineari  indipendenti. 

Da  ciò  si  ha  l'importante  conseguenza,  che  una  sostituzione  contenente  m  fi- 
rametri  indipendenti  può  comporsi  medinntc  altrettante  sostituzioni  elentenfari 
cioè  dipendenti  ciascuna  da  un  solo  piirametro.  Lo  studio  di  tali  gruppi  elementari 
si  fonda  sulla  proprietà  dei  divisori  elementari  del  determinante  fondamentale 

jc„-r,c„  ,c„,  ,  .  .,c,„|, 

dove  le  e  sono  numeri  determinati  dalla  composizione  del  gruppo-  Esistono 
due  (***)  sistemi  singolari  di  numeri  e,  pei  quali  quel  parametro  entra  razional- 
mente ;  tutti  gli  altri  casi  si  riducono  a  questi. 

Si  ottiene  cosi  il  criterio  {'"*) .  che  la  forma  f  deve  soddisfare  ad  ni  equa- 
zioni lineari  a  derivate  parziali  della  fornia  : 


2  2 


"Vs^/-=»    (•■='■'- •")■ 


dove  le  e  sono  sistemi  singolari  di  una  dello  due  specie. 

Nel  caso  degli  invarianti  ordinari    si  ha  evidentemente  m 
eguale  al  numero  dei  coefllcienti  arbitrari  della  sostituzione  (*). 


(•)  Ciò  che  segue  vale  anche,  come  osserva  Uanrer,  se  /  è  una  funzione  rt- 
BÌonole  omogenea  qualunque  delle  x. 

(**)  L.  e.  p.  107. 

(•**)  Allora  il  determinante  fondamentale  delle  e  od  è  eguale  ad  r" ,  od  h» 
Bolo  divisori  elementari  del  primo  ordine  e  inoltre  eolo  radici  intere.  Il  teorema  fu 
già  ennnciato   e  dimostrato  dall'autore  nella  sua  Disierlation  (Straasburg  1887). 

(•**•)  Pag.  138. 

(♦)  Io  un  lavoro  posteriore  (Journ.  fìir  Math.  CVU  p.  89-116 ,  1890)  Maoter 
ha  esteso  le  sue  ricerche  alle  trasformazioni  non  lineari  delle  variabili. 
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II.  AFFINITI  TBA  LE  FORME 


A -Questione  dell'esistenza  di  sistemi  finiti 


a)    Generatiti 


Dopo  aver  esaurito  il  problema  d'equivalenza,  dobbiamo  passare  alle  molte- 
plici relazioni  algebriche  esistenti  tra  le  forme  invarianti  dedotte  da  una  forma 
(lata  0  da  un  sistema  di  forme  date. 

Se  consideriamo  anzitutto  lo  forme  razionali  infere  ,  il  periodo  piìi  recente 
(dal  I8<ì8  in  poi)  può  caratterizzarsi  sotto  questo  rapporto  mediante  il  fatto  che 
un  determinato  problema  (quello  dei  sistemi  Uniti)  fu  portato  in  prima  linea. 

Nel  senso  dell'algebra  moderna  sorge  infatti  la  questione  fondamentale,  se  il 
ciclo  di  forme  dedotte  da  certe  forme  primitive  mediante  applicazione  dei  processi 
invariantivi  sia  un  campo  d'integrila  {*),  cioè  se  possa  sempre  scegliersi  un  nu 
mero  /Unito  d'individui  di  esso  per  modo  die  ogni  altro  individuo  del  campo  possa 
comporsi  linearmente  mediante  prodotti  e  potente  di  questi  moUipUcati  por  fat- 
tori numerici  rasionali.  E  in  caso  affermativo,  quali  mezzi  sleno  necessari  per  de- 
terminare etTettivamente  in  ogni  singolo  caso  quel  numero  finito  d' individui ,  la 
base  (**)  0  il  sislerua  completo  dette  forme  fondamcnlali  del  campo. 

Tali  questioni  rÌ8;ilgono  a  Cajley  (•*")  (li  Mem.  ,  185S).  Dopoché  egli  e  Syl- 
vester  già  sin  da  prima  avevano  dimostrato  per  ogni  singolo  caso,  che  una  forma 


(•)  Cfr.  Kronecker ,  Fegttehrift  (1882)  p.  14.  La  parola  base  verrà  usata  nel 
testo  in  un  senso  alquanto  diverso.  La  denominazione  :  aìslema  completo  di  forme 
fondamentali  (Grtindformen),  o  più  brevemente  sistema  completo,  proviene  da  Gordan, 
Joorn.  fttr  Math.  LXIX  p.  343  (1868);  a  p.  MG  ai  trova  la  frase:  sistema  di  forme 
fùndamentali  \^ndamentalformen). 

EìaÌBtono  a  dir  vero  anche  campi  d'integrità  senza  base  finita  (cir.  p.  es.  Hil- 
bert, G5tt.  Nachr.  1891  p.  232,233) ,  ma  li  esclndiamo  nel  seguito. 

{••)  V.  la  nota  precedente. 

("••)  Coti,  papera  li  p.  260-275.  Cfr.  le  osservazioni  di  Cayley  stesso  nella  IX 
Memori»  (Phil.  tr.  CLSI  p.  17-60,  1870). 

TOL.  xixni.  31 
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binaria  sino  ni  i°  órdine  inc1.  nmmeltc  un  sìstcmn  completo  <li  forme  roiKlnmen- 
t;ili,  egli  prende  or»  a  studiare  le  forme  biniirie  in  (generale.  Mediante  considera- 
zioni fondate  sutl' espressione  dtd  peso  d'un  invariante  e  d*un  covariante  egli  fa 
dipendere  la  soluzione  delia  questione  da  un  certo  sistema  d'equaiiioni  lineari  dio- 
fantee.  Supposte  queste  indipenlenti ,  egli  giunge  alla  conclus'one ,  che  alla  do- 
manda se  esista  un  sistema  completa  finito  per  le  forme  d'ordine  supcriore  al  qunrto 
dcvesi  rispondere  negativamente.  Però  pifi  tardi  questa  asserzione  fti  riconosciuta 
inesatta  (cfr.  piii  sotto  li ,  A  ,  d). 

P.  Gordiin  (•)  dimostrò  pel  primo  (1868)  che  l'insieme  delle  forme  dedotte  d» 
una  forma  binaria  generale  f  ò  Unito.  La  dimostrazione,  anche  sotto  le  forme  po- 
steriori, semplificate,  è  lunga,  ma  essa  ci  fornisce  direttamente  dei  metodi  pratici 
per  trovare  cffetlivamente  o  limitare  i  sistemi  completi.  Infatti  essi  in  generale 
contengono  ancora  degl'individui  superflui  :  però  nel  caso  del  5*  e  del  6°  ordine 
si  può  clTettuare  la  riduzione  al  più  piccolo  sistema  possibile,  il  quale  consta  ri- 
spettivamente di  23  e  di  26  forme  fondamentali  (cfr.  Il,  A,  b)  ("•). 

11  nerbo  del  metodo  di  dimostrazione  sta  essenzialmente  nella  rappresenta- 
zione simbolica  di  Aronhold  e  Clebsch  degl'invarianti  e  covarianti  di  /*,  nonché 
nell'ufficio  fondamentale  die  hanno  fra  questi  ultimi  gli  scorrimenfi  introdotti  da 
Cayley. 

Ciò  si  manifesta  tosto  in  una  legge  ricorrente  (*"),  che  forma  la  base  di  tulto 
lo  sviluppo.  Secondo  questa  legge,  ogni  prodotto  simbolico  di  grado  ni  qualunque 
nei  coelTicienti  dì  f,  e  quindi  ogni  forma  invariantiva  dello  stesso  grado,  è  una 
funzione  lineare  a  coefllcienti  numerici  dì  forme  costruite  mediante  Bcorrimcnli  di 
forme  di  grado  m—  I. 

Dovranno  quindi  ordinarsi  questi  scorrimenti  in  moilo  da  porre  avanti  tutto  gli 
scorrimenti  di  f  su  so  stessa,  poi  formare  gli  scorrimenti  delle  espressioni  cod 
ottenute  sa  f  0  ,  1  ,  2    . . .  ,  volte,  ecc. 

Se  in  questa  serie  indefinita  di  forme  si  lasciano  fuori  tutte  quelle  clie  sono 
esprimibili  linearmente  mediante  quelle  già  scritte,  e  sì  denotano  con  T  le  rima- 
nenti ,  si  può  stabilire  ,  che  qualunque  forma  di  f  può  esprimersi  ,  e  in  un  *ol 
modo,  come  funzione  lineare  intera  delle  !(*•••).  Con  ciò  il  problema  sì  riduce 
alla  ricerca  d'un  sistema  completo  per  lo  T  ('j. 


(*)  Joum.  for  Math.  LXIX  p.  323-354  (1868).  Gordan  fu  eccitato  verbal- 
mente da  Jordan  a,  risolvere  la  presente  questione.  Cfr.  l'esposizione  fatta  da  Csy- 
ley  della  dimostrazione  di  Gordan  (IX  Mem.,  Phil.  tr.  1870,  v.  spec.  p.  45-50). 

(**)  L.  e.  p.  343  6  346. 

(***)  P.  327.  Ciò  costituisce  un  vantaggio  essenziale  di  fronte  al  complicato  BÌm- 
b olismo  inglese. 

(****)  P.  328. 

(')  P.  333. 
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Si  supponga  di  aver  già  trovato  un  tal  sisteoiA  coin|>leto  per  una  forma  ori- 
ginaria f  d'ordine  n-1  ;  allora  ai  vede  facilmente,  che  ad  ogni  forma  di  P  cor- 
risponde una  forma  di  /  pienamente  determinata,  e  si  può  limitarsi  alle  forme  ri- 
manenti di  f. 

Di  queste  si  dimostra,  che  esse  si  ottengono  formando  un  numero  succiente 
dì  volte  gli  scorrimenti  degli  scorrimenti  rli  f  su  s^  stessa  sulle  forme  corrìspon  ■ 
denti  a  quelle  di  f  (*)  ;  secondo  l'altuzza  di  quegli  scorrìmeuti  esse  sì  dividono 
in  diverse  classi,  e  mediante  ingegnose  considerazioni  di  carattere  combinatorio  si 
deduce  l'esistenza  d'un  sistema  completo  per  ciascuna  di  quelle  classi. 

Gordan  ha  esteso  subito  dopo  il  teorema  ad  un  sistema  (**)  di  forine  binarie 
primitive,  ai  coni6inan(Ì  d'un  simile  sistema  di  fonne  d'egual  ordine,  come  pure  allo 
forme  ternarie  degli  ordini  pili  bassi  (***)■  e  si  è  d'allora  in  poi  sempre  occupato  di 
semplificare  la  propria  dimostrazione. 

L'introduzione  simultanea  di  piiì  forme  primitive  porla  con  sé  una  grande  fa- 
cilitazione. Infatti  con  mezzi  relativamente  semplici  si  può  dimostrare  il  teorema 
di  grande  portata  ,  che,  se  ciascuno  di  due  sistemi  dì  forme  ammette  una  buse 
Onita,  lo  stesso  può  dirsi  anche  del  sistema  combinato  (****)  elio  risulla  formando 
gli  scorrinienii  di  tutti  i  prodotti  ileglì  indivìdui  d'un  sistema  su  tulli  quelli  de- 
gl'individui dell'altro.  Ciò  trova  applicazione  immediata  ai  due  sistemi  già  ricordali 
(quello  delle  forme  prese  dal  sistema  di  f,  e  quello  degli  scorrimenti  di  {  su  so 
stessa). 

Il  Programm  di  Gordan  (')  del  181S  presenta  vari  progressi.  L'uso  esclusivo 
del  processo  di  scorrimento  aveva  per  conseguenza  l'inlroduiionc  imbarazzante  di 
una  gran  quantità  di  nuovi  simboh.  Questo  inconveniente  viene  notevolmente  di- 
minuito mediante  l'adozione  del  processo  dì  ripiegam^'iifo  (F'(IIui)9),'una  genera- 
lÌEzazione  simbolica  dello  scorrimento,  che  permette  nello  stesso  tempo  una  co- 
struzione più  organica  del  sistema  di  forme  (*). 


(*)  P.  339. 

<•*>  Math.  Ann.  Il  p.  227-280  (1870),  V  p.  595-601  {1872-.  Sai  combinanti  v. 
Matb.  An^jV  p.  95-122  (1872). 

(***)  Ter  una  forma  ternaria  cubica  Math.  Ann.  I  p.  90-128  (1869),  per  2  forme 
quadratiche  Clebach-Lindemann  I  p.  291  (1875).  V.  lo  sviluppo  più  dettagliato  in 
Math.  Ann.  XIX  p.  529-551  (1882). 

(*♦**)  Math.  Ann.  V  p.  595.  Il  principio  dei  sisttmi  csmòinati  fu  più  tardi  este- 
so da  Mertens  a  certe  classi  di  forme  ternarie  e  quaternarie.  Wien.  Ber.  T.  XCV 
(1887j  e  segg.  Cfr.  l'oaservazione  di  Gordon  sull'argomento  a  p.  50  del  Programm. 

(*;  Leipzig,  Teobner,  Cfr.  la  recensione  di  NSther,  notevole  per  chiarezza,  in 
Jahrbach  flir  die  Portschr.  d.  Math.  VII  p.  50-52. 

(*)  A  ciò  servono  particolarmente  anche  i  concetti  ausiliari  di  grado  {Stufe)  , 
rango  e  dimensione  che  figurano  nel  processo  di  ripiegamento  (p.  3-G). 
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Allo  svolgimento  del  simbolismo  serve  di  complemento  il  metodo  Don  simbolica 
dello  sviluppo  tn  eerte  (*).  Una  forma  a  due  variabili  non  omogenee  x ,  jf  im- 
mette UDO  sviluppo  Unito  secondo  potenze  di  ic-j/,  i  cui  coefficienti  sono  polari 
di  forme  contenenti  la  Bola  variabile  x. 

Ora  ,  quando  si  apptìclti  due  volte  il  processo  ad  una  forma  a  3  variabili 
X  .y  ,  z ,  è  permesso  uno  scambio  nell'ordine  delle  operaiìoni  :  eguagliando  i  li- 
sultnti  finali,  risultano  utili  relazioni  fra  prodotU  sinibolici)  ette  si  sarebbero  otte- 
nute difficilmente  mediante  trasformazioni  permanente  simboliche. 

11  sislcma  compfefo  cercalo  si  scompone  in  una  serie  dì  altri  molto  più  sem- 
plici, che  si  hanno  poi  a  combinare  fra  loro. 

Tra  le  forme  risultanti  dalla  combinazione  possono  omettersi  tutte  quelle  che 
non  soddisfanno  ad  un  certo  sistema  d'equazioni  diofantee.  Tutte  le  soluzioni  (in- 
tere positive)  di  queste  possono  però  comporsi  linearmente  mediante  un  numero 
finito  di  esse  e  dei  fattori  interi  positivi  qualsiasi  (cfr.  la  dimostrasione  grafica  di 
Petersen  io  II ,  C  ,  a). 

La  costruzione  elTelliva  per  le  forme  binario  d'ordine  superiore  al  sesto  viene 
sufficientemente  preparati),  perchè  von  Gali  {"),  volendo  più  tardi  determioart 
esplicitamente  le  forme  fondamentali  corrispondenti  ad  una  forma  di  1*  e  di  Sbor- 
dine, pctesse  partire  direttamente  dai  sistemi  di  Gordan. 

La  maggior  parte  dei  mezzi  usati,  e  prima  di  tutti  lo  sviluppo  in  serie,  vale 
con  opportune  modificazioni,  anche  per  le  forme  ternarie  e  superiori  (***\ 

Se  ad  onta  di  ciò  la  dimostrazione  dell'esistenza  d'un  sistema  Boito  per  fonne 
superiori  qualsiasi  urta  contro  difficolti  insuperabili,  ciò  dipende  dal  fatto,  chele 
espressioni  simboliche  non  possono  più  comprendersi  tutte  sotto  un  unico  tipo; 
inoltre,  cominciando  dalle  forme  quaternarie ,  si  presentano  dei  fattori  simbolici 
i  quaU  contengono  io  so  parecchie  famiglie  di  simboli,  e  la  cui  dipendenza  reci- 
proca può  quindi  difficilmente  mettersi  in  chiaro. 

La  dimostrazione,  quale  si  trova  per  una  forma  binarla  nelle  Forlesunfren  di 
Gordau  (****),  si  presenta  più  chiara  pel  fatto  che  il  concetto  di  sistema  completo 
vi  viene  subordinato  a  quello  di  sistema  relalivamente  completo ,  cioè  di  un  tl- 
atema  dal  quale  mediante  ripiegamenti  (scorrimenti)  (*)  quali  si  voglìaDo  si  otten- 


{•)  L.  e.  p.  7. 

(•*)  Math.  Ann.  XVII  (1880),  XXXI  (1888).  Cfr.  H,  A,  b. 

(•**)  L.  e.  §  19. 

(*•**)  Pubblicata  da  Eersobensteiner,  Leipzig,  Teabner.  I  Determinanten,  1885; 
n  Binare  Formen  1887.  La  dimosti-azioDe  si  trova  in  II  §  20,  21.  1  riducenti  ven- 
gono già  introdotti  con  vantaggio  nel  Programm  del  1875  (§  8). 

(>>  Il  ripiegamento  può  considerarsi  in  sostanza  come  ano  scorrimento  appli- 
cato a  prodotti  aimbolieì. 
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gono  sempre  forme  che  dipendono  in  modo  intero  e  raiionale  dalle  forme  del  si- 
stema, fatta  eccciione  per  certi  termini  che  sono  moltiplicati  per  una  certa  potenza 
(ìì  un  fattore-parentesi  (Klammerfactor) 

Con  cl6  divengono  inutili  fra  le  altro  cose  i  complicati  sviluppi  in  serie  prima 
usati.  Inoltre  rien  fatto  in  pratica  un  uso  frequenta  dei  cosldetti  riducenti  (*) , 
cioè  di  quei  fattori  di  prodotti  simbolici  che  fanno  conoscere  immediatamente  la 
loro  riducibilità  a  forme  di  carattere  inferiore. 

Il  perno  della  dimostrazione  sta  in  ciò  che  segue  : 

Co  coTariante  od  un  iuTariante  di  f=a^  =  b^=  ...  può  sempre  scriircrsi 
come  prodotto  simbolico  in  modo  che  la  massima  potenza  d'un  fattore  come  (ab) 
sia  pari.  Dopo  ciò  si  possono  dividere  tutte  le  forme  dedotte  da  /'  in  1/  + 1  classi 

Aa  ,  A, , . . . ,  A^  ,  dorè  £r  =  ^  0  —z —  secondochè  n  è  pari  0  dispari,  e  dove  ogni 

classe  comprende  luile  te  precedevi.  La  (irima  classe  Ag  contiene  la  sola  f,  la 
seconda  A,  tutte  (**)  le  forme  che  non  contengono  alcun  fattore-parentesi  a  pò- 
tenta  superiore  alla  seconda,  per  la  terza  A,  questa  potenza  massima  è  la  quarta, 
e  cosi  via  sino  all'ultima  A^  ,  cbe  coincide  evidentemente  coli' insieme  di  tutte  le 
forme  di  f.  Si  tratta  di  dimostrare  successivamente  che  ciascuna  di  queste  classi 
per  sé  è  pnila,  cioè  ammette  un  sistema  completo. 

Ciò  si  fa  costruendo  parallelamente  ai  sistemi  Ag  ,  A A^„(  g  sistemi 

/Snift  ausiliari  Bg  ,  B,  ,. .. ,  B^„, ,  aventi  la  proprietà,  che  un  sistema  A^^,  si  ot- 
tiene eseguendo  lo  scorrimento  del  sistema  precedente  k^  sul  corrispondente 
Bj  ("••)•  Considerato  che  il  sistema  A|,  =  ^è  finito,  si  concluderebbe  successiva- 
mente essere  finiti  A,  ,  Ai ,  ...  ,  e  finalmente  A^. 

Quetli  sMiemi  aiwiltari  B,  si  oUengono  medianle  i  g  covarianti  ft  di  2"  gra- 
do di  f,  dove  9^=  [f ,  f)*''^*.  Finché  fordtne  d'una  (al  forma  f ^  non  è  sceso  an- 


(*>  V.  la  penultima  nota. 

(**}  La  classe  À|  si  compone  per  tatti  gli  ordini,   eccetto  n  =  4 ,  delle  forme 

f,if,f)*,  (y.tf,/)'. 

Sa  la  condizione  (f ,  /)*  =  0  &  idsuticamente  soddisfatta,  A,  rappresenta  giA,  a  meno 
d'un  invariante,  il  aistema  completo  di  /.  Ciò  è  importante  per  la  teoria  dei  corpi 
regolnrì,  cfr.  I ,  B  ,  b. 

(*•")  Nella  dimostrazione  di  questo  teorema  aasiliario  si  manifesta  la  forza  del 
concetto  di  sistema  relatìvamoìte  completo.  Giacché  A^^  ^>  P^r  definizione,  relativa- 
mente completo  mod.  (ab)*'''*'*,  mentre  B^  Io  è  mod.  (aft)**'*'*.  Dallo  scorrimento  dei 
due  sistemi  rÌBulta— e  qui  si  «elano  le  vere  difficoltà— un  sistema  di  covarianti  di  / 
relativamente  completo  mod.  {ab)*'''*'*  (il  cai  minimo  modulo  è  efifettivamente  (afi)'*'*'*), 
cioè  0  aiatema  A|^,. 
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Cora  al  di  solfo  del  numero  n,  si  formano  simbolicamente  gl'individui  del  sialema 
Bf  mediante  fi  precisamente  come  gl'individui  del  sistema  A^  sano  formali  me- 
diunie  la  f  slessa.  Appena  Vordiiic  di  fi  è  minore  di  n,  e  quindi  quei  procedo 
non  sarebbe  più  eseguibile,  il  sistema  B,  consta  semplicemente  d<?l  sistema  com- 
pierò di  fi ,  che  può  supjiorst  finito. 

1  sistemi  di  una  forma  di  5°  e  di  6"  ordine  danno  luogo  ora  ad  una  costru- 
BJonp  eicgitnte  (•). 

Siccome  in  tutte  queste  dimostnizionì  si  parte  dalla  rappresentazione  simbolica 
delie  Torme  priniitiie,  bisogna  supporre  sempre  che  queste  Bieno  generali .  cioè 
che  i  loro  coetlicienti  possano  considerarsi  come  7ariabìlì  indipendenti.  Lo  stesto 
diesisi  delle  sostituzioni  da  iipplicarsi. 

I  risultati  ottenuti  possono  trasportarsi  immediatamente  alle  forme  binnrìe 
contenenti  più  serie  dì  variabili  omof^euee,  supposto  die  queste  subiscano  le  me- 
desime sostituzioni.  Giacché  in  base  al  principio  dello  sviluppo  in  serie  non  si  ha 
che  a  costruire  un  sistema  completo  corrispondente  ad  un  numero  maggiore  dì 
forme  primitive  contenenti  però  una  sola  (ed  una  medesima)  serie  di  variabili. 

Però,  come  Iia  mostrato  Peano  nel  1881  ("),  si  può,  sema  ricorrere  a  meiti 
sostanzialmente  nuovi,  fare  la  dimostrazione  anche  nel  caso  più  generale  in  cui 
ie  sostituzioni  da  effettuarsi  sulle  diverse  serie  di  variabili  ix,  ,Xi  ;  Vit!/i;--- 
sono  in  tutto  od  in  parte  indipendenli  le  une  dallo  altre. 

Le  forme  primitive  proposte  f ,  g  ,  ■■■,  sviluppate  secondo  le  Xf  ,Xt,  abbiano 
i  coefficienti  /ì  .  ?«>••■  . 

Supposto  die  queste  ultime  forme  (in  cui  entra  una  variabile  dì  meno)  am- 
mettano una  base,  si  deve  dedurre  la  stessa  cosh  per  le  forme  originarie  ,',g, - 
Sia  ora  F  una  forma  invarianiiva  delle  f,g , ... ,  la  quale,  ordinata  secondo  le  pò. 
lenze  di  x, ,  se,  ,  abbia  i  coelficienti  Pj  ;  non  è  difficile  riconoscere  che  lo  F,  ap- 
partengcno  al  sistema  delle  ft,gi,,.... 

Si  applicbì  ora  un  numero  sufficiente  di  volte  a  ciascuna  delle  formo  prìmitive 


i*)  Per  ambe  le  forme  si  ha  ej^almente 

A.-/  1  B,  =  (/',/,'  1  A,  =/,C/, /)',  (f,(f ,/)•). 

Per  ff  f,  =(f,f)*  è  una  forma  quadratica,  quindi  B,  consta  di  f,  e  del  discrìmi- 
Daute  di  questa.  Gli  scorrimenti  di  A,  sopra  B,  forniscono  il  sistema  completo  (cfr. 
1.  0.  p.  237  . 

La  forma  f,  di  una  /«  è  biquadratica,  quindi  B,  consta  de!  sistema  completo 
di  e,.  Gli  scorrimenti  di  A,  su  B,  conducono  ad  A,,  e,  siccome  ft  =  (J,f)*  ini 
invariante,  A,  insieme  a  ft  costituisce  il  sistema  completo  di  /«  (cfr.  1.  o.  p.  27bì. 

(**)  Atti  di  Torino  XVII  p.  73-80. 
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f.i/'.dV....  ;  st,iff,4»ff,...;..  -, 

che  può  completamente  soatUuire  quello  delle  fi,g^,...,  nel  senso  che  ogni 
forma  fondamentale  P  di  quest'ultimo  sistema  serve  di  modello  ad  una  determi- 
nata forma  F'  dell'altro.  Nell'ordinario  sviluppo  di  P'  secondo  potenze  di  ir,i/i-Xtj/, 
compaiono  come  coemcicnti  delle  polari  dì  certe  forme  ^  ,  i}i  ,  /, ...  ;  il  confronlo 
delle  P  collo  P'  mostra  che  anclic  l'insieme  dello  if  ,^  ,■/, ...  ammette  una  base. 

Finalmente ,  sìcconie  V  può  rappresentarsi  nel  campo  binario  ,  cioè  rispetto 
alle  ar,  ,  ir, ,  come  una  forma  invariante  delle  if  ,  ^  ,x>  —  t  cosi  resta  dimostralo 
che  nnche  il  sistema  delle  F  è  finito. 

Il  teoremi  trova  un'importante  applicazione  alle  cosidette  corrispontIe?ize  (•). 

Recentemente  Gordan  è  giunto  allo  stesso  risultato  per  via  diretta,  introdu- 
cendo l'importante  concetto  di  sistema  di  formi  ampliato  (••).  P«r  parlare  del  caso 
semplicissimo  di  una  sola  formn  binaria,  si  imagini  già  costruito  il  s  stema  com- 
pleto d'un  numero  qualsiasi  di  forme  /,  ,/*,,...,  che  sleno  tutte  dello  stesso  or- 
dine di  f,  e  precisamente  sìa  esso  posto  sotto  la  forma  di  scorrimenti  (ripetuti  un 
numero  sufllcìente  di  volte)  delle  fi  le  une  sulle  allre.  Omettendo  sempHccmenie 
gfindia  i  ,  k  , ...  si  ottiene  il  sistema  ampliata  di  f.  In  virlò  del  modo  in  cui  è 
stato  ottenuto,  esso  può. immediatamente  servire  a  dedurre  i  sistemi  simultanei 
d'una  serie  di  forme  binarie  primitive  con  un'unica  serie  di  variabili,  nonché  quelli 
d'una  serie  analoga  con  più  serie  di  variabili  soggette  a  sostituEioni  tra  loro  in- 
dipendenti. Cosi  si  ottiene  per  una  forma  quadratica  con  due  serie  di  variabili 
non  cogredicnti  x,  ,  a^  ;  y,  ,  y^  un  sistema  completo  di  38  forme ,  che  vengono 
calcolate  esplicitamente. 

È  qui  il  luogo  di  ricordare  un  progresso  in  un  altro  senso,  che  è  pure  do- 
vuto a  Peano  (1882)  ('"). 

Secondo  Clebsch  {***'),  gl'invarianti  e  i  covarianti  d'una  serie  di  forme  binarie 


(*)  Cfr.  ancora  il  lavoro  apeciale  di  Peano  in  Giorn.  di  mat.  XX  p.  79-101  (1882). 
Le  corrispondenze  sono  rappreaentate  mediante  forme  binarie  doppie,  le  cui  varia- 
bili sono  soggette  a  sostituzioni  fra  loro  indipendenti. 

C**)  Erlanger  Ber.  1887,  Math.  Ann.  XXXIII  p.  372-389  (1888).  Per  le  forme 
quadratiche  era  stato  già  prima  stabilito  il  teorema  e  costruito  il  sistema  corrispon- 
dente da  Stady ,  il  quale  con  ciò  aveva  eccitato  Gordan  allo  studio  della  questione 
generale  (cfr.  Stady,  Erlanger  Ber.  1887  p.  385-388). 

(***)  Atti  di  Torino  XVII  p.  580-586. 

(♦***)  V.  p.  es.  Clebach,  Binare  Formen  §  58. 
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lineari  o  quadratiche  hanno  la  proprietà  di  poter  essere  dilisi  in  un  certo  numero 
di  Itpi,  per  modo  che  gl'indÌTidui  d'uno  stesso  tipo  si  deducono  l'uno  dall'altro  col 
solo  uso  del  processo  dì  Aronhold,  cioè  della  polariizaKÌone  rispetlo  ai  coelBcienti, 
il  numero  dì  questi  tipi  rimane  finito,  per  quanto  grande  divenga  il  numero  delle 
forme  proposte. 

Peano  dà  l'estensione  a  serie  di  forme  di  grado  qualunque  ma  eguale.  La 
dimostrazione  si  appoggia  principalmente  sull'osservazione,  che  per  un  teoreou 
di  Capelli  (')  si  può  sviluppare  una  funzione  intera  omogenea  F  di  n  +  1  serie  di 
n  +  1  coLtGuienti  considerati  come  variabili  e  appartenenti  ad  n  i-I  forme  del  grado 
n  ,  secondo  le  potenze  del  loro  determinante,  essendo  ì  fattori,  di  cui  queste  sodo 
affette,  polari  di  forme  dedotte  da  F  contenenti  una  serie  di  coefllcientì  di  meno 

Nel  caso  delle  forme  cubiche  Tiene  eseguito  il  calcolo;  si  ottengono  10  tipi, 
e  viene  ancora  indicato  come  le  forme  del  sistema  completo  si  distribuiscano  fra 
queste. 

Noi  siamo  giunti  ora  ad  un  punto  critico  nello  sviluppo  dell'» rj;omento.  Mentre 
le  dimostraEioni  (Inora  rammentate  tendevano  sempre  all'effettiva  costruzione  dei 
sistemi  completi,  ora  si  abbandona  questo  punto  di  vista  piuttosto  pratico  e  l'in 
teresse  si  concentra  sul  f»tto  teorico  {**>  dell'essere  tali  sistemi  finiti.  Con  ciò  si 
collega  la  circostanza,  che  i  metodi  che  stanno  per  apparire  hanno  un  deciso  ca- 
rattere asimbolico,  ciò  che  rende  piii  spiccata  la  distinzione. 

Il  primo  impulso  in  qupsto  indirizzo  viene  dato  dalla  dimostrazione  di  Her- 
tens  (***)  dell'essere  finito  il  sistema  d'una  forma  binaria  ad  una  sola  serie  di  la- 
riabilr. 


(•)  Giom.  di  mat.  XX  p.  293-301  (1882).    . 

(•*)  Per  nitro  le  ricerche  più  recenti  di  Hilbert  (v.  sotto)  hanno  Io  scopo  di 
dedurre  dai  aaoi  teoreiui  generali  processi  razionali  e  chiari  per  la  costruzione  ef- 
fettiva di  sistemi  complBti  ;  bìqo  a  qual  punto  questa  possa  ancora  incontrare  dif- 
ficoltà di  calcolo,  non  si  può  per  ora  giudicare. 

{•**)  Journ.  ffir  Math.  C  p.  223-230  (1886).  In  Wiener  Ber.  XOVUI  p.  l-fi 
(1889)  l'autore  ha  semplificato  la  sua  dimostrazione  evitando  la  induzione  da  n 
ad  n  +  1. 

Dobbiamo  ancora  ricordare  due  dimostrazioni,  dovute  a  Jordan  e  a  Sylvester, 
ohe  danno  direttamente  un  limite  superiore  pel  grado  e  per  l' ordine  delle  forme 
dedotte  da  nna  forma  binaria;  il  primo  parte  dalle  equazioni  diofantee  di  Gordan, 
il  secondo  da  una  modificazione  del  processo  di  Cayley.  V.  Jordan,  C.  E.  LXXXII 
(1876),  LXXXVn  (1878),  Journ.  de  math.  S.  HI  T.  U  p.  177-233  (1876),  T.  V 
p.  345-379  (1879);  Sylvester,  Proc.  of  London  XXVH  p.  11-13  (1878),  C.  E. 
LXXXVI  p.  1437-1441,  1491-1492,  1519-1522  (1878).  SuUe  ulteriori  ricerche  di 
Sylveeter  cfr.  n ,  A ,  e. 
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Siccome  una  serie  di  forme  lineari  ammette  sempre  uà  sistema  completo  dì 
forme  dedotte,  la  dimostriiiione  richiesta  potrà  farsi  per  una  serie  qualunque  di 
forme  originarie  {Q  ,  f  ,  f" , ..  •)  coli'  ipolesi  che  il  teorema  in  discorso  sia  vero 
per  la  serie  tf ,  f  ,  f"  , .  . .),  dove  l'ordine  di  /"  è  d'un'unità  minore  di  quello  di  g. 

Anzitutto  si  trae  dall'ipotesi  fatta  la  conseguenza,  clic  anche  la  serie  (i>,f,f',f ",..-) 
ampliata  mediante  una  forma  lineare  ammette  un  sistema  completo. 

In  quest'ultimo  è  compreso  come  soitosistema  completo  rinsiemc  di  tutte  le 
forme  che  sono  dello  stesso  grado  nei  coefllcienti  di  p  e  di  f.  Giacché  queste  forme 
sono  determinate  dall'insieme  delle  soluzioni  positive  d'  una  certa  equazione  dio- 
faiitea,  le  quali  però  si  esprimono  linearmente  mediante  un  numero  finito  di  esse 
con  coelDcienli  interi  e  positivi  (•). 

Se  s'imagìna  la  forma  scomposta  ne' suoi  fattori  lineari  9  ,  r  ,8 ,  .  . .  ,  e  si 
scambia  la  forma  lineare  p  successivamente  con  q  ,t  ,8 ,... ,  combinando  simme- 
tricamente i  sistemi  completi  cosi  ottenuti  si  ottiene  un  nuovo  sistema  completo 
che  corrisponde  alle  forme  originarie  {p  ,q  ,  r  ,  s  , ...  ;  f  ,  f"  , .  .  .)  ed  è  simme- 
trico nei  coefficienti  delle  p,q,r,s,  ...  Non  resta  piii  allora  che  introdurre  nel 
modo  noto  i  coefficienti  del  prodotto  g  delle  p,q,r,s,....,  per  ottenere  il 
sistema  completo  cercato  dell'insieme  (ff  .  f ,  f  ,  .  .  .)■ 

La  dimostrazione  testé  abbozzata  è  stata  sostituita  da  Hilbert  (**)  mediante 
una  più  semplice,  basata  sugli  stessi  concetti  fondamentali. 

Sìa  data  p.  cs.  un'unica  forma  f=f{x.y)  d'ordine  n,  e  sia  essa  scomposta  in 
fattori  lineari  a,x  -f  ^iy. 

Ogni  invariante  J  (nel  senso  più  ristretto  della  parola)  di  f  è  un  aggregato 
simmetrico  delle  dilTerenze  delle  radici  dell'equazione  /"— 0,  quindi,  ridotto  a  forma 
omogenea,  è  un  prodotto  di  forme: 

u  =  <l  ,2)""  (1  ,  3)*"  (2  ,  3)''"  .  .  (n-l,»)'"'*'"-]]^  (/(,(/", 


Accenniamo  infine  una  singolare  dimoatrazione  (per  le  forme  binarie)  di  Cayley, 
che  sì  fonda  sull'uso  di  invarianti  irrazionali,  ma  che  contiene  un  importante  lemma 
non   dimostrato  (Qaart.  j.  XVII  p.  137-147,  1882). 

{*)  I!  teorema  è  dovuto  a  Gordan  r  Math.  Ann.  VI  p.  23-28  (1875),  Vorlesun- 
gen   I  §  15. 

(**;  Math.  Ann.  XSXUI  p.  223-226  (1888).  A  ciò  ai  riferisce  una  nota  di  Cay- 
ley, Math.  Ann.  XXXIV  p.  319-320  (1889),  in  cui  viene  proposta  una  modificazione 
del  metodo  di  Hilbert.  Un  errore  ivi  commesso  fu  rettificato  da  Fetersen ,  Math. 
Ann.  XXXV  p.  110-112  (1890). 

Hilbert  nella  sua  recensione  di  queste   due   note    (Jahrbuch   ÌTXT  p.   104)   si 
difende    contro  l'osservazione  che  la  sua  dimostrazione  ha  bisogno  di  essere  eatesa  o 
completata  per  essere  valida  anche  pei  covarianti  delle  forme  binarie. 
voL,  xxziii.  36 
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(love  [k,l)  è  la  difTcrenea  a^^i  —  ai^^  ,  e  le  e^i  =  ei^  sono  esponenti  interi  e  po- 
sitivi, e  dove  ciascuno  do' numeri  1,2.. ...ti  deve  figurare  un  egual  numero  di 
volte. 

Quest'ultima  condizione  si  trasforma  in  un  sistema  d'equazioni  diofantee  li- 
neari ,  cioò  : 

e„  +  e„ +...+ e,„  =  c„ +  (•„+...  4- ?!„  = =  e„,  +  e„, -i- .  .+c„^,_,. 

Tutte  le  soluzioni  positive  di  questo  sistema  si  compongono  linearmenle  con 
un  numero  finito  ih  di  esse  mediante  coefficienti  interi  positivi,  come  segue: 

ew  =  Pi  e«'"  +  Pi  efci'".  +  •  ■  •  -i-  P»  «u^-'K 

Se  ora  u,  designa  l'invariante  (irrazionale)  u,  =  11  (ft,I)  "    ,  u,  EoddisfiaJ 

un'equazione  razionale  di  grado  n! ,  e  ,  per  un  teorema  noto  della  teoria  ikile 
equazioni  algebriche,  una  potenza  qualu[iquc  di  (o^,  p-  es.  tap,-esima,  può  cs,>ri- 
mersi  come  funzione  lineare  omogenea  delle  potenze  d' ordine  0  ,  I  , ,  . . ,  n!  - 1 
di  (Or  1  1  cui  coclUcienli  sono  funzioni  razionali  intere  delle  somme  dì  polente 
(0,  +  ...  ,  u,»  ■!-...,...  ,  (.>,"'+  .... 

In  virtù  dell'espressione  delle  e„  mediante  le  p»/''  scelte,  l'invariante  J  prende 
la  forma  d'una  funzione  simmetrica  : 


Se  si  introducono  qui  i  valori  indicati  delle  potenze  in,  ,  si  riconosce  imme- 
diatamente che  J  è  una  funzione  intera  d'un  numero  finito  d'invarianti  formati  ia 
mO'lo  analogo,  e  precisamente  tali,  die  nessuno  degli  esponenti  di  t<>,  lorpassa  il 
7mti»ero  fisso  n  !. 

L'estensione  agl'invarianti  d'una  serie  dì  forme  primitive  /".?.•■■  ha  luogo 
mediante  ovvie  molificazioni  :  in  particolare  gl'invarianti  e  covarianti  d'un  sistema 
di  forme  ammeltons  un  sistema  completo. 

In  un  lavoro  fondamentale  del  1890  Hilbert  <•)  ha  dimostrato  in  generale,  e 


(*)  Math.  Ann.  SSSVI  p.  473-534.  Cfr.  le  comunicazioni  anteriori  in  G5t(. 
Naclir.  1888  N.  16  p.  450-457,  1889  N.  2  p.  25-84  e  N.  15  p.  423-430.  Cfr.  pò» 
Story,  Math.  Ann.  XLI  p.  469-490  (1893). 
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usando  esclusitiamenfe  processi  razioiìali  {*) ,  essere  finito  il  sistema  d' invarianti 
orìginnto  da  una  seri»  data  di  forme  afTatto  qualunque  (anche  degenerate  in  modo 
qualsiasi)  ad  n  variabili. 

In  sostanza  egli  ottiene  tale  risultato  liberando  il  fondamento  della  questiono 
dal  campo  ristretto  della  teoria  delle  forme  (••)  e  facendone  una  proprietà  fonda- 
mentale dei  sistemi  infiniti  di  forme  algebriche. 

S' imagini  data  sin  da  principio  una  legge  (*") ,  secondo  la  quale  proceda 
una  serie  non  interrotta  di  forme  F, ,  P, , ...  delle  n  variabili  a;, ,  oc, , ,  . ,  a?,.  Gli 
ordini  delle  F  e  i  loro  coerUcìcnti  non  sieno  soggetti  ad  alcuna  limitazione:  questi 
ultimi  appartengano  ad  un  certo  campo  di  razionalità  R.  *  Allora  nella  serie  dello 
•  F  si  può  sempre  scegliere  un  numero  finito  di  esse  F.  .F.  ,...,F.  pcrmodo 

(  che  ogni  forma  F,  della  serie  sìa  una  combinazione  lineare  di  esse,  cioè  che  sia  : 
F.=  A.,F,  +A„F.  +...+A.„F,    , 


I  dove  le  A  sono  pure  forme  delie  x,  i  cui  coefficienti  appartengono  allo  stesso 
campo  di  razionalità  R,  > 

Evidentemente  le  A  devono  scegliersi  in  modo ,  che  la  somma  dei  prodotti 
scritti  sia  una  forma  omogenea  nelle  X. 

Si  scelga  infatti  nella  serie  data  a  piacere  un  individuo  di  ordine  r  nelle  x, 
che  designeremo  con  F.  Qui  è  permessa  l'ipotesi  (che  può  sempre  verificarsi,  ove 
occorra,  mediante  un'opportuna  sostituzione  delle  x),  che  il  coemctento  di  ù;/  in 
F  non  sia  nullo. 

Allora  si  può  anzitutto  in  modo  noto  abbassare  l' ordine  rispetto  ad  a;„  di 
ciascuna  forma  F,  oltre  r  ;  basta  sottrarre  da  F,  il  prodotto  di  F   per  un'  oppor- 


(*)  Il  fatto  di  porre  a  fondamento  una  eimile  legge  arbitraria  per  una  serie 
infinita  ai  presenta  anche  altre  volte  nei  principiì  della  matematica  ;  8Ì  confrontino 
p.  es.  le  terie  fondamentali  introdotte  da  G.  Cantor  per  definire  i  numeri  irrazionali. 

Se  ei  vnole,  la  sarie  dì  forme  di  Hilbert  rappresenta  pure  una  specie  d' irra- 
zÌ0Dalit&,  che  però  ha  la  sua  orìgine  nell'essenza  della  questione. 

Per  altro  e'  è  nella  scienza  nn  indirizzo  che  respinge  in  massima  tali  processi 
infiniti. 

\**j  Un  pregio  essenziale  dei  nuovi  metodi  di  Hilbert  è  ,  età  essi  connettono 
intimamente  la  teoria  delle  forme  con  quella  dei  sistemi  di  moduli  e  dei  corpi  al- 
gebrìci  fondata  da  Kronecker,  da  Dedekind  e  Weber. 

(■*")  V.  la  penultima  nota. 
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luna  forma  ausiliaria  B,.  Con  ciò  F,  prendo  la  forma: 

F,  =  B,F  +  j7    aJ^-'+ff    »„'-»  +  . ..+tf     , 

dove  le  forme  g  che  figurano  nel  secando  membro  dipendono  soltanto  dalle  la- 
riabili  fli, ,  3J, , .  .  . ,  a:„_, ,  e  possono  poi  essere  d'  ordine  qualunque  rispetto  a 
queste. 

Supposto  il  teorema  in  discorso  già  dimostrato  per  le  forme  ad  u  -  !  varii 
bili,  ed  applicandolo  alla  colonna  dei  coeflìcienti  g     ('j  .  deve  essere  possibile  di 

scfif^liere  tra  le  accennate  espressioni  ('elle  F,  un  numero  finito  ii  di  esse  (p.  es. 
pei  valori  8  =  1,2,,.   ,^)  in  modo ,  che  moltiplicando  da  ambe  le  parti  per  up- 

portune  forme  ausiliarie  delle  ir,  ,  x, , ... ,  a;, ,  ,  sommando  ,  e  infine  sottraendo 

il  risultato  dall'espressione  di  qualsiasi  altra  forma  F, ,  qaest'  ultima  risulti  com- 
posta linearmente  mediante  le  F  ,  F, ,  F, , ... ,  F^  ed  un'altra  forma  ,  la  quale  sia 
al  pili  del  grado  r-2  rispetto  alla  variabile  x^ 

Alla  colonna  dei  coefficienti  della  massima  potenza  di  x^  nelle  nuove  espres- 
sioni delle  F^4.,  ,  Fj^^^ , ...  si  applichi  nuovamente  lo  stesso  processo,  e  così  via; 
è  chiaro  che  dopo  r  passi  al  piii  di  tal  sorta  (")  si  giungerà  ad  un  numero  finito 
di  forme  F,  le  quali  rappresenteranno  la  base  cercata  della  serie  primitiva. 


(*)  É  facile  vedere,  che  ai  può  effettuare  il  processo  qui  descritto  anche  ia  di- 
rezione opposta,  cioè  passando  dai  terminij  indipendenti  da  a;„  ai  coefBcienti  della 
prima  potenza  di  a!„,  eco.  Qui  però  al  può  omettere  l'ipolesi,  che  la  massima  potenia 
Bla  la  (r  —  l)-eaima ,  ai  può  anzi  fare  completamente  astrazione  da  questa  formt 
normale  e  ammettere  che  l'eaponente  di  x^  posaa  crescere  quanto  si  vuole.  Risulu 
cosi  dapprima  una  serie  iadefinita  di  forme,  per  mezzo  delle  quali  aono  esprimìbili 
linearmente  tutti  gli  altri  termini  della  serie  proposta..  Se  ora  ai  fa  uso  dell'ipotesi 
che  il  teorema  in  discorso  sia  vero  per  le  forme  ad  n  -  1  variabili,  a  quella  serie 
indefinita  può  sostituirei  una  serie  finita. 

Sebbene  questa  modificazione  del  processo  originale  eia  più  complicata,  essi 
offre  il  grande  vantaggio  di  introdurre  delle  cojibinazioni,  non  più  aempliceroenw 
razionali,  ma  infere  e  a  coefficienti  interi,  dei  coefficienti  dati,  ciò  che  permette  l'ip- 
plicazioce  immediata  a  acopi  della  teoria  dei  numeri.  Questo  è  il  perno  della  di- 
mostrazione esposta  nella  seconda  parte  del  lavoro  di  Hilbert. 

Un  sistema  completo  d'invarianti  in  questo  eeneo  fa  costruito  da  Weber  [GOtt. 
Nachr.  1893,  p.  109-112}  per  una  Z^. 

(**J  Nello  sviluppo  del  metodo  nei  casi  concreti  è  duopo  avvertire,  che  la  na- 
tura della  legge  secondo  cui  procedono  le  forme  delle  singole  colonne  dì  coefficienti 
può  essere  diversa  per  le  varie  colonne,  e  può  essere  anche  diversa  dalla  natoia 
della  legge  della  serie  originaria. 
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Besta  soltanto  ancora  a  trattare  direttamente  il  caso  più  semplice  n  =  1.  Ha 
in  queslo  caso  i  termini  della  serie  in  questione,  a  meno  dì  fattori  costanti,  sono 
poterne  intere  e  positÌTC  dell'  unica  Tiiriabile  x, ,  ed  è  quindi  chiaro  che  tutti  i 
termini  delia  serie  devono  essere  divisibili  per  quello  di  essi  che  ha  il  minimo 
esponente. 

La  dimostrazione  data  del  nostro  teorema  ausiliario  (*>  fa  anche  vedere,  che 
i  cocfllcìentt  delle  forme  moltiplicative  &  appartengono  allo  stessa  campo  di  ra- 
lionalità  di  quelli  della  F. 

Venendo  ora  all'applicazione  alla  teorìa  de^^li  invarianti,  consideriamo  per  bre- 
vità un'unica  forma  ternaria  f.  11  sistema  ilcgl'invarianti  razionali  interi  t,  ,  i, ,  ... 
di  f  può  facilmentt!  disporsì  in  una  surie  (•") ,  per  la  quale  vale  il  teorema  pre- 
cedente. 

Se  adunque  A,  ,  A^ , ... ,  A„  denotano  certe  funzioni  ausiliarie  razionali  intere 
(lei  coefllcienli  dì  f,  qualunque  invariante  i  di  f  può  dedursi  da  esso  linearmente 
per  modo  che  sì  ha  : 

i  =  A,Ì,  +  A.i;  +  ..  .  +  A„i„. 

Il  secondo  p!.sso  6  la  sostituzione  delle  A  mediante  invarianti  J,  ,J, ....  ,J„. 
che  sono  alla  lor  volta  funzioni  intere  di  i, ,  i',  , .  . ,  f„. 

Se  i  ti^  ,  t,  , ... , f„  sono  rispettivamente  dei  gradi  r  ,  r,  ,  r,  , ...  ,  r„  dei  coef- 
ficienti, A,  può  supporsi  una  forma  omogenea  dì  essi  dei  grado  r  -  r,. 


l,*)  Kronecker  a  p.  18  della  sua  Festsckrift  sviluppa  uq  teorema  analogo  per 
ona  variabile  noa  omogenea.  Se  però  si  volesse  rendere  omogenea  la  sua  formola, 
la  funzione  Intera  del  secondo  membro  acquisterebbe  un  denominatore,  cioè  una 
potenza  della  variabile  introdotta  per  l'omogeneitJl.  In  Kronecker  non  si  ha  quindi 
un  campo  d'integrità,  ma  un  campo  di  razionalità. 

(**)  La  disposizione  degl'  invarianti  in  una  serie  può  aaohe  evitarsi  secondo 
Hilbert.  Si  prendano  dal  sistema  d' invarianti  della  /  due  invarianti  t,  ,  i,  ,  di  cui 
nessuno  sia  divisibile  per  l'altro.  Se  ne  scelga  poi  un  terzo  ? j ,  che  non  sia  espri- 
mibile mediante  una  comb inazione  lineare  A,  i,  +  Aj  i,  ,  poi  un  quarto  che  non  possa 
comporsi  linearmente  mediante  i,  ,  ij ,  l'j ,  e  cosi  via.  La  serie  degli  ì  cosi  ottenuti 
deve  essere  finita  pel  primo  teorema  ausiliario  (1.  e.  p.  522). 

Questo  processo  (che  può  applicarsi  immediatamente  a  sistemi  di  forme  affatto 
qualunque,  cfr.  p.  478)  ò  essenzialmente  connesso  all'ipotesi,  che  i  coefficienti  delle 
forme  del  sistema  appartengano  ad  un  determinato  campo  di  razionalità. 

H.  White  ha  dato  una  dimostrazione  simbolica  del  metodo  di  Hilbert  di  dedu- 
zione di  forme  ìnvariantìve  (nel  campo  ternario);  v.  American  j.  XIV  p.  '253- 
290  (1892). 


,y  Google 


)(  302  ){ 

Si  tippliclii  alla  forma  f  una  soatituzione  qualunque  T  delle  variabili  di  coef- 
ficienti a,-)(  e  di  determinante  a. 

Se  per  fa  s'intendono  i  coefficifìnti  trasrormati  della  rorma  primitiva  f,  per 
I'  1  l>i  1  Vt  '  ■•■  ^  Phs  ■  P'^^'  <"  i  1 1|  >  tt  •  —  •  'm  •  l'equazione  che  dà  i  si  trastonna,  io 
virtù  dell»  proprieià  rondnmcntale  degl'inTariunli,  nella  seguente: 

aP  i  =  /'  A,  (O  I,  +  dP*  A,  {Q  i,  +  . . .  +  ttP"  A„  {/■„)  J„ . 

Dobbiamo  ora  nieltnre  a  profitto  un  altro  teofiinia  ausiliario  dimostrato  prima 
da  Goril;in  e  Mertens  (*) ,  e  poi  qui  in  forma  più  generale.  Si  designi  con  Al/,) 
una  qualsiasi  forma  omogenea  isobara  delle  /j,  di  peso  g ,  con  q  un  numero  in- 
tero non  negativo,  e  con  a^  il  processo  di  derivazione  di  Gayley  : 


8un  da,i8a^i 


«  Se  si  assoggetta  il  prodotto  a*A(/'g)  al  processo  n^  un  numero  sufflcieate 
f  di  volle  (p.  e.  p  volte)  perchè  i  coefflciunli  delia  sostituzione  scompaiono  alTatto, 
«  s'ottiene  un  invariante  J  di  /"  di  peso  g  =  p  —  q  »■ 

L'»pplicazione  p  volte  ripetuta  del  processo  i\  al  due  membri  dell'identità 
stubilita  per  a^i  ha  per  elTetto ,  che  t  nel  primo  membro  si  riproduce  a  meriO 
solo  d'un  fattore  intero  positivo  e  non  nullo,  mentre  nel  secondo  membro  tutti  i 
fiittori  dello  r, ,  i, , ... ,  i„  si  Irasformano  in  invarianti  di  f.  Dividendo  per  qoel 


(*j  II  teorema  si  presenta  implicitamente  per  ^=0  nella  seconda  dimostraiione 
che  vien  dala  nelle  Vorlesungen  di  Gordan  (II  §  9)  del  teorema  fondamentale  del 
metodo  simbolico ,  che  ogni  covariante  d'  una  forma  binaria  è  rappresentabile  me- 
diante un  prodotto  simbolico.  È  notevole  che  l'essenza  di  questa  dimostrazione  è 
asimbolica. 

Mertens  ha  dimostrato  lo  stesso  teorema  in  Wien.  Ber.  XCV  p.  942-991  (18*7}, 
e  poi  in  una  serie  dì  lavori  nei  Wien.  Ber.  l'ha  applicato  sistematicamente  tlh 
costruzione  di  sistemi  completi  per  via  asimbolica:  cfr.  II,  A,  b, 

Per  le  forme  lineari  il  teorema  si  trova  già,  nella  forma  ohe  ha  nel  testo, 
in  Clebsch,  Joum.  f.  Math.  LIX  p.  7  e  segg. 

Al  processo  u  si  può,  secondo  Story  {Math,  Ann.  XLI  p:  469-490,  1893;  Lon- 
don math.  Soc.  Proc.  XXIII  p.  '265-272,  1892)  sostituirne  un  altro  assai  più  sem- 
plice ,  che  costituisce  la  generalizzazione  diretta  di  uno  nsato  da  Hilbert  per  tf 
forme  binarie. 
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rallore,  risulta  un'  espressione  dellii  forma  : 

i  =  J,t,  +  J,t.  +  .  ..+J,i„, 

doTe  i  gradi  ed  i  pesi  delle  J  sono  minori  di  quelli  dell'  infariantc  primitivo  i. 
Non  si  Ila  ora  che  a  ripetere  sulle  J  lo  stesso  processo,  e  cosi  vìa  ;  dopo  un  nu 
mero  Gnito  di  operazioni  lo  scopo  voluto  sarà  raggiunto. 

le  presenti  considerazioni  si  estendono  quasi  imcucdiatamente  al  caso  di  » 
variabili,  coinè  pure  ad  un  sistema  di  forme  primitive  e  quindi  anche  a  cova- 
rianti,  con t rovinanti,  combinanti  ecc. 

Inoltre  resta  compreso  nella  legge  fondamentale  anche  il  caso  piiì  generale 
di  pili  serie  composte  d'un  numero  eguale  o  differente  di  variabili  soggette  a  so- 
stituzioni  qualsiasi  identiche  o  direrse. 

Anche  se  le  soslituiioni  da  considerarsi  costituiscono  solo  una  parte  (un  sot- 
togruppo) del  gruppo  dì  tutte  le  sostituzioni,  il  metodo  di  dimostr.izione  vale  an- 
cora ,  purché  due  sostituzioni  qualsiasi  delio  stessa  tipo  si  compongano  in  una 
tersa  per  modo  che  i  nuovi  parametri  sieno  funzioni  bitineari  dei  vecchi,  ed  esista 
inoltre  un  processo  di  derivazione  analogo  al  procisso  a. 

L'influenza  sulla  teoria  delle  combinazioni  invariantive  dell'accennato  teorema 
ausiliario  sul  campo  d'integrità  d'una  serie  itifìnita  di  forme  s'estende  perà  an- 
cora di  più 

Anzitutto  basta  porre  una  delle  variabili  =  I  per  togliere  la  restrizione  del- 
l'omogeneità. 

Ora  tra  gl'invarianti  di  una  o  pili  forme  esìstono  relazioni  in  numero  inde- 
finito, che  sono  soddisfatte  identicamente  dai  coefQcienli  prirnHìvì.  I  primi  membri 
(siziffanli)  di  queste  sizigie  l*)  possono  censi  terarsi  come  forme  non  omogenee, 
le  cui  variabili  non  sono  altro  che  il  sistema  completo  degli  m  invarianti  t,,ti,..,,t.. 
Quindi  anehc  il  sistema  infinito  dei  siziganti  ammette  una  base  finita. 

I  siziganti  dal  canto  loro  sono  pure  legati  da  un'inanità  di  relazioni  soddi- 
sfatte identicamente  da  t,  ,t, ,.-.  .  i„.  l  primi  membri  di  queste  sizigie  di  seconda 
specie  ammettono  pure  una  base  finìtn,  e  cosi  via. 

Mediante  un  processo  abbast-inza  faticoso,  ove  vionc  applicato  ripetutamente 
il  lemma  fondamentalp,  l'autore  riesce  a  stabilire  il  fritto  imporl;intissimo.,  che 
quel  processo  di  successive  formazioni  di  sizigie  deve  ci>ss:ire  dopo  un  numero  finito 
di  passi,  anzi  dopo  m  passi  al  più  {**). 

Soltanto  colla  formazione  di  tutte  le  basì-non  solo  degl'invarianti  originari , 


(♦)  Cfr.  II ,  A  ,  d. 

(*♦)  L.  e.  p.  492.  Cfr.  Tina  nota  di  Schfinfliea,  GStt,  Nachr.  1891  p.  339-344. 
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ina  nnchc  liei  sizignnti  degli  ordini  succossivi-si  rende  pienamente  visibile  (*)  la 
struttura  degl'invarianti  razionali  interi  pro?eaiGnti  dal  dato  sistema  di  Torme 
algebriche  (I.  e.  p.  S3i). 

Negli  ultimi  tempi  (")  Hilbert  ha  sviluppato  ancora  altre  consegur>nEe  dei 
suoi  teoremi  generali,  le  quali  anzitutto  ci  avvicinano  alla  questione  fondiimentale . 
quali  problemi  ausiliari  sieno  da  risolversi  per  costruire  i  rel;itivi  sistemi  completi. 

Un  importiMilc  stromento  a  tale  scopo  è  il  teorema,  che  dall'insieme  degl'in- 
varianti d'un  sistema  di  Tunne  algebriche  si  può  sempre  separare  un  numero  fi- 
nito a  d'invarianti  algebricamente  indipendenti  J,  ,3^,...,!^.  per  modo  c*^  :  lutti 
;:li  altri  sieno  funzioni  algebriche  intere  di  essi,  e  si  annullino  quando  si  annul- 
Uino  le  J. 

Reciprocamente  le  J  sono  pienamente  caratterizzate  mediante  la  proprietà  testé 
accennata  (e  la  loro  indipendenza  algebrica). 

Supposto  d'  avere  ottenuto  un  tal  sistema  di  a  invarianti  J  non  soltanto  ne 
segue  nuovamente,  in  virtù  di  teoremi  di  Rronccker  ("•),  essere  finito  il  campo 
di  tutti  gl'invarianti,  mu  ci  viene  anche  insegnata  una  determinata  via  aritmetica 
per  trovare  la  base  di  esso  :  questa  si  compone  delle  J  e  di  quelle  t  che  costi- 
tuiscono la  base  del  corpo  algebrico  determinato  dalie  I. 


{*)  Dal  punto  di  vista  della  teoria  delle  forme  nulla  può  obiettarsi  contro 
l'asserto  accennato  di  Hilbert.  Se  però  si  vuole  attribuire  eguale  importanza  »1 
punto  di  vista  della  teoria  dei  gruppi,  si  presenta  come  nn  problema  fondamenwla 
dell'avvenire  quello  di  determinare  l'insieme  di  tutti  i  sottosistemi  completi  di  forme 
invarianti  d'un  sistema  di  forme  originarie,  cioè  di  quegli  aggregati  parziali  ben 
definiti  contenuti  nel  sistema  di  tutti  gl'invarianti,  che  hanno  per  sé  stessi  il  ca- 
rattere di  sistema  completo.  Cfr.  II ,  A  ,  b. 

Su  altri  risultati  del  lavoro  esaminato  di  Hilbert,  in  particolare  sul  concetto 
fondamentale  di  funzione  caratteristica  di  un  modulo,  vedi  l'estesa  recensione  del- 
l'autore del  presente  scritto  nel  Jahrbuch  Uba.  die  Fortachr.  d.  Math.  XXII. 

(**)  Gòtt.  Nachr.  1891  p.  232-242  ,   1802  p.  6-16. 

In  una  continuazìoae  (O-òtt.  Nachr.  1892  p.  439-449  Hilbert  risolve  in  generale 
l'importante  problema  accennato  nel  testo,  di  costruire  per  un  insieme  di  forme  ori- 
ginarie un  sistema  di  foraie  invariantive,  per  mezzo  delle  quali  possano  esprìmersi 
tutte  le  altre  come  funzioni  algobrioha  intera.  Il  problema  viene  ridotto  all'  altro  , 
di  trovare  tutte  le  forme  nulle  (cioè  di  cui  tutti  gì'  invarianti  si  annullano)  d'  or- 
dine m  ad  n  variabili,  e  ciò  si  ottiene  per  mezzo  d'una  corta  forma  canonica  di  esse. 

P.  es.  sono  state  calcolate  tutte  le  forme  nulle  canoniche  ternarie  sino  al 
6°  ordine. 

Dopo  ciò  la  costruzione  dei  sistemi  completi  non  presenta  piA  alcuna  difficolti. 

{***)  Pestschrift  §  6. 
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In  prima  linea  si  presenta  la  questione  di  calcolare  il  grado  g  del  corpo  ac- 
cennato. 

Per  una  forma  binaria  f  d'ordine  n  Hilbert  ha  risposto  a  tale  questione  (*). 
Qui  il  numero  a  à  eguale  ad  n-'Z;  il  numero  cercato  g  b  una  funzione  aritme- 
tica semplice,  che,  oltreché  da  n  ,  dipende  soltanto  dai  gradi  di  J( ,  J^ , ... ,  Jn-i 
rispetto  ai  coefficienti  della  /. 

Omettiamo  le  applicazioni,  che  riguardano  Tra  l'altro  la  costruzione  dì  forme 
con  dati  invarianti  (**). 

Nel  caso  d'una  forma  binaria  si  può  colla  sola  formazione  di  risultanti  co- 
struire un  sistema  d'invarianti,  mediante  i  quali  possono  esprimerai  in  modo  al- 
gebrico intero  tutti  gli  altri  invarianti.  Sìa  p-  es.  l'ordino  n  di  ^dispari;  si  for- 
mino i  covarianti  di  2"  grado  F^ ,  F^ , ... ,  F,  . ,  e  si  costruiscano  mediante  op- 
portune potenze  delle  /,F  e  parametri  nrbitrarii  u,v  due  combinazioni  lineari 
omogenee  U ,  V.  L'annullarsi  identicamente  del  risultante  di  U ,  V  è  equivalente 
alle  IH  equazioni  J,  =0  ,  J,  =  0  , ... ,  J^  =  0.  Le  J  sono  allora  un  sistema  d'inva- 
rianti della  specie  richiesta.  Analogamente  per  n  pari. 

Da  queste  J  si  giunge,  applicando  il  processo  di  A.ronhold,  ad  un  sistema  ana- 
logo d'invarianti  simultanei.  Anche  per  forme  a  piìi  variabili  si  può ,  con  un  nu- 
mero finito  di  processi  razionali  che  possono  indicarsi  sin  da  principio,  ottenere 
un  tale  sistema  d'invarianti,  il  cui  annullarsi  abbia  per  conseguenza  l'annullarsi 
di  tulti  gli  altri.  A  tal  fine  si  ha  d'uopo  solo  d'un  criterio  che  permetta  di  deci- 
dere se  una  forma  data  con  coelBcienti  numerici  possieda  un  invariante  diverso 
da  zero;  ciò  arviene  sempre  e  soKanfo,  quando  il  determinanle  della  sotìUuziane 
è  «no  /Unitone  algebricu  intera  dei  coefficienti  della  forma  trasformata  Hflcar- 
mente 

Con  ciò  si  offre  ancora  il  mezzo  per  la  costruzione  di  sisfeini  completi  d' in- 
varianti e  per  la  determinazione  di  limiti  superiori  (dipendenti  solo  da  n)  (***) 
pei  loro  numero  e  pei  loro  peso  ("")• 


(*)  Oomanicasione  fatta  nel  1891  alla  rianione  de' nataraliati  tedeschi  in  Halle, 
T.  Jabresberiobt  der  deatsohen  Mathematiker-Vereinìguug  I  (1890-91)  p.  61-62. 

(•*)  V.  n,  B,  b. 

(***)  Hilbert  cita  per  illustrazione  a  questo  proposito  il  seguente  teorema  pre- 
liminare: Tutti  gì'  invarianti  d'una  forma  ternaria  possono  esprìmersi  in  funzione 
alg^ebrica  intera  di  quegli  invarianti  il  oui  peso  non  oltrepassn  il  numero  9n(3nf  1)* 
(OOtt.  Nachr  1892  p.  12).  Mi  risulta  da  comunicazioni  verbali  avere  il  Qordau  tro- 
vato delle  espreaeioni  generali  pei  limiti  superiori. 

{****)  Sviluppi  ulteriori  trovanei  in  Gordan,  Math.  Ann,  XLU  p.  132-142  (1893) 
TOL.  xzxiu.  39 
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b)  Sui  sistemi  completi  in  partìoolara. 

Dobbiamo  ora  accenn;ire  brevemente  ai  sistemi  completi  corrispondenti  a  date 
forme  primitive  cbc  furona  sinora  calculati  per  esteso.  Sta  nella  natura  dei  me- 
lodi di  formnztone  ailottuti,  dovuti  in  sostanza  a  ClebscU  e  Gordan,  clie  i  nunieri 
delle  forme  relative  si  prcscntaDO  d:i  principio  come  limiti  superiorì  ;  infatti  è  ri- 
sultato sovente  da  una  revisione  posteriore  (*),  che  alcuni  defili  individui  del  si- 
stema prima  trovati  erano  superflui,  ossia  riducibili. 

Solo  il  confronto  coli'  indirizzo  di  ricerca  inglese  (**)  condurrà  a  stabilire, 
quali  dì  quei  numeri  possono  pretendere  a  precisione  assoluta. 


e  Hilbert,  ivi  p.  313-373.  Hilbert  ridace  la  costruzione  effettiva  d'un  Bistema  com- 
pleto ad  un  problema  della  teoria  delle  fanzioni  algebriche  risolto  da  Kronecker 
(v.  sopra). 

(*)  I  più  istruttivi  esempi  di  questa  specie  ci  sono  offerti  dai  sistemi  simultanei 
deUe  {/, ,  9,) ,  {fa ,  9») ,  (A  ,  (p.) ,  e  dal  aistoma  della  /,. 

Pel  caso  (/a  ,  9»)  asserì  dapprima  Sylvester,  C.  R.  LXXXIX  p.  828-833  (1877), 
Am,  j.  n  p.  324-329  (1879)  in  base  al  sao  metodo  cumerativo  (cfr.  H,  A,  «),  ohe 
due  covarianti  lineari  della  lista  di  Salmon  e  Clebsch  dovevano  essere  riducibili. 
Partendo  da  questa  ipotesi  d' Ovidio,  Atti  di  Torino  XV  p.  267-270  (1860) ,  diede 
la  loro  composizione:  tale  risultato  venne  verificato  da  Gerbaldl  (ivi)  mediante  uik 
metodo  indipendente  da  quell'ipotesi. 

Parimente  Sylveatei  potè  ridurre  dì  3  forme  il  sistema  (f^ ,  ?^)  dato  da  Gordan 
0  Gundelfinger,  v.  C.  R.  LXXXVII  p.  445-448  ,  477-481  (1878). 

La  riduzione  del  aiutema  (/, ,  9,),  dato  da  Gordan  e  Bertini,  di  2  forme  fu  an- 
nunciata da  Sylvester,  0.  R.  LXXXIV  p.  1285-1289  (1877) ,  Ara.  j.  II  p.  324-329 
(1879).  L'esecuzione  effettiva  è  dovuta  a  d'Ovidio,  Atti  di  Torino  XV  p.  301-30* 
(1880).  Una  verifica  per  altra  via  fu  fatta  da  Strob,  Math.  Ann.  TCXU  p.  290- 
296  (1883). 

Infine,  quanto  al  sistema  della  /g  ,  Ton  Gali ,  Hatb.  Ann.  XVI  p.  456  (1880), 
potè  dimostrare,  che  il  numero  dei  suoi  individui  coincide  con  quello  dato  da  Syl- 
vester (C.  R.  LXXXIV  p.  240-244 ,  632-634,  1877),  a  meno  d'un'uuica  forma,  che 
non  gli  riasci  di  ridurre.  Mediante  lunghi  calcoli  Sylveeter  stabili  la  riducibilità  di 
questa  forma,  C.  B.  XCIU  p.  192-196,  365-369,  Am.  j.  IV  p.  62-85  (1881).  Feri 
Stroh  (1.  e.)  fu  il  primo  a  risolvere  direttamente  la  questione  ;  il  suo  metodo  ,  che 
si  fonda  snlle  relazioni  tra  gli  scorrimenti  d'un  dato  ordine  (ofr.  H,  À,  d),  fa  da 
lui  più  tardi  sUbilito  in  gmerale,  Math.  Ann.  XXXI  p.  444-4M  (18$8). 
(•*)  Cfr.  XI ,  A  ,  e. 
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Coraiaceremo  con  un'  unica  forma  binaria  f,^.  Dopocliè  du  tempo  erano  stati 
esauriti  i  casi  più  semplici  di  n=  2,  3,  4  da  Cayley  e  Syìvestcr,  Gordan  potè  pel 
primo  trattare  le  Torme  f^  ed  f^  (*). 

La  dimostrazione  ctie  i  sistemi  ottenuti  rispettivamente  di  23  e  26  /brine  fon- 
dnìTìenlaii  sono  completi  fu  elTettuata  da  Gordan  in  modo  die  la  sua  estensione 
il)  sistema  d'ina  /*.  qualunque  non  rictiicsc  l'uso  di  mezzi  sostanzialmente  nuovi. 

Fondandosi  sulla  esposizione  semplificata  del  Programm  di  Gordan,  v.  Gali  co- 
struì elTet ti vn mente  il  sistema  completo  d'una  /^  (**},  e  poi  quello  (che  olTre  mag- 
giori difficoltà)  d'una  /",  (***)  ;  egli  vi  fa  un  abile  uso  di  certe  sizij^ìc  per  distinguere 
le  forme  superflue. 

Quanto  ai  sistemi  simultanei  di  due  /"„  binarie,  si  deve  la  trattazione  dei  casi 
(2,  2)  .  {2,  3)  ,  (3,  8)  a  Sìilmon  e  Clebsch  ;  il  sistema  (3 ,  4)  si  trova  in  Gundel- 
flnger  (■■"),  il  (2,  5)  in  Winter  (•>,  il  (9,  6)  in  v.  Gali  ('). 

Gordan  (*)  ha  dedicato  uno  studio  sistematico  a  questi  casi  in  un  lavoro,  che 
contiene  in  fine  la  tabella  di  tutti  i  casi  in  cui  nessuna  delle  due  forme  origina- 
rie è  d'ordine  superiore  al  quarto. 

Un'  altra  deduzione  del  sistema  (4,  i),  conforme  a  quella  di  UorJiio  nei  risul- 
tati, è  dovuta  a  Bertinì  (*). 

Quanto  al  sistema  simultaneo  di  più  di  2  forme  binarie ,  non  si  è  andati  in 
sostanza  oltre  Clebsch  (^),  che  ha  trattato  il  caso  d'un  numero  qualunque  di  forme 
lineari  o  quadratiche;  il  sistema  di  4  forme,  di  cui  2  lineari  e  2  quadratiche  fu 
studiato  più  dettagliatamente  da  Perrin  (*). 


(•)  Jonrn.  fUr  Math.  LXIX  p.  323-354.  Cfr.  anche  i  lavori  di  Maisano  :  Mem. 
dell'Acc.  dei  Lincei  S.  Ili  T.  X1V(1883),  XIX  (1884). 

(**)  Math.  Ann.  XVII  p.  81-52 ,  139-152 ,  456  (1880). 

(***)  Math.  Ann.  XXXI  p.  318-336  (1888).  Cfr.  Krey ,  Diasertatwn,  Strio- 
gau  1874. 

(♦***)  Programm,  Stuttgart  1869,  p.  1-43.  Secondo  un'osservazione  a  p.  2  il 
sistema  sarebbe  dovuto  a  Jordan. 

(')  Programm  ,  Darmstadt  1880. 

(*l  Programm,  Lemgo  1873. 

[»)  Math.  Ano.  Il  p.  227-281  (1870). 

(*)  a.  di  mat.  XIV  p.  1-14  (1876).  Ristampato  in  Math.  Ann.  XI  pag.  30-41 
(1877). 

(')  V.  l'esposizione  riassuntiva  di  Ciebach  :  Theorie  der  bindren  Formen,  Leip- 
zig 1872,  nonché  le  semplllìcazloni  in  Qordan,   Vorlemngen  II,  Leipzig  1887. 

(•)  Bull,  de  la  eoe.  math.  de  France  XV  p.  45-61  (1887). 

Recentemente  con  Gali  ha  costruito  il  sistema  completo  di  tre  f^:  Math.  Ann. 
XLV  p.  207-234  (1894). 
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Venendo  alle  forme  ternarie,  il  primo  caso  d'una  sola  forma  che  presonUsat 
dimcoKà  vere ,  cioè  n  =  8  ,  fu  esaurito  da  Gonlan  (*).  Alle  forme  già  date  da 
Aronhotd  ,  Caylcy  ,  Ilermitc  ,  Brioschi ,  ve  n'erano  da  aggiungere  ancora  relati- 
mente  poche  :  ma  per  accertarsi  clie  il  sistema  ottenuto  (di  34  forme  in  tutto)  è 
completo,  occorreva  prima  un'estensione  di  natura  speciale  dei  metodi  simbolici 
dal  campo  binario  al  ternario. 

Solo  alquanto  più  tardi  Mertens  (")  ottenne  lo  stesso  risultato  per  le  C,  per 
via  asìmbolica,  col  solo  uso  del  processo  il. 

Nel  caso  di  n  =  4  hi  ricchezza  delle  forme  che  si  presentano  è  già  tale,  che 
Gordan  preferì  limitarsi  ad  un  tipo  speciale  (***)  caratterizzato  dal  Teriflcarsì  iden- 
ticamente d'una  semplice  identità  tra  covarianti ,  che  divenne  interessante  ìn  oc- 
casiono delle  equazioni  del  V  ordine  con  168  sostituzioni  in  sé  stesse. 

Tra  lo  formo  appartenenti  ad  una  0^  generale,  Maisano  ("•••)  ha  raccolto  quelle 
che  giungono  sino  al  S*  grado  inclusivamente. 

Il  sistema  di  due  Gj  fu  dato  per  la  prima  volta  da  Gordan  {*) ,  e  poi  da  lui 
stesso  sviluppato  <*)  con  riferimento  alia  speciale  C*  poc'  anzi  accennata.  1  rap- 


(•)  Math.  Ann.  I  p.  90-128  (1869).  Per  la  teoria  v.  anche  Math.  Ann.  I  p.  359- 
400,  come  pure  ivi  XVII  p.  217-233  (1880).  Cfr.  il  riassunto  eaaurìente  in  Ctebscli 
e  Gordan,  Sfath.  Ann.  VI  p.  436-512  (1873).  Una  coatrnzione  più  semplica  del  sì- 
stema  è  dovuta  a  Gnndelfinger ,  Math.  Ann.  IV  p.  144-168  (1671),  cfr.  anche  V 
p.  442-447  (1872). 

Cayley  diede  le  espreaaioni  esplicite  nei  coefficienti  per  la  forma  normale  di 
Hesse  della  C^  :  ax' +  bj/^  +  cz^  +  Q  dxi/s  ;  Am.  j.  IV  p.  1-16  (1881).  Qui  si  trova 
anche  una  rivista  completa  della  letteratura  anteriore. 

Finalmente  devesi  a  Dìngeldey,  Math.  Ann.  XXXI  p.  157-176  (1888),  un*  ani- 
Ioga  rivista  riguardo  al  sistema  della  forma  canonica  (che  figura  nella  teorìa  delle  fan- 
zioni  ellittiche)  xy*  "  i^  +  g^a^  y  +  g,x*,  nonché  della  forma  speciale  axe*  —  iby*. 
Quest'ultima  rappresenta  col  suo  annullarsi  una  Cg  oon  una  cuspide. 

(**)  Wien.  Ber.  XCVII  p.  437-518  (1888).  Sul  metodo  usato  v.  il  lavoro  pre- 
cedente dello  stesso  autore,  ivi  XCV  p.  942-991  (1687). 

(***}  Math.  Ann.  XVH  p.  217-233.  Le  54  forme  del  sistema  completo  sono  rac- 
colte in  fine  in  una  tabella.  L'asserzione  di  Gordan,  essere  finito  il  sistema  d'aa» 
C,  generale,  si  trova  già  in  Clebsch-Lindemann  I  p.  174  Nota  (1675). 

(****)  G.  di  mat.  XIX  p.  198-237  (1881).  Anche  le  forme  di  6°  grado  vi  sono 
trattate,  ad  eccezione  di  quelle  che  contengono  insieme  le  x  e  le  u.  Cfr.  anche  l'&g- 
giuata  dell'autore,  Rend.  di  Palermo  I  p.  54-56  (1666). 

(')  Clebsoh-Lindemann  I  p.  288  e  segg.  (1875)  La  tabella  delle  20  forme  del 
sistema  si  trova  a  p.  291. 

(»)  Math.  Ann.  XIX  p.  629-552  (1680). 
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porli  algebrici  e  geometrici  delle  forme  del  sistema  fra  loro  furono  di  recente  stu- 
diate in  dettaglio  da  FcrriD  (*). 

Si  devo  a  Giamberlinl  (**)  la  conoscenza  d'un  sistema  completo  di  (re  Cj. 

Nel  campo  quaternario  devono  considerarsi,  oltre  le  variabili  x  d'  una  forma 
F„(x)  e  loro  controgredicnti  u,  ancbe  i  determinanti  di  2'  ordine  formati  da  due 
serie  di  variabili  cogredienti  x  ,  y.  Hcdiiinte  conveniente  modiflcatione  del  prò- 
eesso  a,  Mertcns  ("•)  è  riuscito  negli  ultimi  tempi  a  costruire  un  sistema  com- 
pleto di  20  forme  per  una  F^ ,  e  di  più  ad  indicare  la  via  per  dedurre  dai  singoli 
sistemi  di  due  F, ,  mediante  equazioni  differenziali  di  significato  evidente,  il  loro 
sistema  simultaneo. 

Con  mezzi  analoghi  Mertens  trattò  anche  i  stsfcmi  nulli  (****),  cioè  le  forme 
bilineari  alternanti  di '2  serie  di  variabili   quaternarie  cogredienti   a;  ,  y,  a  cui 


(*j  Ball,  de  la  soc.  matli.  da  France  XVIU  p.  1-80  (1890).  Sulle  relazioni  tra 
le  fonne  del  sistema  t.  anche  RoBanes,  Math.  Ann.  VI  p.  264  e  aegg.  (1875),  .Ger- 
baldi,  Ansali  di  mat.  S.  II  T.  XVII  p.  161-196  (1889).  Quest' altìmo  tratta  diffo- 
sameAte  le  questioni  di  realità  che  si  connettono  colVaigometito. 

Il  problema  di  costmire  il  sistema  completo  di  due  0,  viene  ridotto  da  Perrin 
a  quello  già  da  Ini  risolto  di  formare  il  sistema  completo  di  4  forme  binarie,  di 
coi  due  lineari  e  dne  quadratiche. 

Lo  stesso  può  dirsi  delle  sizif^ie.  Cfr.  una  estesa  recensione  dell'antere,  Jahr- 
bach  XXIL 

n  principio  posto  a  base  fu  forse  per  la  prima  volta  applicato  da  Brioschi  da 
una  C^  (Annali  di  mat.  S.  II  T.  VII  p.  202-216,  1876),  e  figura  anche  come  fon- 
damentale nelle  ricerche  di  Brill  e  di  Foreyth. 

Ssso  può  formularsi  semplicemente  dicendo  che,  se  una  forma  ternaria  C^(x,,x,,Xj) 
si  ordina  secondo  le  potenze  di  x^ ,  gl'invarianti  di  C,  sono  certi  aggregati  di  in- 
varianti (binari)  simultanei  dei  coefficienti. 

Del  resto  ciascuno  dei  4  autori  nominati  stabilisce  questo  principio  indipen- 
dentemente dagli  altri. 

Sul  sistema  di  due  C,  cfr.  anche  Osgood,  Am,  j.  XI7  p.  262-273  (1892). 

(•*)  Q.  di  mat.  XXIV  p.  141-157  (I886j.  Il  sistema  contiene    127  forme. 

(***)  Wien.  Ber.  XCJVIII  p.  691-739  (1889).  Recentemente  è  pure  riuscito  a 
Uertens  di  costruire  esplicitamente  Jl  sistema  completo  di  tra  F,  (composto  di  47 
forme),  v.  Wien.  Ber.  1890  p.  367-384. 

Kleiber,  servendosi  dei  metodi  di  Gordan,  ha  indicato  testé  la  via  per  ottenere 
in  modo  assai  semplice  il  sistema  completo  d'un  numero  qualunque  di  Fj. 

(*♦**)  Wien.  Ber.  XCVII  p.  519-537  (1888). 
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possono  Aggiungersi  anche  forma  lineari  nelle  x  o  nelle  u  in  numero  qualunque. 
Per  S  0  meno  sislemi  nulli  i  rìsultiiti  possono  aggrupparsi  in  moJo  perspicuo. 

Infine,  quanto  alle  forme  a  più  serie  di  Tariabìli  incongruenti ,  fu  g!&  acuD- 
nato  il  sistema  completo  d' una  forma  binaria  quadrato-quadratica  costruito  da 
Study  e  Gordan  (*). 

Nel  campo  ternario  solo  il  caso  à'  una  forma  lineare  a  due  serie  di  variibili 
controgredienti  a:  ,  u  f u  trattato  particolarmente  da  Clebsch  e  Gordan  (*•).  L'a- 
nalogo problema  pel  campo  quaternario  fu  rtcentemente  da  Hertens  (***)  portalo 
sino  al  punto,  die  per  avere  il  sistema  completo  occorrono  soltanto  certe  combi- 
nazioni dei  suoi  gruppi  di  forme. 

Finalmente  devono  qui  citarsi  ancora  certi  BOttosistemi  completi  (cioè  certi  ag- 
gregati che  costituiscono  solo  una  parte  di  sistemi  compi<>ti  generali). 

Se  si  fa  astrazione  da  quelli,  la  cui  esistcnEa  è  ovvia  (*'**),  possiamo  limi- 
tarci a  due  casi  di  questa  natura. 

Il  primo  appartiene  alla  specie  dei  combinanti  binari,  che  gii  nel  1872  fnroDo 
riconosciuti  da  Gordan  (*}  come  il  sistema  compiuto  d'un' unica  forma  a  pìil  serie 
di  Tarìabili  cogreilienti.  Il  più  semplice  caso  che  abbia  d'uopo  qui  d'una  ricerca  spe- 
ciale è  quello  di  due  Z'^.  Secondo  il  metolo  di  Gordan,  la  costruzione  del  sistema 
completo  di  combinanti  si  riduce  a  quella  del  sistema  simultaneo  ordinario  didat 


(*)  Math.  Ann.  XXXIII  p.  372-389  (1889).  Il  sistema  consta  di  38  forme. 
Ofr.  le  note  anteriori  dì  Study  e  Gordan  in  Erlangen  Ber,  1889.  Il  metodo  poi 
estendersi  a  forme  superiori.  Il  sistema  completo  degli  invarianti  era  già  stato  co- 
fltrnito  da  Capelli,  G.  di  mat.  XVII  p.  69  148  (1879). 

Delle  forme  binarie  con  sistemi  dì  variabili  cogredìentì  Le  Paige  ha  stndiato  la 
ti-ilineari  e  le  qnadrilìneari  (G.  E.  XCII  p.  104B-1019  ,  1103-1105,  XCIH  p.  261- 
265,  509-512  (1881),  XCIV  p  69-71,  Atti  di  Torino  XVII  p.  299-326  (1882), 
essenzialmente  a  scopi  geometrici  e  senza  pretendere  quindi  dì  esaurire  completa- 
mente la  questione. 

(**)  Math.  Ann.  I  p.  359-400  (1869).  Oltre  alla  forma  intermedia  identica  Hj 
il  sistema  completo  contiene  7  forme.  V.  specialmente  p.  373.  Il  metodo  pnò  esten- 
dersi a  forme  superiori. 

(***)  Wien.  Ber.  XCVIII  p.  13-32  (1890). 

(****)  A  questa  classe  appartengono  p.  ea.  quei  sottosistemi,  le  cui  fonne  con- 
tengono solo  parte  delle  variabili  del  rulativo  campo ,  inoltre  le  classi  di  BÌtleni 
A,, Ai,...  di  Gordan  (Vorhsttngen  II  p.  21)  eco. 

(')  Math.  Ann.  V  p.  95-122  (1875).  Da  comunicazioni  orali  mi  consta  avere  Gor- 
dan ultimamente  sviluppato  il  sistema  completo  dei  combinanti  dì  due  Ct  (coniche 
il  numero  delle  forme  risultò  relativamente  piccolo. 
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cotarJanIt  elemenlaH  d'ordine  rispettivamente  6°  e  2*  legati  tra  loro  da  una  corta 
rtilaiione  identica. 

Il  calcolo  relativo  fu  eseguito  da  Stephanos  (*). 

Wiltbeiss,  partendo  dalle  funsioni  iperellittiche,  è  giunto  ad  un  notevole  sot> 
tosistema  d'una  f,  binaria  (**). 

Designiamo  con  A|  i  coefficienti ,  con  ic,  ,  x^  le  variabili  di  f^  .  con  ?,  un 
eerto  covariante  di  6*  ordine  e  di  2*  grado ,  nei  cui  coerUcicnti  B|  entrano  al  2" 
ordine  due  altre  variabili  i/,  ,  Vt  cogreJicnti  con  x,  ,  x^. 

Se  Sy„  denota  il  processo  di  Aronhold  ^Bj  =-7-  seguito  dalla  posizione  iS|=!/(, 

pa4  trovarsi  un  sistema  di  9  covarianti  di  f  tale  che  l'applicazione  dell'  operazio  ' 
ne  5  genera  sempre  dei  covarianti  del  sistema. 

Le  ricercbe  sui  sistemi  completi  di  forme  fondamentali,  in  quanto  esse  si  con- 
nettono colle  cosidctte  funzioni  generatrici,  nonché  le  conseguenti  nozioni  sui  si- 
stemi completi  di  sizigie,  verranno  considerate  più  avanti. 

Invece  i  sistemi  completi  relativi  ai  gruppi  Dniti  di  sostituzioni  lineari  sono 
ph  stati  trattai  (I ,  A ,  b). 

e)  Sietemi  asaooiati  e  rappresentazione  tipioa. 

Dobbiamo  ora  considerare  i  tentativi  che  mirano  allo  scopo  di  riunire  l'insieme 
delle  forme  iavariantive  dedotte  da  date  forme  originarie ,  non  più  in  un  campo 
d'integrità,  ma  in  un  campo  di  niiionnlità  a  base  finita  (***). 

Questi  tentativi  risalgono  ad  Hermite  e*"*"**),  die  mostrò  nel  ISS'J,  come  tra 
gl'invarianti  ed  i  covarianti  d'una  forma  binaria  f„(Xf  ,x^)  =  f  se  ne  possa  in  vari 
modi  scegliere  un  numero  Salto,  da  cui  dipendono  razionalmente  tutti  gli  altri. 
Se  si  vuole  la  più  semplice  rappresentazione  di  tal  natura,  in  cui  tutti  gì'  individui 
della  base  aleno  tra  loro  algebricamente  indipendenti,  s'introducano  delle  nuove 


{•)  C.  R.  XCVn  p.  27-3!  (1883).  Si  ottengono  26  forme. 

(**)  Math.  Ann.  XXXV  p.  433-456  (1889),  XXXVI  p.  134-153,  XXXVU 
p.  229-272  (1890). 

(***>  Cfr.  gli  svilappi  in  an  certo  senso  paralleli  della  teoria  dei  grappi  do- 
TUti  a  Lagrange ,  rignardanti  la  dipendenza  razionale  reciproca  delle  funzioni  èì- 
mili.  Ulteriori  atndi  in  qnesto  senso  si  trovano  in  KOnig,  Kath.  Ann.  XYIII  p.  69-77 
(1881). 

(*•**)  Cfr.  il  I'  capitolo  di  questo  lavoro.  Igei  (Wien,  Gerold ,  1889)  ha  fon- 
dato la  teoria  delle  forme  associate  in  altro  modo,  cioè  in  oonnessione  diretta  colla 
rieolozione  delle  equazioni  algebriche. 
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variabili  £,>],  il  cui  determioante  sia  f„(x,  ,a:t),  mediante  i  covarianti: 

dove  le  lari&bili  ausiliarie  y  sono  cogredienlì  colle  ai.  Allora  la  forma  /i,(yi>Vi) 
moltiplicata  per  r(R  — 1)-esima  potenza  dellii  forma  f„(ix!i  ,x^  si  trasforma  in 
una  nuova  forma  ■I>„(^  ,  >]) ,  dei  cui  coefflcieiiti  il  primo  6  1,  il  secondo  è  0,  gli 

altri  f, .  7s 7„  ,  insieme  ad  /*.  (a;,  ,  x^,  costituiscono  la  base  cercata  ,  ossii, 

per  usare  il  linguaggio  di  Hennite,  rappresentano  il  aislema  associalo  di  f. 

Per  esprìmere  un  covariante  quiilsiasi  di  f  mediante  ?t  i  <Pi  •  —  >  <F*  •  f'  ^^ 
a' ha  che  a  sostituire  nel  suo  termine  principale  ai  coefQcìenli  di  f  quelli  di  4, 
e  poi  a  renderlo  omogeneo  mediante  f.  donde  proviene  uua  poteata  di  f  al  deno- 
minatore. 

Si  possono  però,  come  Clebscb  {_*)  ha  asserito  nel  1870,  ridurre  le  forme  as- 
sociate 7  ad  altre  piii  semplici ,  cioè  ai  covariunli  ^  di  2*  grado  di  /"  e  ai  loro 
determinanti  funzionali  %  con  f  (che  sono  covarianti  di  /  di  S"  grado).  Le  f  pos- 
sono esprimersi  raiionaimente,  mediante  formolo  ricorrenti,  per  le  <|' ,x<  fi  *  il 
denominatore  é  ancora  una  potenza  di  f,  la  quale  del  resto  nei  casi  più  ba^i 
calcolati  da  Clebsch  (n  =  2  ,  3  , ...  ,1)  si  riduce  all'unità. 

Nell'anno  successivo  Gundeltlnger  (*"*;,  non  solo  dimostrit  per  via  simbolìctle 


(*)  Gfitt.  Naohr.  1870  p.  405-409,  oppure  Math.  Ann.  IH  p.  265-267  (1871). 
Uno  studio  profoDdo  della  rapprese Dtasioue  tipica  d'una  /, ,  in  base  alle  fonne  u- 
Bociate  di  Clebscli,  &  dovuto  a  Ga^ley  :  X  Mem. ,  Fhil.  trans.  1878  p.  603-661. 

t**)  Journ.  fUr  Math,  LXXIV  p.  87-91  (1871).  Cfr.  l'esposizione  semplificit» 
dello  stesso  autore  in  Salmon-Fiedler  p.  469-463  (1877).  Gordan  ha  effettuato  n- 
centemeote  (Uath.  Ann.  ZL  p.  503-526,  1892;  l'inversione  del  sistema  d'eqnaiìoiii 
di  Clebsch  e  Gaudelfinger ,  rappresentando  esplioitameate  le  forme  <f  di  Hennits 
in  funzione  razionale  intera  delle  ^ ,  /.  Si  può  rioonoscere  a  priori  come  le  prime 
fonne  s'esprimano  mediante  prodotti  delle  seconde  ;  il  problema  si  ridace  quiiili  i 
determinare  i  coefficienti  numerici  razionali  C  di  quei  prodotti.  Cfr.  BftrthIuDi 
Diteertation,  Erlangen  1887,  dove  il  calcolo  successivo  delle  C  viene  spinto  piùolt» 
che  in  Clebsch.  E  notevole  che  appunto  le  stesse  quantità  C  danno  anche  la  xf 
Inzione  del  seguenti  due  problemi  fondamentali  : 

1)  Esprimere  i  coefficienti  d'una  forma  binaria  in  funzione  razionale  dei  dot 
primi  di  essi  e  dei  termini  principali  di  <^ ,  ;(. 

2)  Esprimerli  in  funzione  razionale  dei  due  primi  di  essi  e  dei  due  primi 
coefficienti  della  ^. 
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asserzioni  di  Clebscb ,  ma  stabili  in  generale  che  le  <f  sono  sempre  funzioni  ra_ 
lionnli  intere  delle  ^,Xt  f- 

Nello  stesso  tempo  egli  estese  questi  risultati  al  sistema  simultaneo  di  duo 
Torine  /*„  e  f^.  Se  m  è  quello  dei  due  numeri  m ,  u  che  non  supera  1'  altro  in 
grandezza,  oltre  alle  forme  precedenti  il*  >  X  •  ^  ^i  presentano  soltanto  gli  m  scor. 
limenti  di  f  su  7. 

SyWester  {*),  partendo  dai  termini  principali  dei  coTarianti,  esteso  quest'ul- 
timo risultato  ari  un  numero  qualunque  di  forme  binarie  primitive. 

Un'interessante  applicazione  delle  forme  associate  è  dovuta  a  Kohn  (**).  In. 
troducendo  in  luogo  delle  7  i  loro  equivalenti  irrazionali,  cioè  le  radici  dell'eque. 

tiene  4)„  (-  ,  I  j  =  0,  che  obbediscono  ad  una  legge  di  formazione  evidente  ,    egli 

riesce  a  studiare  in  generale  la  divisibilità  dei  risultanti  e  discriminanti  dei  cova* 
rianl)  per  una  potenza  del  discrimlnnnto  della  forma  originaria.  L'estensione  alle 
forme  simultanee  è  facile  ad  elTettuarsi. 

I  termini  principali  delle  forme  associate  ^ ,  x  introdotte  da  Clcbsch  costitui- 
scono la  base  dell'estensione  del  teorema  fondamentale  alle  forme  F  a  p  variabili 
X,  ,Xj, ... ,  Kp  fatta  da  Perrin  (***).  Si  consideri  la  forma  F  ordinata  secondo  le  pò- 


come  una  forma  binaria  nella  variabile  non  omogenea  Xi ,  e  si  formino  i  termini 


Le  quantità  in  discorso  C  appariscono  a  tutta  prima  dipendenti  da  un  sistema 
d'equazioni  quadratiche  ;  però  Gordan  è  rinscito  a  ridun-e  questo  sistema  ad  uno 
lineare  nelle  C. 

Con  ciò  è  risolta  insieme  anche  l' altra  questione  ài  esprimere  razionalmente 
tutta  le  soluzioni  razionali  intere  dell'equazione  differenziale  degli  invarianti  diffe- 
renziali binari  mediante  le  più  semplici  di  esse  (Cfr.  p.  es.  Forsyth  ,  Messenger 
S.  Il  T.  XII,  1888). 

Cfr.  anche  Igei,  Monatshefte  fiir  Math.  V  p,  289-302  (1894). 

(*)  0.  R.  LXXXVI  p.  448-450  (1878),  Am.  j.  I  p.  118-124  (1878). 

(**)  Wien.  Ber.  C  p.  865-893  1013-1017  (1891)  -  Sembra  non  sia  stato  ancora 
ose^rato  che  l'espressione  delle  radici  dell'equazione  «t^  =  0  coincide  esattamente 
con  quella  data'  da  Hermite  per  la  trasformazione  di  Tschirnhausen  (V.  sopra, 
latrodazione). 

(*♦•)  0.  R.  CIV  p,  108-111,  220-223,  280-283  (1888). 

TOL.  xxziu.  40 
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principnli  V  dello  n  —  I  Tonno  i/  {xx ,  x^  .  ...  ,  ajp)  ,  x(^i  ■  3!j x^,)  : 

P.  =  aFi-F,*  ,  «,  =  a»F,-3aF,F, -I-2F,'  ,  o»  =  o  F,  -  4F,F, +3Pj, ...; 

allora  ciascun  ìnviiriantc  di  F,  e  cosi  il  coefficiente  della  massima  potenza  di  x, 
di  ciascun  covariante  di  F  ,  moltiplicato  per  im'  opportuna  potcni.i  di  a .  diviene 
una  funzione  intera  di  a  e  dei  covarianti  del  sistema  delle  v  (e  cosi  reciproca- 
mente). 

Nel  passaggio  dai  termini  principnli  alle  forme  effettive  invece  di  a  entra  la 
forma  F  stessa. 

Se  si  vogliono  considerare  anche  quelle  forme  clie  dipendono  pure  dalle  va- 
riiibili  11  controgredienti  alle  X,  non  s'ha  che  ad  aggiungere  alle  v  una  semplice 
forma  ausiliaria  lineare  nelle  u  e  nelle  a^  ,  x,  , ... ,  Xp. 

Analogamente  per  un  sistema  di  forme  originario  F.  più  direttamente  e  più 
generalmente  ha  trattato  Forsytii  t*j  lo  stesso  problema  ;  egli  ha  anche  dato  lo 
sviluppo  complclo  per  un  certo  numero  di  casi  particolari  del  campo  ternario  e 
quaternario. 

Sia  p.  es.  F  =  F„  (ce, ,  Xi ,  ìTj)  una  forma  ternaria  ordinata  come  prima  se- 

C_-_  . p^\ 

condo  le  potente  della  x,  ;  con  0\^,  iXi^x^  '  u, ,  u, ,  ii,/  sì  denoti  una  forma  ìq- 
variantiva  qualsiasi  {Icrnarianle)  di  F ,  il  cui  sviluppo  secondo  le  potenze  decre- 
scenti (li  X,  ed  u,  cominci  col  termine  <^ai,  fc,*"  u,''.  Il  coefficiente  principale  ^«i 
di  ^  soddisfa  a  due  equazioni  lineari  a  derivate  parziali  caratteristiche  ;  esse  (ouo 
anche  le  equazioni  caratterisliche  pei  termini  principali  dei  covarianti  dei  n- 
sterna  di  forme  binarie  F, ,  F, ,  . .  .  ,  F„. 

]|  sistema  dei  ternarìanti  t 
oltre  al  covariante  identico  u^. 


{*)  Am.  j.  XU  p.  1-60,  115-160,  1889  (ternarìanti),  Cambr.  phil.  trans.  XIV 
p.  409-466,  1889  {quaternarìanti). 

Nel  campo  ternario  vengono  esauriti  i  casi  di  una  forma  quadratica ,  cnbics , 
biquadratica,  e  dì  un  sistema  dì  3  forme  quadratiche  ;  inoltre  tra  le  forme  conte- 
nenti oltre  le  x  anche  le  u  vengono  trattate  le  seguenti  :  una  forma  lineo-lineare , 
due  lineo-lineari,  nna  quadro-lineare,  una  cubo-lineare,  in&ne  una  cubo-cubica. 

Nel  campo  quaternario  l'autore  applica  la  sua  teoria  generale  ad  una  e  a  dae 
forme  quadratiche  (nelle  x),  inoltre  ad  una  forma  lineo -lineare  (aelle  x,u)\  infine 
ai  seguenti  complessi  :  un  complesso  lineare,  un  sistema  di  due  e  di  tre  complessi 
lineari,  finalmente  un  complesso  quadratico. 
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Se  poi  la  forma  origin:iria  F  dipcnile  oltre  che  dulie  x  anche  dalle  u ,  quel 

numero  diviene  7  (n-f-l)(n-i-2){n'+l)(ii'+2)-3  ,  essendo  n'  l'ordine  di  F  nelle  u. 

Per  &  variabili  ce  (*>  deve  considerarsi  anuloganicnte  il  termine  principale 
■ligM  ^'u"  ^uafcrtiari'anfe  ^  ordinato  secondo  le  potenze  decrescenti  di  x„v^,p,, 

I  ^i  Vi  i 
dove  p,  denota  una  delle  6  variabili  intermedie  p,i,  =  ì  \.  <toao  80(l<l>srit  ^ 

I  a;*  !/*  1 
6  equazioni  caraitenstiche,  ecc. 

Il  processo  primitivo  di  llermìte ,  che  fonila  i  sistemi  associiiti  sulle  trasfur- 
inazioni  lineari  delle  forme  binarie,  fu  bentosto  esteso  da  Brioschi  {")  alle  forine 
a  pili  variabili  :  solo  per  due  casi  particolari  ternari  si  conosce  lo  sviluppo  elTet- 
tivo,  per  la  C,  generale  e  per  una  C,  speciale. 

Il  primo  fu  trattato  da  Clebscb  e  Gorilan  (•••j  ;  l:i  trasformazione  lineare 
delie  X  si  ottiene  mediante  tre  farne  inlermedie  lineari  nelle  u  e  rispctlivaniento 
dell'ordino  1,4,1  nelle  x 

Ogni  forma  deducibile  da  C,  può  moltiplicarsi  per  una  tal  potenza  d'un  certo 
covariante  G,  che  il  prodotto  sia  una  funziono  intera  dì  7  forme  associate,  cioè 
delle  3  forme  interrnedìe  e  d'altri  4  covarianti. 

V'ha  una  seconda  rappresentazione  equivalente,  in  cui  le  7  forme,  corrispon- 
denti dualisticamente  alle  precedenti ,  sono  3  forme  intermedie  lineari  nelle  ce  e 
4  forma  corrclalivc  (controvarianti), 

\  questo  studio  della  Oj  è  molto  analogo  quello  fatto  da  Gordan  (****)  della 
già  più  volte  accennata  C4  con  168  sostituzioni  in  sb  stessa. 

La  rappresentazione  razionale  testò  trattata  delle  forme  invariantive  può  dirsi 
rapprestnlozionc  lipica  dei  covarianti.  Infatti  l'essenza  del  mctoilo  consiste  nel 
molliplicare  una  forma  prìn)itiva  F(x)  oppnre  un  sistema  di  (ali  rormc)  per  una 
potenza  d'un  opportuno  covariante  scritto  in  variabili  cogredicnti  y,  per  modo 
che  il  prodotto  sia  sviluppabile  secondo  le  potenze  di  funzioni  intere  %  ,  >)  delle 


(*)  V.  il  secondo  dei  lavori  citati. 

{**i  Vedi  Bopra.  Tale  estensione  fi;  effettuata  per  altra  via  da  Grassmann,  Math. 
Ann.  VII  p.  538-548  (1874; ,  nonché  da  Chriatoefel ,  Matb.  Ano.  XIX  p.  286-290 
(1S82)  ;  pel  campo  ternario  fu  sviluppata  esplicitamente  da  Brunyata,  Quart.  j.  XXV 
p.  155-181  (1891). 

(***)  Math.  Ann.  I  p.  57-89  (1869).  Cfr.  le  ricerche  di  Forayth  testé  ricordate. 

(****)  Math.  Ann.  XVII  p.  359-379  (1B80).  Il  numero  delle  foi'me  associate, 
compresa  la  forma  intermedia  u^,  è  di  otto,  come  del  resto  risulta  dal  lavoro  di 
Clebsch  e  Gordan,  Uath.  Ann.  I  p.  57-89. 
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ai .  y  considerate  come  nuove  vnrìabìli,  e  che  i  nuovi  coefficienti  sieno  dei  con- 
rianti  di  F(a:). 

Si  può  limilarsi  ni  cnso  in  cui  la  sosliluzìonc  è  lineare  rispetto  alle  y. 

Di  fronte  a  questa  sta  la  rapprcsenlazione  tipica  degli  invarianti;  la  forma 
primitita  F{x)  (o  un  sistema  di  tali  forme),  moltiplicata  per  una  certa  poteo» 
d'un  invariante  R  di  F,  e  sviluppata  sccomio  li;  potenze  di  funzioni  intere  ^,1; 
delle  X  (che  sono  covarianti  dì  F),  si  trasforma  in  modo  che  i  nuovi  coeincìciiiì 
sono  invarianti  di  P. 

La  trasformazione  clic  dà  luogo  al  passaggio  ò  una  trasformazione  ordinaria 
di  Tschirnhausen  ;  deve  però  osservarsi  che  in  vari  casi  si  può  evitare  completa' 
mente  l'applicazione  diretta  di  essa  (la  quale  presenta  qualche  difScoltà) ,  e  clic 
in  sostanza  la  trasformazione  stessa  passa  in  seconda  lìnea. 

Numerosi  problemi  algebrici,  geometrici  e  della  teoria  delle  funzioni  possono, 
come  ii  facile  riconoscere  ,  essere  posti  «  priori  sotto  aspetto  invarianiivo ,  per 
modo  che  le  stesse  forme  primitive  0  date  funzioni  di  esse ,  mctlano  in  luce  natu- 
ralmente le  loro  proprietà  invarianti. 

Hermitc  (')  nel  1851  stabili  una  rappresentazione  tipica  di  tal  natur<t  per  le 
forme  binarie  f^^^.^  d'ordine  dispari  (e  in  particolare  del  5")  introducemlo  duo  co- 
varianti lineari  come  nuove  variabili. 

Clebsch  e  Gordan  (">  nel  1861  stu^lìarono  in  tutti  i  dettagli  .  sei^uenilo  il 
metodo  di  Hermite,  la  /"j ,  con  particolare  riguardo  ai  diversi  (sasi  d'eccezione  elu 
si  presentano  per  l'annullarsi  di  certi  invarianti, 

Qui  appare  manifesto  come  coll'uso  dì  identità  simboliche  possa  evitarsi  l'ese- 
cuzione diretta  della  sostituzione 

Infatti ,  se  a^  ,  3,  denotano  due  forme  qualun'iue  ,  che  per  ora  suppoiti^inio 
lineari,  e  il  cui  risultante  H  =  (a^i  uon  è  nullo,  e  11^  un  fattore  sìiiibolìeo  <leiix 
forma  primitiva  /i-/i„+ii  può  porsi  il  prodotto  (j^la^,  sotto  formi  di  combina- 
alone  lineare  di  «j.  e  p^,.  So  sì  elevano  ì  due  membri  alla  potenza  i-csima,  ilpro- 
dotto  R,  ff  è  già  rappresentato  tipicamente  benché  sotto  forma  imperfetta,  essendo 
^xt^x  '^  nuove  variabili,  e  ì  nuovi  coefllcienti  invarianti  simultanei  di  /'i.azi^c- 

Questi  ultilni  divengono  invarianti  d<;lla  sola  f,  se  per  a^,  ,  ^j,  si  scelgono  due 
covarianti  lineari  di  f;   il    resto    del   calcolo    tende  specialmente  ad  esprimere  i 


(*)  V.  eopra. 

(**)  Annali  di  mat.  S.  II  T.  I  p.  23-79.  Cfr.  l'espoaizione  in  Qordaii,  Vorìmu- 
gin  II  §§  24,  29.  I  riBuhati  della  memoiia  citata  furono  applicati  da  Gordan  ali» 
equazione  modulare  del  6"  ordine  di  Jacob! ,  v,  Annali  di  mat,  S.  II  T.  I  p-  36i- 

372  (1867). 
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nuovi  cocfllcienti,  ch'i  3Ì  presentano  dapprima  in  forma  simbolica,  mediante  i  più 
semplici  invarianti  del  sistema  completo  della  f. 

Lo  stesso  processo  vale ,  come  insegna  la  Memoria  medesima ,  ancbe  por  la 
rappresentazione  tipica  delle  forme  binario  f^^  d'  ordino  pari  :  non  si  ha  clie  ad 
operare,  invece  che  con  forme  lineari,  con  opportuno  forme  quadratiche:  alla 
trasformazione  di  TscUinihausen  ne  subcntr.i  una  qu^idratica. 

Sienp  9.^  ^  %* ,  Yx*  tre  forme  quiidratiche  qualsiasi,  il  cui  risultante  R=ra^f) 
DOR  si  annulli,  o,^  un  fattore  quadratico  simbolico  dì  /*,,  ;  (cc^y)  a^*  s^rà  ancora 
una  combinazione  lineare  delle  tre  forine  considerate.  So  si  eleva  alla  n-esìma  po< 
tenia,  R"  /",,  risulta  eguale  a  una  forma  tipica  C,  colle  tre  variabili  (tx^i^x^'tx*  > 
iovecc  delle  quali  possono  prendersi  poi  3  covarianti  della  forma  data  f. 

Clebscli  e  Gordan  hanno  sviluppato  completamente  il  calcolo  necessario  pel 
caso  della  f^. 

Lindemann  (*)  ha  mostrato,  cbe  C, ,  considerata  come  una  forma  ternaria  di 
Ire  variabili  qualunque ,  è  caratterizzata  dall'  annullarsi  identicamente  d'  un  certo 
covariante.  Il  signiGcalo  geometrico  di  questi  rapporti  lo  conduce  ai  fondamenti 
dellit  cosidetta  teorìa  delt'apolarità  (**). 

Bessel  {***)  e  Harbordt  (****)  si  sono  occupati  di  rappresentazioni  tìpiche  delle 
più  semplici  forme  binarie  simultanee. 

Già  prima  Riarmile  (*)  aveva  accennato  ad  un  caso  interessante  di  questa 
specie ,  osservando  die  due  forme  binarie  cubiche  possono  essere  rappresentate 
tipicamente  come  le  prime  derivate  d'una  forma  biquadratica  ,  e  Cayley  (*)  aveva 
fondato  su  ciò  la  trasformazione  del  3"  ordine  d'un  integrale  ellittico  dì  I*  specie. 

Clebscb  (*)  ha  dedicato  uno  studio  diffuso  all'asserzione  dì  Hermite;  il  suo 
procedimento  venne  notevolmente  semplificato  da  Gundelflnger  (*). 

In  modo  analogo  possono  considerarsi  tre  forme  binarie  biquadratiche  come 
le  derivato  seconde  d'una  forma  del  G**  ordine,  come  Lindemann  (')  poi  primo  ha 
rilevato. 


(•)  BuU.  de  la  eoe.  math.  de  Franco  V  p.  113-126  (1877),  VI  p.  195-208  (1878). 

(«)  Cfr.  U,  D ,  b. 

(•**)  Math.  Ann.  I  p.  17^-194  (1869). 

(*♦**)  Ivi  p.  210-224. 

(')  Joum.  flir  Math.  LVII  p.  371-375  (1B60). 

(*j  V.  l'esposizione  in  Clebsch ,  Binare  Formen ,  §  101. 

{')  Joum.  filr  Math.  LXVII  p.  371-380  (1867). 

(♦)  Math.  Ann.  VII  p.  452-456  (I874).-Wieaerhold  (Math.  Ann.  VHI  p.  444-452, 
1875)  pone  sotto  forma  dell' annui  tarai  identicamente  d'un  covariante  la  condizione 
perchè  due  /"„  eieno  polari  d'una  /„+|. 

(»j  Clebsch-Lindemann  I  p,  900.— 'jfr.  Friedrich,  Ditsertation ,  Giessen  1886, 
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Tre  grandi  problemi,  signoreggiamio  tutta  la  geometrìa  degli  antichi,  furono 
stimolo  potente  ed  cnicncissiaio  alla  ricerca  di  nuovi  veri  ;  e  cioè  :  la  triseiione 
dell'angolo,  la  duplicasione  del  cubo  e  la  quadratura  dei  circolo. 

Il  primo  ,  per  essere  una  generalizzazione  naturale  ed  immediata  di  quello 
della  bisezione,  dovette  a  prima  giunta  apparire,  ed  in  re.tltà  apparve,  come  uno 
di  quelli  le  cui  diiricollà  potessero  essere  vìnte  col  sussidio  delle  più  elementari 
proposizioni  della  geometrìa.  Meno  evidente  è  il  processo  logico  che  condusse  a 
formulare  il  secondo,  ed  a  renderne  pifi  oscure  le  origini  contribuì  una  ben  nota 
leggenda  con  cui  gli  antichi  ne  celarono ,  poetizzandola,  la  nascita  ed  alla  quale 
leggenda  quella  questione  è  debitrice  del  nome  di  t  problema  di  Delo  t  con  cui 
viene  di  consueto  designata.  Quanto  al  terzo,  è  così  frequente  nella  pratica  il  dover 
determinare  l'area  od  il  contorno  di  una  superlìcie  di  forma  circolare  ,  che  in- 
numerevoli devono  essere  state  le  occasioni  di  occuparsene  anche  nei  tempi  di 
infanzia  dell'umanitA  :  ed  infatti,  da  un  lato  ,  un  procedimento  per  quadrare  ap- 
prossimativamente il  cerchio  si  legge  in  un  papiro  egiziano  clie  risale  a  non  meno 
di  diciassette  secoli  a.  G- ,  mentre,  da  altro  lato,  un  conosciutissimo  verso  dì 
Aristofane  h  fede  di  quanto  antica  sia  la  celebrità  di  quel  problema. 

Dei  primi  tentativi  fatti  per  risolvere  questi  problemi  la  storia  non  ha  serbata 


(*)  Le  linee  segaenti  saranno  premesse   alla  versione   italiana  di   qnesto  opn- 
scolo  che  il  Prof.  F.  Qiudice  ha  compiuto  e  che  gli  editori  Rosenberg  e  Sellier  di 

Torino  stanno  ora  stampando. 
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Autori  sono  pregati  di  rivolgersi  direttamente  al  pi-of.  Alberto 
Brambilla  :  R.  Liceo  Vittorio  Emanuele  —  Napoli. 

ooivruziojxi 
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che  qualche  vaga  notizia.  Il  descrivere  tutti  i  magnanimi  sforzi  che  vennero  fatti 
dapoi  collo  stesso  scopo  varrebbe  quanto  presentare  un  quadro  delle  principali 
rieerclie  fruttifere  compiute  dai  geometri  delle  età  passate  e  della  nostra  e,  in 
certa  misura ,  anche  porgere  un'  idea  delle  abberrazioni  in  cui  cadde  lo  spirita 
umano.  Giacché  specialmente  il  terzo  dei  problemi  di  cui  ci  occupiamo  sembra 
dotato  di  una  inesauribile  fecondità  in  paralogismi  (*}  sicché  per  innumerevoli 
riputazioni  esercitò  la  parte  non  invidiabile  di  miasma  micidiale.  Nessuna  mera- 
viglia adunque  se,  già  un  secolo  fa,  una  delle  più  celebri  Accademie  d'Europa  de- 
liberava di  riguardare  come  non  avvenute  tutte  le  comunicazioni  che  le  fossero 
pervenuta  su  tale  argomento. 

Però,  appunto  alla  fine  dello  scorso  secolo ,  vennero  mossi  due  passi  impor- 
tanti verso  la  soluzione  del  problema  della  quadratura  del  circolo  ;  uno  consìste 
nella  dimostrazione  dell'ir razionulità  del  rapporto  ic  della  circonlerenza  al  diametro 
di  qualunque  circolo  fatta  dal  matematico  tedesco  Lambert  nel  1710,  l'altro  nella 
dimostrazione  della  irrazionalità  di  n'  congegnata  da  Legendre  nel  179i.  Anzi 
quest'ultimo  scriveva  nella  IV  nota  de' suoi  celebri  £(cmenls  de  geometrie  le  se- 
guenti parole,  che  suonano  oggi  come  vaticinio  :  t  It  est  probable  que  le  nombre 
t  n'est  pus  mSme  compris  daas  Ics  irrationnelles  algébriques,  c'est-à-dire,  qu'il  ne 
peut  étre  la  racine  d'une  óquation  algébrique  d'un  nombre  fini  de  termos  dont  les 
coeOlcients  sont  rationnels  ;  mais  il  parait  très-difllcile  de  démontrer  rigoureu- 
sement  cette  proposìtion  ;  nous  pouvons  seulemcnt  faire  voir  quo  le  carré  de  i: 
est  encore  un  nombre  irrationel  u.  In  queste  parole  esiste  la  prima  radice  della 
soluzione  definitiva  del  problema  della  quadratura  del  circolo;  ma  ì  germi  ivi  la- 
tenti tardarono  a  svolgersi.  Infatti  si  deve  giungere  all'anno  1813  per  trovare  il 
memorabile  scrìtto  di  Carlo  Hermitc  nel  quale,  nell'intento  di  rigorosamente  di- 
mostrare non  esistere  alcuna  equazione  algebrica  a  coefficienti  razionali  avente 
per  radice  il  numero  e  base  dei  logaritmi  naturali,  vien  presentato  un  modello  dì 
ragionamento  il  quale,  convenientemente  modificato ,  guidò  F.  Lindemann  a  con- 
cludere (1882)  che  la  stessa  qualità  è  posseduta  dal  numero  it,  in  altri  termini  che 
quanto  Legendre  aveva  intuito  o  previsto  corrisponde  alla  realtà  dei  fatti.  É  vano 
pertanto  sperare  che  una  costruzione  geometrica  fatta  col  mezzo  di  rette  e  di  cir- 
conferenze, anzi  di  qualsivogliano  curve  algebriche,  sia  capace  di  condurre  ad  una 
quadratura  rigorosa  del  cerchio  o  ad  una  rettificazione  esatta  della  sua  periferia  ; 
qualunque  tentativo  in  questo  senso  è  necessariamente  ed  inevitabilmente  infrut- 
tuoso, epperò  dal  1882  la  questione  di  quadrare  il  circolo  senza  ricorrere  a  mezzi 
Irasceodenti  e  quelle  che  vi  si  collegano  furono  annullate  dal  catalogo  dei  problemi 
che  stanno  in  cima  ai  desiderii  ed  ai  pensieri  dei  geometri. 

A  questa  conclusione  negativa  su  uno  dei  problemi  di  cui  ci  occupiamo,  fa  ri- 


(*)  Chi  ha  bisogno  di  conTincersene  ricorra  al  curioso  Budget  of  Paradoxes 
del  De  Horgan. 
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scontro  un'altra  concernente  gli  altri  due,  glaccbè  Evaristo  Qalois  nel  primo  tena 
del  secolo  corrente,  colle  sue  imperiture  ricerche  generali  intorno  alle  equatimi 
dell'algebra,  approntava  mezii  onnipotenti  per  scrutare  l'intima  natura  di  ogni  prò* 
blema  algebrico  ed  in  particolare  per  dimostrare  viino  qualunque  tentativo  inlero 
a  risolvere  regula  el  àrcini  i  problemi  della  trisezione  dell'angolo  o  della  duplici- 
lione  del  cubo. 

Galois  e  Lindemann  (il  vincitore  di  it ,  come  Io  chiama  il  Sjivester)  baono 
dunque  cbiuso  per  sempre  l'èra  cbe  può  intitularsi  dai  tre  problemi  diansi  eoun- 
ciati.  Ora  la  notisia  di  questo  fatto  straordinariamente  importante  ,  se  è  Del  do- 
minio di  tutti  coloro  che  delle  matematiche  superiori  fanoo  loro  consueta  occu- 
pazione, non  è  abbastanza  diffusa  fra  quello  a  cui  pure  dovrebbe  interessare  ('], 
onde,  con  opportunità  di  cui  gli  va  data  somma  lode,  il  Prof.  F.  Klein  ha  scelti 
j  tre  problemi  anzidetti  come  perno  attorno  cui  si  aggirarono  alcune  conferenze 
tenute  a  Gottinga  e  poi  un  corso  universitario.  Ed  è  da  designarsi  come  singolare 
ventura  l'esservi  stato  fra  i  suoi  ascoltatori  un  raccoglitor  dilìgente  quale  il  sig.  F. 
Tiigert,  grazie  al  quale  le  auree  parole  del  geniale  professore  di  Qottinga  si  spar- 
geranno per  tutto  il  mondo  che  pensa  e  stuJia,  col  mezzo  della  pubblicazione  che 
con  queste  linee  raccomandiamo  al  pubblico  italiano  e  che  fu  fatta  per  festeggiare 
la  terza  riunione,  tenutasi  a  Gottinga  durante  le  Pentecoste  di  questo  anno,  della 
Società  per  il  progresso  dell'insegnamento  delle  scienze  matematiche  o  naturali 
(Vcrein  zur  FSrderung  dea  malhematiscben  und  naluTWissensehaflUcUen  Vnter- 
ricfìts).  Si  aggiunga  che,  consigliato  C  spinto  dall'analogia,  trascinato  anzi  quasi 
dalla  concatenazione  delie  idee ,  il  brillante  e  dotto  conferenziere  ,  non  soltanto 
ha  accennato  ad  idee  più  ampie  e  a  ricerche  di  ordine  superiore  rispetto  a  quelle 
donde  è  partito  ,  ma  si  è  arrestato  qualche  tempo  anche  alla  questione  di  divi- 
dere la  circonferenza  in  parti  eguali,  contribuendo  in  tal  modo  a  che  venisse  ac- 
cresciuto il  numero  di  coloro  che  conoscono  un  risultato  raggiunto  da  Gauss  quasi 
un  secolo  fa  e  che,  stringendo  un  nuovo  indissolubile  legame  fu  la  teorìa  dei  nu- 
meri e  la  geometria  costruttiva,  mostrò  una  nuova  volta  quali  e  quante  relazioni 
intercedano  fra  i  vnrii  rami  della  scienza  matematica,  e  servi  a  mettere  in  evidenzi 
come  questi  fungano  e  tendano  sempre  pifi  a  funzionare  siccome  collaboratoli  con- 
cordi allo  scoprimento  di  nuoii  veri  :  la  costruzione  geometrica  del  poligono  rego- 
lare di  11  hitì  che  il  Klein  ottiene  come  caso  particolare  delle  investigazioni  di 
Gauss  ed  espone  coi  pili  minuti  particolari,  varrà  ad  agevolare,  anei  a  rendere 
accessibile  a  tutti,  rinteiligenza  delle  considerazioni  generali  a  cui  alludiamo. 

Qualunque  nostra  raccomandazione  del  nuovo  opuscolo  del  Prof.  Klein  riuscì* 
rebbe  superflua  a  chi  conosce  il  modo  di  scrivere  di  quell'affascinante  espositore, 
uè  eserciterebbe  alcuna  influenza  sui  pochi  a  cui  esso  è  ignoto.  Pronto  ad  abbrac- 
ciare tutto  lo  scibile  matematico  ed  a  trattarlo  spesso  con  originalità  di  vedute, 


(*)  Lo  prova  l'apparizione  di  sempre  nuovi  sedicenti  quadratorf  del  OeroKi». 
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il  RIeiD  è  a  nessuno  secondo  ne!  rivestire  le  materie  più  arìde  d'una  attracnsa 
aristocratica  e  popolare  insieme ,  aristocratica  nello  srol$;ono  della  forma  eletta , 
popolare  nella  cliiaresia.  Tali  doti  fanno  del  Kleio  un  eccellente  popolarìzzatorc 
delle  verità  più  astruse  della  scienza,  ma  popolarìzzatore  nel  senso  più  elevato  della 
parola.  Parve  adunque  al  Prof.  Giudice  ed  a  me  essere  interessantissimo  che  le 
Conferenze  più  sopra  discorse  venissero  prontamente  alla  portata  anche  di  coloro 
fra  i  nostri  connazionali  a  cui  è  ignota  la  lingua  in  cui  vennero  pronunziate  :  donde 
la  ragione  dell'attuale  traduzione,  a  compiere  la.  quale  non  ci  fece  diretto  l'inco- 
raggiamento del  celebre  autore,  che  anzi  arrecò,  consigliò  o  concesse  delle  niodì- 
flcazioni  e  delle  aggiunte  all'ori  {finale.  Per  tale  nostra  modesta  opera  di  dìITusione 
altro  compenso  noi  non  chiediamo  — ed  altrettanto  fanno  gli  animosi  editori-che 
di  vedere  rese  più  strette  e  concordi  le  relazioni  fra  insegnamento  universitario 
ed  insegnamento  elementare .  di  vedere  una  buona  volta  sradicata  per  sempre  la 
mala  pianta  dei  pretesi  risolutori  di  problemi  insolubili  e  di  vedere  accresciuta  la 
Tenerasione  per  quelle  egregie  opere. 

Che,  quanto  durerà  l'uso  moderno. 
Faranno  cari  ancora  i  loro  inchiostri. 


Settembre  189S 
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IETTERÀ 

DKL 

Sig.    C.     M    O    R    I    C   O    N    I 
al  Direttore  del  Giornate 


La  prego  di  pubblicare  nel  suo  pregiato  Giornale  la  presente  per  un  reclamo 
di  priorità  intorno  ad  una  questione  d'analisi  indeterminata. 

Il  Sig.  Spelta  nella  Nota  sulla  iiisotuzione  in  inferi  della  ax  +  by  =  c  [Uar- 
Apr. ,  Uagg.-Giug.  1895)  giunge  all'equazione 

(I)  (a-Q,&)ir  +  6^fl  =c 

mediante  equazioni  intermedie ,  mentre  in  una  mia  Nota  sulla  stessa  questioDe , 
apparsa  nel  Periodico  di  Malemalica  fin  dal  1887),  (Fase.  II,  Har.-Apr.)  si  per> 
Tiene  allo  slesso  risultato  immediatamente. 
Infatti ,  posta  l'equazione  sotto  la  forma 

a,  Xg  +  Og  X,  =  ft 

e  indicati  con 

9i  .  9i  .  9t  »  •  •  •  .  9» 
ì  quozienti  e  con 

fl,  ,  a, ,  a»  .  .  .  a,+, 

i  resti ,  che  si  ottengono  applicando  ai  numeri  ag  ,  a,  il  processo  della  ricerca  del 
massima  comun  divisore,  si  ha  facilmente 

0(|(a,a;,  —  ft)  +  ai{at  x^  +  g,  ft)  =  0  , 

da  cui,  per  essere  a,  e  a,  primi  tra  loro,  si  deduce  che  atXg-f  Q|t  è  divisibile 
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pero*.  Ponendo  allora  Ot^o  +  Qi^^t'o^i)  ^^  precedente  equaiioae  si  riduce  a 

fli  X,  +  »!  oJi  =  A , 

b  quale  non  difTerisce  dalla  (I) ,  se  non  per  la  diversità  delle  notatioai  adottate. 
Inoltre  nella  mia  Nota,  dedotto  in  modo  analoga  il  sistema 

a,x,  +  afis,  =  k  ,  a^t  +  OiSOi  =  *  .  <V»  +  <^t^i  =  fc , ... ,  a^,a;„  +  a^^i  -  *  » 

cbe  6  identico  al  sistema 

6«i  +  Bi3/i  =  «  .  B,ir,  +  B|y,  =  c  ,  B,(i:,  +  E,y,  =  e , ... ,  B^,a:!,  +  R^,  =  e 

del  Sig.  Spelta,  e  osservato  cbe,  per  essere  a„+i  —  ì,  l'ultima  equazione  è  sod- 
di^atta  da  a;„_t=0 ,  x,!=h,  colla  eliminazione  delle  incognite  ausiliarie  a)t,-v,...a;„ , 
si  rtcaTano  subito  i  valori 

è  quindi  le  solusioni  generali 

L  =  ».U(^-^  +  -L....  +  <:il):p).,l, 

l^       'l    VoiO,      0,0,      0,0,  a«'l    /        1 

le  quali  sono  state  messe  anche  sotto  la  forma  piti  semplice 

n  Sig.  spelta  invece  fa  dipendere  la  soluzione  dell' equaiione  proposta  da 
solDiìooi  di  equazioni  ausiliarie  e  trova  quella  soltanto  con  successive  sostituzioni 


(2) 
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di  queste.  É  ?ero  cbe  anebt  egli  giunge  alla  formula 

che  non  differisce  in  sMtyosa  dalla  secoada  delle  (2) ,  m»  ii  ([iunge  solttol»  per 
inituzione,  dopo  avere  considerati  i  casi  particolari  n=  I  ,  2  ,  3  ,  (. 

Si  aggiunga  ebe  nella  suddetta  mia  Nota  sì  trova  inoltre  trattata,  con  risul- 
tati, credo,  non  privi  di  qualche  valore,  la  questione  pift  generale  della  rìsolo- 
eìodo  in  interi  dell'equazione  a  più  indoterminate. 


Senigania  13  Novembre  1895. 
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APPENDICE 

AUA 
HONOOBAFIA 

SULLA  TEORIA  DELLE  EQUAZIONI  DIFFERENZIALI  UNEARI 

DEL 

Doti.  QIORGIO  FLORIDIA 


Per  dimostrare  che  : 

■  I)  determÌRantc  di  un  sistema  fondamentale  di  integrali  è  dlferso  da  zero 
I  in  tutti  i  punti  del  (jìano,  esclusi  soltanto  i  punti  singolari  dell'equazione  i,  il 
sig.  Thannèry  richiama  la  aeguente  proposizione  del  sig.  Lioufille  (vedi  p.  14). 

■  Se  y, ,  1/j  ,  .  . .  ,  j/i,  sono  m  soluzioni  dell'equazione,  se  D  ìndica  il  deter- 
I  minante  di  queste  funzioni  e  C  una  costante,  si  ba  : 


D==Ge 


iPidoì 


Ha  la  aopra  accennata  proprietà  del  determinante  sì  può  rìcafare  anche  di- 
reltamento ,  senza  premettere  le  conoscenza  del  teorema  del  sig-  Liouville ,  nel 
seguente  modo  : 

■  Se  per  a)=<ra  {x^  deie  essere  un  punto  non  aingoiare)  è 

I  D  =  0, 


dx  dm* 


I  ed  è  D  identicamente  uguale  a  zero. 
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Ciò  sì  rende  manifesto  se  (per  mezzo  dell'  equazione  differenziale  data  t  di 
quelle  che  da  essa  si  ricavano  successivamente  mediaate  derivazione  rapporto  ad 
x)  si  esprimono: 


da:"'  '   daj"+'  ' 


in  funtione  delle  derivate  di  ordine  inferiore  e  sì  sostituiscono  ogni  volta  nelle 
espressioni  di 


Da  qui  si  ricava  immediatamente,  per  assurdo,  che  : 

f  Se  per  x  =  Xt  è  D=|zO,  si  avr&  sempre  D4=0  in  tutto  il  piano,  eccetto 
■  solo  nei  punti  singolari  dell'equazione.    C.  V.  D. 

Nei  punti  singolari  non  si  può  per  ora  in  generale  dir  nulla  riguardo  all'io- 
nullamento  o  meno  del  determinante;  parmi  però  che  il  teorema  possa  più  preci- 
samente venir  enunciato  cosi  : 

e  II  determinante  di  un  sistema  fondamentale  può  annullarsi  soltanto  nei  punti 
I  singolari  per  la  funzione  p,  che  fa  da  coefficiente  ad  j/"*~"<  quando  il  coefl- 
I  dente  di  j/'")  si  è  posto  uguale  ad  1. 

Noi  abbiamo  fin  qui  considerato  soltanto  i  punti  singolari  posti  a  distanza  fi- 
nita ,  ma  si  può  sempre  con  un  cambiamento  della  variabile  indipendente  ricon- 
durre lo  studio  di  un  punto  posto  all'inUnilo  a  quello  di  un  punto  posto  a  di- 
stanza finita. 
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SUR  UNE  CLASSE  DE  GRANDEDES  TRANSFINIES 

Plt 

W.  H.  L.  JANSSEN  VAN  RAAY. 


SECONDE    PABTIE   (*) 


S  IX.  Les  fonotions  inverses  du  carré  hyperbolique. 

30.  Od  a  vu  (n."  3)  que  les  fonctioiis  hyperboliques  ne  dépendent  pas  unique- 
mcnt  des  rayons  du  carré,  mais  qu'eltes  peuvent  étre  coiisidérées  cornine  se  rap- 
portant  à  une  sèrie  quelconquc  de  llgurcs  ou  de  grandeurs,  pourvu  qu' il  y  ait 
correspondance  univoque  entre  celles-ci  et  Ics  rayons.  Ainsi ,  quand  on  substitue 
pnr  exemple  à  chaque  rayon  un  noinbrc  détcrminé  soit  entier,  soit  fractìonnnire 
on  irrationnel,  e  à-d.  quand  on  dispose  Ics  rayons  suivant  un  systèine  énumératif, 
les  formules  trouvées  exprioicnt  des  relnlions  cntre  les  tiombres  de  ce  systèiuc , 
relations  qui  en  general,  il  est  vrai,  n'admettent  qu'une  interprétation  syEnboIiquc. 

31.  Toutefois  la  substUutìon  de  nombrcs  ou  de  grandeurs  quelconqucs  aux 
rayons  n'olTrirait  aucun  Intérót  si  l'on  procélnit  d'une  manière  absolumcnt  arbi- 
Iraire,  ce  qui,  tuc  la  didlculté  de  trouTcr  pour  ctiaque  rayon  un  nombre  dilTércnt, 
scrait  en  outre  très-dilfìcile,  sinon  impossìble.  11  Taudrait  l'cITcctui^r  au  contraìre 
KuiTant  une  métbodc  d'apròs  laqueile  Ics  rayons  désìgnent  eux-mémcs  les  élénicnts 
corrcspondants  et  vice-versa.  On  poiirrait  ctioisir  par  exemple  Ics  longueurs  des 
rayons,  en  prenant  pour  unite  le  deiniaxe  du  carré,  ou  bica  les  anj^les  qu'ils  for- 
ment  avec  l'aze  des  X,  commo  cn  trigonometrie  ordinaire ,  ou  encore  les  arci 
qu'ils  déterminent  sur  les  còtés  du  carré,  ou  cnQn— cas  particulier  qu' il  serait 
peot-étre  inléressant  d'étudier-une  de  Icurs  fonctions  hyperboliques  cUes-mémcs. 


(*)  Voir.  T.  YìTXTT  de  06  Journal,  p.  1. 
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Mais  la  Eubstìtution  seratt  d*UD  intérét  majeur,  si  elle  avait  pour  elfet  que 
Ics  signes  symbolìqucs  qui  flgurent  dans  les  formules ,  recouvraient  un  sens  al. 
gébrique  réel,  puisque  par  )à  la  trigonometrie  du  carré  byperbolique  seraìt  ra- 
menéc  dans  le  cadre  des  théories  existantes. 

32.  Quand  on  se  borne  au  premier  quartier ,  des  grandeurs  de  cette  nature 
scnt  connues  depuis  bien  du  temps  ;  ce  sont  les  aires  des  secteurs  hyperboliquei 
compris  entre  l'axe  des  abscisses  et  les  rayons  du  carré.  En  elTet,  si  l'on  consi- 
dère  les  ligncs  trigonométriques  cornine  se  rapportnnt  à  des  nombres  qui  eipri- 
ment  le  doublé  de  ccs  aires,  le  carré  sur  le  demi-axe  étant  choisi  comme  unil^ 
piane,  la  théorie  esposée ,  en  lant  que  relative  au  premier  quartier,  se  conlond 
avec  la  trigonometrìe  byperbolique  de  Lambert. 

33.  11  n' est  pas  nécessaire  pourtant  que  l'unite,  qui  sert  à  mesurer  les  aires, 
dépcnde  d'  une  manière  quelconque  du  demi-axe  ,  quoique  celui-ci  soit  indispen- 
sable  pour  mesurer  les  lignes  trigonométriques.  Car ,  taudis  que  l'emploì  d'une 
autre  unite  linóaire  détruirait,  en  trigonometrie  byperbolique  comme  en  trigono- 
metrie circulnire,  lu  relation  qui  cxìste  entre  la  tangente  et  la  cotangente  d'une 
part,  et  le  sinus  et  le  cosinus  de  l'autre ,  pour  ne  rien  dire  de  la  secante  et  de 
la  cosecante,  les  rapporta  entre  les  fonctions  circulaires  ou  hyperboliques  direc- 
tes  Ics  Tonctions  inverses  sont  indépendantes  de  la  manière  dont  ces  dernìères 
sont  éTaluées  en  nombres ,  comme  le  démontre  e.  a.  l'évaluatioa  dns  angles  en 
degrés. 

11  est  Trai  qu'  une  base  commune  pour  mesurer  ces  deux  Taaiilles  de  gran- 
deurs non  seulemtnt  tend  à  simpUQer  considérablcment  les  formules  lorsqu'il 
s'agit  d'exprìmer  l'une  des  deux  en  fonction  de  l'autre ,  mais  en  maint  cas  elle 
est  indispensable  à  cet  effet.  Par  contre,  quand  il  s'agit  sculement  de  délermiaer 
les  fonctions  inverses  à  l'aide  des  fonctions  directes  et  inversement ,  sans  qu'iS 
soit  question  des  rapports  métriques  par  lesquels  elica  sont  liées  récìproquement, 
les  fonctions  inverses  pcuvent  ètre  remplacéus  par  des  nombres  quelconques, 
pourvu  que  ceux-ci  soient  proportionncls  aux  premières. 

Ainsi,  dans  la  suite  nous  ferons  indifiéremment  usage  de  l'appellation  secleur 
pour  designer  et  la  ligure  géometriquo  et  son  aire,  que  nous  supposerons  eipri- 
mée  à  l'aide  d'une  unite  piane  tout  à  fait  arbitraire. 

34.  De  la  sorte  les  formules  du  g  I  se  rapportent  aussi  aux  sectours  de  mime 
que  les  formules  1  -  S  du  §  111,  et  de  plus  on  peut  emplof  er  les  signes  des  ape- 
rations  dans  leur  acception  ordinaìre.  Ainsi  on  aura,  en  désignant  les  secteun 
hyperboliques  par  les  mémes  lettres  et  les  mémes  indices  que  les  rayons  corres- 
pondants , 

sinh  (A,  ±  B|)  =  sinb  i,  cosh  £,  ±  coshi,  sinh  £, 
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C08h(^,  ±B\)  =  cosb  A,  Gosb  £,  ±  sinh  jj,  BÌnh  £, 


1  ±  tgh  Al  tgh  B, 

coth  (A.  +  B.ì  = !-= — 

3S.  Oomme  l'aire  d'un  secteur  hyperbolìque  augmente  indéilnlment  quand  on 
fait  tourner  le  rayon  correspondant  en  sens  posìtif  et  flnit  par  surpauser  toute 
grandeur  donnée  dèa  que  ce  rayon  coincide  avec  la  diagonale  bissectrice  du  pre- 
mier quadrant,  tous  les  DOinbres  entro  0  et  oc ,  c.à.d.  tous  les  nombres  positifs, 
qu'ìls  soient  de  nature  algébrique  ou  transcendaiite ,  peuvent  ètre  déterminés  à 
l'aide  de  la  trigonometrie  hyperbolique  de  mème  que  leurs  sommes,  leurs  diflé- 
reoces  et  leurs  muUiples.  C'cst  ce  qui  a  lìeu  aussi  pour  les  nombres  négatifs  qui 
correspondent  nux  sectcurs  appartenant  à  la  moìtìé  intérieure  du  premier  quar- 
tier.  De  plus,  on  pcut,  en  écartant  les  cosinus,  distinguer  ces  dcrnlers  des  nom< 
bres  positifs  par  le  signe  du  sinus  et  de  la  tangente,  et,  en  ce  qui  concerne  celle-ci, 
il  est  &  reinarquer  que  sa  valeur  absolue,  en  tant  que  nécessaire  pour  déterminer 
un  nombre  enlre  +  oc  et  —  oo,  ne  stirpasse  paa  l'unite  (•). 


{*)  Il  est  très-faoile  de  démontrer,  à  l'aide  de  cette  particularitó  de  la  tangente, 
que  la  paissance  de  la  saite  indéfinie  des  nombres  eatiers  est  inférieure  &  celle  da 
continuum  lineare.  £n  elTet ,  tout  secteur  dont  l'aire  est  exprimée  par  un  nombre 
entier,  correspond  à  un  poiut  de  la  ligne  des  tangentes,  et  l'ensemble  de  ces  points 
est  compris  dans  ane  portion  de  cette  droite  bieo  déterminée  en  longueur  ;  or ,  la 
réciproqne  n'est,  pas  vraie  ,  puiaque  lee  points  qui  se  trouvent  dans  les  intervalles 
des  premiers  correspondent  bien  &  des  nombres  déterminés  roprésentéi)  par  des  sec- 
tenrs,  mais  ces  nombres  sont  fractionnaires,  irratiounels  on  trans  ce  ndants.  Il  en  est 
de  méme  de  l'ensemble  plns  general  des  nombres  algébriques,  qui,  comme  M.  Can- 
tor  l'a  démontré,  a  la  mème  puissauce  qae  celui  des  nombres  entiers. 

Voir  les  mémoiree  suivaats  de  M.  Cantor: 

Ueber  eine  Eigenschaft  de»  Inbegriffes  aller  reelten  algebraigcken  Zahlen  ,  §  1. 
Crelle's  Journal,  T.  77,  p.  258. 

Ein  Beitrag  Zur  MannigfaltigkeitsleJire,  §  2.  Ibid.  T.  84,  p.  242. 

Utòer  unendticke  lineare  Punkt  mannigfattigkeiten.  Math.  Annalen,  T.  15,  p.  1, 
T.  17,  p.  356  et  T.  20,  p.  113. 
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§  X.  Les  nombrea  qui  oorrespondent  aux  rayona  dea  quartiere 
su  pòri  e  una. 


36.  Etant  donne  une  fonction  hjrpcrboliquc  quelconquo  qu'on  sait  se  rapporter 
au  premier  quarlier,  p.  e.  une  tangente  plus  petite  que  l'unite  et  qu'on  peut  re- 
présenter  par  a  ,  le  secteur  corresponilant  est  complètemcnt  déCerminé  et  il  en 
est  do  inéme  pour  l'aire  de  colte  figure,  qu'on  peut  designer  par  nuni  Igha. 

Or,  comme  la  tangente  est  susceptibie  de  touto  valeur  arbitraire,  I»  question 
se  pose  d'elle  loéine  de  savoìr  ce  qu'ìl  faut  penser  du  nombrc  correspondant  lors- 
qu'ellé  surpasse  l'unite,  et  en  premier  licu  ce  qu'il  faut  penser  du  secteur  dont 
l'aire  se  désigne  p.ir  num  Igh  1  et  ce  qu'il  Taut  penser  de  cette  aire. 

A  rinspcction  de  la  ligure  on  trouve  que  ce  secteur  est  préciséoient  la  partie 
du  carré  byperboliquc,  que  nous  avons  appelée  le  premier  octant  et,  qu'  étant  su- 
perposable  k  la  partie  restante  du  pri'mier  quartier,  il  est  la  moitìé  de  ce  quartier. 

Deus  dcs  lìgnes  dont  il  se  cojn|)ose  étant  asymptotiqucs,  son  conlour,  à  prò- 
premeni  parler,  n'cst  pas  complètement  Torme  ;  enfln,  il  ressort  du  calcul  que  soo 
aire  est  ce  qu'on  est  couvenu  d'appelcr  infinie,  c.à  d.  qu'elle  surpasse  tonte  gran- 
dcur  donnée. 

S7.  Lorsqu'unc  tangente  ìnférieure  k  l'unite  s'accrolt  d'une  manière  continue, 
le  nombre  correspondant  va  lui  aussi  en  s'accroissant  et  il  s'accrolt  de  quantités 
de  plus  en  plus  cousidfirables  ;  pourtant  ce  nombre  reste  Uni  tant  que  la  tangente 
roste  au  deca  de  l'unite  pour  surpasser  d'un  coup  tout  nombre  assignable  quanJ 
cclle-ci  acquicrt  la  valeur  I. 

Cctte  contradiction  apparente,  cette  lacune  dans  la  continuile  de  la  correspan- 
dance,  d'ailicurs  continue  et  univoque,  de  dcux  quantìtéis  variables,  dont  le  eat 
actuel  n'olTre  ni  le  scul  ni  le  plus  frappant  exeinple,  est  une  de  ces  singularìtét 
que  Bolzano  a  appelées  les  Paradoxea  de  l'In/lni  et  qui  dcmandent  encore  una 
explication  plausìble. 

38.  Désignons  par  x  la  quantité  rìuvi  Igh  1  sans  nous  occuper,  pour  le  mo- 
ment, de  Ba  grandeur  et  supposons,  comme  la  figure  semble  l'autorìser,  qu'elie 
appartient  au  premier  quartier.  Pour  chercher  ce  qu'on  obtient,  quand  on  la  di- 
minue  d'une  quantité  finto  A,,  il  faut  donc  nous  servir  de  la  formule  (1)  et  il 
Tient 

.  .  ,        .  ,        tgh  X  -  tgh  A, 
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Cornine  dans  le  premier  quartier  les  fonctions  hyperboliques  inverses  sont  des 
fanctions  univoques,  it  s'ensuit  que  x—\f=x,  c.à.d.  que  la  quantite  x=numlgh\ 
se  distingue  de  toute  qunntité  donnée  flnie  et  positive  ea  ce  qu'elle  ne  change  pas 
quand  on  la  ditninue  d'une  quantite  finie. 

39.  Maintenant  po3ons  le  probtòme  inverse  et  chcrchons  ce  qu'on  obticnt  en 
diminuant  v  d'une  quantìlé  égale  à  elle-memo,  opération  qui,  appliquée  à  tout 
noinbre  finì  donne,  a  pour  resultai  zèro.  On  trouve  d'après  la  méme  formule  (1) 

...         ^        tgh  a:  -  tgh  a:       0 
'"'■'^-'"'l     .gl,xtgl,a,°ii' 

c.à.d.  que  l'expressìon  pour  la  valeur  de  ighix-x),  et  par  suite  celle  pour  la 
'  quanlité  x  —  x  ellcmi^me.  est  de  cclles  qu'un  qnaliQe  d'indétermìnées  et  qui  sont 
SDSceptibies  d'un  nombre  tndéfini  de  valcurs.  Ce  resultai,  anormal  quand  on  le  com- 
pare à  ce  qui  a  licu  communément  en  parcii  cas,  est  pourtant  en  concordance 
Bfcc  celui  du  n".  prétédent. 

Rcmarquons  ait  surplus  que  cette  singularité  ne  se  présente  pas  en  trigono- 
metrie ordinaire  ,  les  formules  relatìves  à  la  soustraction  de  deux  arcs  donnant 
toujours  léro  pour  résultat  quand  ces  arcs  sont  égaui. 

iO.  S'il  s'èlève  des  difUcultés,  qui  ne  se  présentent  pas  dnns  le  calcul  ordi- 
naire, lorsque  la  tangente  d'un  sccteur  devicnt  égale  à  l'unite,  cellcs-ci  semblent 
se  multiplier  et  le  problème  va  en  s'obscurissant  quand  cette  Tonction  continue  à 
s'accrottre  indéfloiment  et  quand  on  la  fait  subir  les  mòmes  variations  périodiqucs 
qu'en  trigonometrie  onlinaire  pour  des  angles  de  0  à  360**. 

Les  secteurs  correspondants,  tout  en  présentant  la  mi^me  varieté  quant  à  la 
forme,  la  méme  pluralilé  quant  à  la  grandeur  que  les  fonctions  circulaires  inver- 
ses,  en  différent  pourtant  essentiellement  en  ce  que  Icurs  aires  appartiennent 
toulca  à  cette  classe  de  gr.indeurs  indéterminées  et  généralement  supposées  inde- 
terminables  qu'on  appelle  infinies  et  qu'on  désigae  par  le  sìgne  générique  oo. 

Ces  grandeurs  forment  un  monile  à  part  dont  les  conQna  ont  été  constamment 
jugés  inaccessibles.  Il  rcssort  pourtant  des  recberches  de  H.  Cantor,  qu'il  ;  a 
des  chemins  qui  y  conduisent  et,  entre  autres,  la  Itgne  des  tangentcs  hyperboli' 
ques  est  un  sentier  par  lequel  on  peut  y  pénétrcr. 

£st-il  possible,  non  seulement  do  pénétrer  dans  ce  monde,  mais  en  outre  de 
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8*7  retrouver?  Estce  un  cbaos,  comme  ott  a  toujours  paru  le  croìrc,  ou  n'est- 
ce  qu'un  dèdale ,  où  l'on  peut  s'égarer,  se  perdre  méme ,  mais  qu'on  peut  im 
explorer  1  Enfln  ,  existe-t-il  un  Ql  à'Ariane  qui  permette  à  colui  qui  le  tient,  de 
sonder  ses  mystères?  Voilà  la  questioa  à  laquelle  H.  Caator  a  bardimeot  répondn 
par  l'alIlrmatiTe. 

S  XI.  D  e    l'inf  1  n  1. 

41.  Aucun  système  de  métaphysique  n'a  été  développé  ou  simplement  ébauelié 
sans  que  quelques  chapltres ,  ou  qiielqucs  paragraphes  pour  le  moina,  aient  ét^ 
consacrés  à  la  dér>nitÌon  de  Vinfini  en  tant  qu'iiyaDt  rapport  à  l'espaue  et  au  tcnip<; 
et  presque  toujours  on  soulevait  la  memo  questioii ,  on  remuait  les  mémes  argu- 
ments,  quelquefots  sans  avoir  une  notion  précise  du  but  qui  pourtant  était  Imi- 
jours  le  méme,  à  savoìr  de  décider  s' Il  y  a  dcs  espèces  différentes  d'inDnìsou 
s' il  n'y  a  qu' une  seule,  s' il  ne  faut  admettre  quo  l' infinilum  polenlia  od  e'ìI 
faut  admettre  en  oulre  l' infinilum  aclu  (*).  Malgré  toutes  les  spéculations  et  toutes 
les  controverscs  sur  ce  sujet  on  est  contraint  d'avouer  qu'  ellcs  n'ont  encore  amene 
Bucun  résultat  décisir. 

li  n'est  pas  didlcile  d'en  trouver  la  cause  principale.  C'ost  la  méme  qui  dob 
seulcment  a  tant  de  fois  induit  en  erreur  les  penseurs  les  plus  hardis  mais  qui, 
au  surplus,  a  souvcnt  fnil  nattre  des  tliéories  radicalement  fausses,  exergant  de  li 
sorte  eu  maint  cas  nne  influence  plus  désastreuse  que  dans  le  cas  présent  où 
celle-ci  n'a  élé  que  negative.  C'est  qu'on  ne  s' est  jamais  occupé  du  problùoie 
de  l' infìni  pour  ce  problème  luì-mème,  mais  seulement  dans  le  but  d'  j  trouter 
un  moyen  pour  résoudre  d'autres  problèmes  qu'  on  jugeait  infiniment  plus  iniè- 
ressants  et  qui,  pour  la  plupart,  étaieut  de  nature  méLaphysique. 

De  la  sorte  on  se  scrTait  d'  un  instrument  sans  avoir  la  cerlitude  que  celui-«i 
rùt  docile,  sans  savoir  méme  comment  il  opérait,  tandis  qu'on  retombaìt  de  ploi 
dans  l'crrcur  commune  de  le  supposer  beaucoup  plus  simple  qu'il  ne  l'est  ea 
elTet,  faute  d'en  connaltre  la  coraposition.  Citcns  parmi  les  nombreux  auteursqui 


(*)  Comparez  :  Locke,  An  Essay  conceming  human  Underafanding,  Book.  D] 
Ch.  13,  §  21;  Ch.  16,  §  8  et  Ch.  17. 

Leibniz,  Opera,  Ed.  Dutm».  T.  II ,  p.  242,  Lettve  à  Foucher;  2bid.  p. 265, 
Epiatola  ad  P.  Des  Boxsea. 

Artide  Infinì  (métaph.)  dana  l'Encyclopédie.  Ed.  de  1765. 

Ibid.  Inftni  (mathém.)  par  Diderot. 

Pascal,  Oeuvre»  complétea,  Hachette,  Paris,  T.  I,  p.  302-303. 

Canohy.  Sept  legon»  de  physique  generale,  3"™  Lefon. 
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en  ont  use  de  la  sorte,  l'abbé  Moigno,  dont  l'opuscule  (*)  offre  un  exemple  frap- 
paot  des  singulières  conclusions  auzquelles  pcut  aboutir  le  raisonnenient ,  méme 
chet  un  malhématicien  très-eslirn.ible,  lorsqu'il  quitte  la  voie  sùre  pour  s'égarer 
dans  les  broussailles  de  la  spéculatìon  induetive. 

Héme  ce  qui  a  été  écrit  sur  ce  sujet  par  Kant  qui,  avant  tout  autre,  aurait 
pu  étre  considéré  comme  capnble  de  le  débrouillcr  tout  à  fait ,  est  reste  incom- 
plet,  défectueux,  et  par  conaéqucnt  infructueux,  et  cela  probablement  par  la  raison 
que  sa  Crilique  de  la  raison  pure  étaìt  une  eutreprise  tellcment  vaste  qu'il  n' a 
pu  songer  &  en  soupeser  un  à  un  les  innombrables  détails  .  et  encore  moins  à 
étudier  complètement  un  détail  comme  ccluì-ci ,  qui  est  par  Iui-m<ymo  un  thème 
capital  (••). 

i2.  La  plupart  des  métaphysioiens  abordaient  la  question  en  conquérants  ; 
ils  se  croyaient  devant  une  Jérieho  dont  les  remparts  tomberaìent  au  premier  soufflé 
des  trompcttes,  et  après  nvoir  exécuté  une  fanfare  iis  se  comportaient  comme  sì 
la  place  éut  été  réduite  ("*).  Rien  de  plus  faux  pourtant  quo  cette  ìllusion  ;  le  pro- 
blèrae  n'cst  pas  si  simple  qu'il  suDit  de  quelques  syllogismes  pour  le  résoudre  ; 
il  ressemble  plutdt,  comme  tant  d'autres  du  domnine  des  sciences  spéculatires,  à 
une  hjdre  à  cent  téles,  à  laquelle  il  en  crott  de  nouvcllcs  dès  qu'on  en  a  abattu 
une  seule,  et  le  nombre  des  aspects  sous  lesquels  il  se  montre  au  penseur  étonné 
qui  s'en  aper^oit,  lui  ouvre  des  horizons  immenses.  C  étaìt  le  cas  de  Balzano 
qui  a  le  premier  envìsagé  la  question  dans  toute  son  étendue ,  qui  a  le  premier 
remarqué  la  foule  de  ses  propriétés  parndoxales,  et  c'est  aussi  le  cas  do  H-  Can- 
tor  qui  ,  le  premier,  a  vivement  éclairé  quelques  facettes  du  problème.  Il  est  à 
regrelter  seuleraent  que  Bolzano  a  cssayé  ,  lui  aussi ,  d'en  fairc  l'application  k 
la  métaphysique  avant  de  l'avoir  complètement  approrondì. 

Loin  de  moi  la  prétcntion  de  vouloir  menor  à  fin  cotte  tàche  qui  a  rebuté 
tant  d'autres  et  des  plus  corapélents  ;  ce  n'est  pas  une  présomption  trop  forte 
toutefoìs  de  basarder  prudemment  quelques  pas,  quelques  tàtonnements  timides 


(•)  Jmposàbilité  du  nombre  actueUement  injini. 

(**J  Kant,  Kritik  der  reinen  Vernunft,  Beolam,  Leipzig.  ElementarUhre,  II 
Th.  II  Abth.  n  Bach.  II  Hauptat.  2.  Abscli.  AntUhetik  der  reinen  Verntmft,  Ente 
Anlinomie,  Beweis  und  Anmerkungen;  8.  Abscb.  Regulatives  Prinzìp  der  reinen 
Vernunft  etc.  9.  Absch.    Von  dem  empirischen  Oebraucke  etc. 

(***)  Art.  Infini  (métaph.)  dans  V Encyclopédìe.  Voir  aurtout  la  conclusion  ; 

«  De  li  je  concIuB  qa'  il  n'  y  a  rien  de  pina  faux  qa'  un  injini  imparfait,  et 
<  p.  e.  bomé  ;  rien  de  plus  faux  qa'un  l'n^nt  qui  n'est  pas  iufiniment  un;  rien  de 
e  plus  faux  qu'  un  injini  divisible  en  plusienre  partiea  on  finies  ott  infinies.  Ces 
e  cbimérìqnes  infìnia  penvent  étre  grossièrement  imaginés  mais  jamaie  con^us.  » 


,y  Google 


)(  336  )( 

sur  un  terrain ,  qu'  od  pourrait  appeler  les  limbes  de  nos  coonaissances  eo  ma- 
thématiques. 

43.  Bolzano  a  signalé  d'une  manière  parraitement  Incide  la  qualité  caractÈ- 
ristique  inbérente  à  toule  quantité  inflnie  (*)  et  il  a  fait  la  remarquc  que  ìei  do> 
tioDs  du  fini  et  de  l'inani  Tornient  sous  quelques  rapporta  une  antìtbèsc  ("}.  Il 
résulte  pourtant  des  recbercties  de  M.  Cantor  quo  la  différence  entre  Ics  quan- 
tìtés  finies  et  les  quantités  inflnies  n'est  pas  une  différence  essentielle  mais  qu'elle 
atTecte  seulcment  les  accidents,  que  la  propriété  quo  possèdent  quelques  quantités 
d'étres  inflnies  n'est  pas  une  qualité  mata  une  propriété  purement  quantitalite,  et 
enfln,  que  pour  notrc  esprit  la  distatice  qui  séparé  les  idées  du  fìni  et  de  l'in/ìnt, 
n'est  paa  plus  grande  que  celle  des  nombres  rationnels  aux  nombres  irrationnels. 
Or,  quoique  la  nature,  l'cssence  de  ceux-ci  soit  trèsdifflcile  &  approfondir,  iln'j 
a  personne  pourtant  qui  songe  à  les  déclarer  coUectivement  potentìels  et  ì.  les 
exclure  de  nos  spéculations,  ou  memo  des  calculs. 

Il  est  certaia  toutefois  que  dans  tout  InQni  il  y  a  quelque  chose  qui  échaiipe 
à  notre  intelligence,  qu' il  s'y  cache  quelque  chose  0' insaisissable  qui  noua  em- 
ptìche  de  l'approfondir  tout  k  fait,  d' eti  faire  le  tour  pour  ainsi  dire.  Mais  e' est 
aus»i  le  cas  pour  les  nombres  irrationnels;  car  personne  ne  prétendr^  d'avoirdc 
la  quantité  ^ì9  une  conception  sussi  nette  quo  d'un  noinbre  rationnel  et  enticr, 
p.  e.  1. 

4i.  Quand  nous  essayons  d'  y  regarder  de  plus  près,  il  est  possible  d'en  en- 
trevoir  la  cause.  C'est  que  les  organcs  de  notre  intelligence  ne  fonctionnent  jias 
toutes  de  la  méme  manière ,  ni  surtout  d'un  conimun  accord  ;  le  nombre  incon]- 
Diensunible  ^29  nous  cn  fournira  la  prence. 

En  eiTut ,  lorsque  dans  un  triangle  rectangie  les  deuz  ròtés  de  1'  angle  droit 
sont  entro  euz  en  raison  de  2  à  5,  ou,  ce  qui  revient  au  méme,  qu'ils  sontégaui 
respectivument  à  2  et  5  fois  l'unite  de  longueur,  le  rapport  géomctrique  de  rhj- 
poténuse  fi  cette  unite  ne  peut  èire  esprime  quo  par  le  nombre  irratìonnel  -Jìì- 
Or,  il  n'y  a  aucune  dilliuuilé  à  se  représenter  le  triangle  d'une  manière  parfaite- 
ment  nette,  ni  à  comparer  deux  quelconques  de  ses  cótés  par  vision  intérieure;  la 
dilTérence  des  dcux  còtés  de  l'angle  droit  est  aussì  sensible  que  celle  d'un  de  ees 
còlés  et  de  l'hypoténuse  ;  qu' on  Ics  compare  successivement  deu\  fi  dcux ,  il  ns 
ae  présente  aucun  ccart  dans  la  conscience  que  nou»  avons  d'  unn  part  de  leoT 
ressemblance  et  de  1' autre  part  de  leur  divorsité.  Kt  pourtant,  dòs  qu'on  veot 
évaluer  en  nombres  les  rapports  géométriques  do  deux  de  ces  ligncs  &  la  troi- 
sième,  il  s'èlòve  un  obstacle  iusurmontablc,  et  on  no  peut  y  réussir. 


(*)  Paradoxien,  §  16. 
(••)  Ibid.  §  2. 
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Pfusieurs  auteurs  ont  tenté  de  contourner  cct  obstacle  par  des  déftnitìoos  ar- 
liflciellea  et  eo  ne  considérant  les  nombrcs  irratìonncls  que  comme  dcs  symbo- 
les  (*),  imitant  par  )&  l'exemple  donne  par  Gauchy  (**)  en  maint  cns  analogue, 
mais  cette  méthode  d'eluder  la  dilIIcuKé  est  toin  de  satisfaire  tout  le  monde. 

La  cause  de  cette  disparite  ne  se  trouve  pas  dans  la  nature  des  trois  ligncs 
mais  elle  résìde  dans  les  organes  de  notre  intelligence  (***};  les  c6tés  du  triangle 
n'olTrent  aucune  différence  essentielle  pour  notre  vision  intérieure  tandis  quo  la 
dilTérence  qu'ils  révèlent  -i  notre  faculté  énumératire,  ne  sauraìt  étre  abolic. 

Cette  distinction  qui  se  manifeste  entre  les  organes  perceptifs  de  l'intelligence 
par  rapport  à  leur  sensìbilìté,  est  en  tout  point  analogue  à  cello  qui  eziste  entre 
es  organes  perceptifs  corporels,  c.à.d.  lea  sena  (****).  En  elTut,  tandis  quo  deux  cou- 
leurs  et  deux  sons  peuvent  ètre  comparés  sous  un  point  de  Tue  nuniérrque,  gr&ce 
à  notre  connaissance  dea  lois  de  1' optique  et  de  l'acoustique,  il  n'en  est  pas  de 
méme  pour  les  impressions  que  nous  recevons  par  les  autres  sens,  puisqu'on  n'est 
pas  encore  panenu  à  trouver  une  échelle  pour  les  odeurs ,  ni  pour  le  goùt.  Il 
s'en  auit  que  nous  estimons  qualitative  une  différence  en  odeur  tandis  que  nons 
Savona  étre  quantitative  une  différence  en  couleur. 

45.  Revenons  &  l'octant  hyperboliquB  et  comparons-le  à  des  Qgures  apparam* 
ment  de  méme  nature ,  &  des  bandes  comprises  entre  une  branche  de  courbe , 
l'asymptote  de  cette  branche  et  une  droite  quelconque,  p.  e.  un  aie  de  la  courbe 
ou  Tuo  des  aies  des  coordonnées.  Quand  nous  choisissons,  pour  lixer  les  idées, 
les  bandes  déterminées  de  la  manière  indiquée  par  une  demi-ctssotcte,  une  demi- 
tlrop/ioide,  une  demi— conc/iolde  et  une  demi— lo{/ari(Ìimigue,  et  que  nous  Ics  com- 
parons  à  L'octant  hyperbolique,  la  simihtudo  est  evidente  ;  ce  sont  des  flgures  de 
méme  espèce,  toules  égaleraent  déterminées  et  prégentant  à  peu  près  lo  m<%mo. 
aspect.  Pour  la  vision  dono  aucune  différence  essentielle  tout  comme  c'était  le  cas 
pour  les  trois  còtés  du  triangle  (2,  S,  ^29).  Et  bien,  ae  faut-il  pas  en  conclure 


(*)  Fani  Bachmann,  Vorlesungen  Uòer  die  Natur  der  Irrationalzahlen. 
Leìpsick.  1892.  Voir  surtont  la  première  le90ii;  la  préface  contient  des  indications 
bibliographiquea  sur  ce  sujet. 

(**J  Voir  e  a.  eoa  Mémoire  sur  les  éguivalencea  algébriqties  dans  las  Exercices 
d'Anatjfae  etc  1.  IV ,  p.  87. 

(***>  Le  parallélisme  des  oonstractions  géométriqaes  et  dea  calcuis  Duméricines 
coTTespoDdauta  est  analogne  i.  celui  -dea  figarea  géométrìqaes  et  de  leurs  prototypea 
matériels.  Voir  à  ce  snjet:  Uìlhaud,  Lea  Math4malique»  et  la  théorìe  de  la  con- 
naisiance,  Bevve  Scientifiqae,  1887 ,  p.  195. 

(****)  Il  en  est  encore  de  mème  podr  les  agente  de  la  mémoire.  Voir:  Alfred 
Biaet,  Lea  maìadiea  du  langage,  Bevae  des  deux  mondes,  T.'109,  p.  117. 
VCL.  xxxm.  43 
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que  si  IcuTS  aircs  ne  sont  pas  égales ,  voire  s' il  paralt  impossible  cT  eo  éfaluer 
quelques-unes,  cette  dilTérence  ne  sauraìt  ètte  qu' aecidentelle  et  ne  se  troure  pai 
datis  V  etsence  de  ces  grnndeurs,  et  qu'il  en  est  de  memo  pour  les  nombres  qui 
exprrment  leurs  rapports  à  une  unilé  quelconque  comme  e'  était  aussi  le  cas  pour 
les  còtés  du  trìangle  rectangle? 

Or,  il  rcssort  du  calcul  que  les  aìres  dea  bandes  déterminées  par  une  cii- 
soide,  une  atrophoìde  et  une  logaritlimique  peuvent  ótre  exprrmées  par  des  nom- 
bres  déterminés,  tandis  que  les  aires  de  la  bande  concholdale  et  de  l'octant  bf- 
pcrbolique  dépassent  toute  grandeur  évaluable  en  nombres  et  ne  sauraient  p.  e 
Hre  déterminées  de  la  méme  manière  {*).  Fuut-il  eo  coDcIure,  quoique  la  figure 


(*)  L'  éqaatìon  d' une  ciai<flde  étant 

X*  =  j/»  (2a  -  x) , 
l'aire  comprise  entre  l'aie  de  la  oourbe,  Tane  da  sea  branches  et  l'asymptote  A» 
cette  branche ,  est  égale  à  -  ra*. 

Polir  une  stroph(^de,  dont  l'éqiiation  eat 

X  («*  +  1/*)  =  a  (a;*  —  y*) , 

Dette  aire  est  égale  à  o*  (tS  -  il. 

En  Bubatituant  h.  l'axe  de  symmétrie  de  la  courbe  l'aie  do8  T,  on  troave  pom 
la  loganthmique,  dont  l'éqnation  est 

y  =  «". 

que  la  mfime  aire  a'  exprime  par 


Nep  log  a  ' 
Ponr  la  eoachoide,  dont  l'éqaatìon  en  condonnips  polaires  ( 


l'aire  comprise  entre  l'axe  de  la  courbe,  nne  de  ses  branohea,  l'aaymptote  de  eatte 
branche  et  un  rayon  sectear  quelconque  est  égale  à 


»"«(M)+-à»"«' 


expresaion  qnl  devient  infinìe  pour  i  ss  ~ii. 
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paniBse  indiquer  le  coDtratre,  que  ces  grandeurs  sont  ea  eCTet  non  seulement  [r- 
déterminablcs  par  les  moyena  ordinaires  mais  eDcore  tout-àTait  iadétermìDées 
{potentiellemenl  infiniea) ,  et  qu'elles  dilfèrent  pnr  conséquent  esaentìellement  dea 
premières  J  Ou  ne  faudrait-il  pas  supposcr  plulòt  qu'  elles  soat  toutes  également 
déterminéea  tant  pour  la  forme  que  pour  l'aire,  mais  que  le  cas  de  la  coQchoIJe 
et  tic  l'fayperbole  nous  écbappe  pour  rinsulllsance  de  nos  facullés  7  Dans  cetto  al- 
ternatile je  croia  qu'it  l'exemple  de  H.  Gantor  il  faut  opter  pour  la  deroièrc  opl- 
Dion  ('J. 

46.  ToutefoÌB  ,  quand  ,  en  parlant  de  i<randeurs  et  de  quantilés  ,  on  se  sert 
da  mot  ivfint,  il  faut  y  attacher  une  signiflciition  précise.  C  est  ce  qui  n' a  pas 
tonjoura  lieu  ;  on  ne  faìt  pns  toujours  une  dìstinctìon  nette  entre  ì'inftni  et  l' il- 
limUé ,  et  par  là  on  court  le  danger  de  s'embrouiller  quelquetois,  comme  il  rc3- 
sort  dea  exemples  suivants,  ou  l'on  se  scrt  égaleraent  du  mot  inflni  : 

a)  L'ensemble  des  points  contenus  dans  une  portion  bien  déterminéo  d'un 
eipace  d'un  nombre  quelconque  de  dimensions,  p.  e.  diins  la  plus  simple  de  toutes 
une  droite  de  longueur  donnée,  le  continuum  lineare  enfln  ; 

^)  La  longueur  d'une  droite  prolongée  à  l'inGni  d'un  cdlé;  et 
Y)  L'aìre  d'un  octant  hyperbolique  (ou  d*ime  bande  conclioiJalc). 
Dans  le  premier  cas  l'ensemble  dcs  points,  dans  le  second  celui  des  unités 
linéaires  et  dans  le  deraier  celui  des  unités  planes  sont  communément  désignés 
par  la  méme  qualiflcation  ;  on  les  considero  généralement  comme  des  quanliiéa 
iafinìes  et  comme  appartenant  à  la  méme  espice,  Vinfiniluin  polenlia,  l'in&ni  in- 
détcrminé  et  ìndéterminable. 

47.  Pourtant,  en  y  regardant  de  plus  près,  ces.  trois  ensembles  préicntcnt, 
abstraction  faite  de  la  sature  des  unités,  des  diflérences  très-marquées  .  surtout 
en  ce  qui  regarde  leur  dcgré  de  détermination. 

o)  S'il  est  permis  de  dire  qu'un  segment  de  droite  conlienl  un  nombre 
inflni  de  points,  puisqu'en  effet  il  en  vonticnt  plus  qu'un  nombre  quelconque  peut 
en  indiquer,  il  n' en  est  pas  de  méme  quand  on  dit  que  ce  segment  se  compose 
d'un  nombre  inflni  de  points  et  qu' après  cela  on  ciUre  en  spéculations  sur  ce 
nombre. 

Pourtant  Bolzano  (*)  et  M.  Cantor,  ce  dcrnier  surtout,  ont  dévcloppé  des 
considératìons  sur  ce  nombre,  aprÈs  rn  avoir  Tonde  la  notìon  sur  la  déOnition  d'un 


(*)  L' aire  de  l' octant  hyperbolique  correapoad   an  premier  nombre  transfini , 
qne  H.  Cantor  a  désigné  par  u. 

(•*)  Paradoxien,  §§  38  et  sa.  Math.  Ann.  T.  21,  pp.  572  et  ss. 
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continuum,  entendant  par  ce  dernier  un  continuum  do  points.  Or,  quoi  qu'en 
dìse  H.  Cantor  (*)  la  notion  de  la  coiUinuUé  est,  corame  les  notions  du  tempi 
et  <te  l'cspncc,  de  cclles  qui  ne  peuvent  étrc  ramenées  à  itucune  autre  et  qui  p.  e. 
ne  sont  pag  susceptibles  d'étre  déflaieB.  Tout  essai  de  déHnition  reste  nécessaì- 
rement  incomplet  et  en  aiTaiblit  le  sens  ;  partant  la  rcprésentation  qu'on  se  bit 
de  l'ensemble  des  points  contenus  dans  un  espace  complètement  limite,  p.  e.  dioi 
un  segment  de  droite,  ne  saurait  ètre  qu'incomplète  qusnd  elle  est  basée  sur  une 
déiìnition  préalable  de  la  contìnuité,  puisqu'ellc  ne  comprend  pas  cet  ensemble 
dans  tonte  sa  plénitude  (*'). 

Dire  qu'une  ligne  se  compose  de  pointa,  le  nombre  en  soit-ìl  infini,  c'est  dire 
en  méme  tcmps  qu'un  point  est  une  partie  d'une  ligne,  assertion  évidemment  fousst, 
quoiqu'on  la  trouve  souvent  formulée,  surtout  en  métaphysique  (***)•  G'estqu'uii 
point  et  une  ligne  sont  des  grandeurs  d'  un  ordre  dilTérent  et  pour  cotte  raiun 
ils  n'admettcnt  point  de  comparaison  quant  au  nombre ,  c.à-d.  quant  au  rspport 
géométrique.  L'*  dìfférence  entre  eux  découle  de  leur  essence  ;  elle  n'  est  pu  de 
nature  qunnlitatiie  mais  de  nature  qualitative. 

48,  P)  Il  en  est  tout  autrement  pour  ce  qui  concerne  la  longueur  d'une  droite 
prolongée  à  l'infini  d'un  coté.  Quoique  leur  rapport  géométrique  solt  inBni,  tette 
droite  et  l'unite  linéaire  sont  des  grandeurs  de  mfime  espèce  et  &  l'ensemble  des 
unités  contcnues  dans  cette  droite  corrospond  un  nombre,  quelle  que  soìt  d'ail- 
leurs  la  nature  de  celui-ci.  Tandìs  qu'il  est  évidcnt  qu'ou  ne  saurait  engendrerle 
continuum  le  plus  petit  par  la  jiixtaposition  de  points  (*"*),  cette  opéntioo  tiA- 
elle  continuée  à  l'infini,  toute  droite  de  longueur  donnée  s'obtient  par  la  ju\U- 


(*)  Math.  Ann.  T.  21,  p.  574. 

(**)  Dans  tonte  défiaitioD,  qn'elle  aoit  aommaire  comme  celle  de  U.  Hankal 
(Math.  Ann.  T.  20,  p.  71.-Art.  Grenee  dans  l'Encyclopédie  de  M.  M.  Erach  et 
G-raber]  et  de  Bolzano  oa  élaborée  comme  celle  de  M.  Cantor,  la  condniuiJ 
figare  implicitement  comme  le  limite  d'un  état  interim ttent  dont  les  interraUes,  toni 
en  augmentant  en  nombre,  décroìasent  indéfinimeiit.  Or,  definir  qnelqne  chose  connu 
une  limite,  c'est  ee  conteoter  bon  gre  mal  gre  d'une  de  ees  proprìétéa  accìdenleUn 
saiis  toncber  &  l'esaence.  C'eci  ne  veut  pas  dire  pourtant  qn'nne  ielle  définition  d> 
aanrait  snfBre  gónéralement  ponr  l'usage  qu'on  se  propose  d'en  faire.  Los  obaem- 
tions  de  U.  Uilhaud  concemant  les  Mathématiqaes  et  la  théorie  de  la  conniia- 
Bance  s'appliquent  encore  &  ce  sujet. 

{***)  Paradoxien  ,  §  38. 

(•♦**)  Fonrtaot  Bolzano  est  d'une  opinion  oontraire,  Paradi^itn,  p.  75-76' 
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posttioD  d'anités  Itnéaires,  et,  eo  la  contìDuant  àriofloi  (*),  on  obtient  une  droite 
prolongée  jodéfiniment. 

Il  ii'y  a  dono  rien  de  contradrctoire  qu:ind  on  dit  que  celle-ci  se  compose 
d'un  nombre  inflni  d'unités,  en  d'autres  termes  que  sa  longueur  est  inllnie. 

49  Tf)  Pour  l'aire  de  l'octant  tiyperboliqae  le  domaine  de  l'arbitraire  se  ré- 
trécit  encore. 

Tout  secteur  du  premier  quartier  peut  étre  oonstruit  pur  la  juxtapositJon  de 
seeteurs  équWalents  dont  l' aìre  est  cbolsie  comma  unite  piane  et  dont  la  forme 
est  déterminée  par  son  rang  dans  la  sèrie.  Lorsqu'on  veut  construire  de  la  méme 
manière  l'octant.  on  s'aper^oit  (aidè  par  le  calcul)  qu'on  ne  peut  y  arrìver,  méme 
en  ajoutant  indéflniment  de  nouveaux  socteurs-unités  aux  précedents  et  l'on  en 
coDclut  que  son  aire  ne  peut  ètre  exprimée  par  aucuti  nombre  déterminè ,  ou 
qu'elle  est  infinie. 

Pourtant,  toute  comme  une  sèrie  dont  les  termes  sont  en  nombre  déterminè, 
la  sèrie  de  secteurs-unitès  dont  se  compose  l'octant,  est  complètement  déterminée 
et  par  la  gnndeur  des  termos,  et  par  le  point  de  dépnrt  (l'uxe  des  X  qui  déter- 
minè la  position  du  premier  terme),  et  par  le  point  d'arrét,  c.à.d.  la  diagonale 
qui  la  termine.  Seulement,  en  partant  de  l'un  des  bouts.  il  est  irapossible  d'attein- 
dre  l'autre,  et  l'ablme  qui  séparé  ceux-ci  ne  peut  ètre  combié. 

50,  La  difTérence  entro  ce  dernìer  cas  et  le  précèdent  saute  aux  yenx .  La 
droite  inllnie  est  comparable  à  la  mer;  il  est  impossìble  pour  celui  qui  se  trouve 
au  rivage  de  se  représenter  toute  son  étendue  ;  e'  est  en  vain  qu'on  se  demaode 
s' il  ;  a  un  au  delà  ou  si  sa  surface  n'  a  d'autres  boroes  que  l'horiioD  du  specta- 
teur  (**).  Au  contraire,  pour  l'octant  hjperboiique  comme  aussi  pour  la  bande 
Goncholdale,  Tidèe  de  l'illimité  s'évanouit;  ceux-ci  sont  comparables  à  un  ablme 
insoadable,  dont  on  apertoli  parfaitement  les  deux  bords;  seulement  ceux  ci  sont 
trop  éloìgnès  l'un  de  l'autre  pour  le  franctiir  et  son  immense  profondeur  empéche 
d'y  descendre  d'un  c6té  pour  remonter  ensuitc  au  bord  oppose.  Pour  les  bandes 
détennìnèes  respectivemcnt  par  nne  strophoifde,  une  cissolle  et  une  logarithmique, 
l'image  d'un  précipìoe  s'y  applique  ègalement ,  k  cette  ditTérence  près  que,  les 
bords  étant  plus  proclies  l'un  de  l'autre,  le  calcul  fournit  un  vétiicule  pour  atlein- 
dre  le  c6té  oppose. 

51.  Ces  troia  exemples  montrent  clairement  comment  il  faut  distinguer  les  ac- 
ceptioos  du  mot  in/Ini. 


(•)  In  infinitum  on  plntót  in  indeftnitum.  Kant,  Kritik,  p.  414. 
(**)  Comparez  Kant,  Kritik,   etc:  Elomentarlehre ,   IL  Theil.  II,   Abth.   II. 
Buch.  n.  Hanptst.  9  Abscha.  I  AuftOaung ,  etc. 
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On  pcut  appcior  infinie  une  quantité  : 
1.0  quand  il  est  évident  à  priori  qu'elle  n'&  pas  de  bornes,  qu' elle  est  ab- 
solument  ilUmilée  ; 

ì."  quand  on  ne  sauruit  s'imngìner  qu'elle  soit  lìmitée  d'une  manière  ou 
d' une  autre  ;  et 

3.*  quand  elle  est  bicn  limilée  et  quaud  elle  forme  un  entier  léritable,  saat 
qu'il  soit  possible  pourtant  de  la  construire  par  la  synthèse  d'unités 

La  première  espèce  d'injini  répond  à  ce  qu'on  entend  par  rinjinìfufn  atììi, 
et  c'est  d'après  cette  conception  que  H.  Hankel  qualifle  d' actuellement  inOnie 
la  quantité  des  points  contenue  dans  le  continuum  lineare  (*) ,  puisque  cette 
quantité  est  en  effet  ìllimìlée.  C'est  rigourcusement  exact,  mais  quand  on  *a  plus 
loin  et  qu'ayiint  en  Tue  cette  espèce  d'inGnitè.  on  parie  d'une  giandeur  actuelle- 
ment inQnie  ou  d'un  nombre  actuellement  infini,  on  se  sert  d'une  cxpressions  qui 
est  contradictoire  en  elle  méme.  Gar,  le  nom  de  grandeitr  désignant  qiielque  chose 
qui  est  susceptible  d'augmentation  et  de  diminution  (**)  et  le  mot  nombre  étaot 
vide  de  sens  quand  il  ne  se  rapporte  pas  à  une  entité  à  laquclle  sont  inbérenis 
un  commencement  et  une  fin ,  des  limites  enfin ,  on  ne  peut  accoupler  aux  idées 
exirimées  par  ces  mots  l' idée  de  Vinflni  selon  la  première  conception  ,  puisque 
l'idée  de  l'illimilé  exclue  tant  les  bornes  que  l'augmentation  et  la  dimìnution. 

Donc  un  infini  de  cette  nature  est  tout  k  Tait  en  dehors  du  donaìne  des  Ha- 
thématiqucB  qui  se  rapportent  exclusivcment  aux  grandeurs  ,  au  point  de  vue  de 
la  forme,  du  nombre  et  de  la  mesure  idées  auxquelles  répugne  également  l'illiniilé 
absolu  ("■). 

La  deuxième  espèce  d'inani  est  ce  qu'on  appelle  propement  l'i'n  finitum  jio- 
teiiUa,  et  l'étendue  de  l'espace  en  general  comme  la  longueur  d'uneédroìte  pro- 
longée  à  l'infini  en  fournissent  des  exemples.  C'est  l'jnfini  indétermìnu  et  indéter- 
minable,  parceque  l'esprit,  ignorant  s' il  y  a  des  bornes  dont  il  ne  pet  s'  en  aper- 


(*)  e  Daas  diesem  Begriffe  (eine  unandliGhe  Vielheit  von  Punkteo)   etne  Eea- 

<  litilt  entspricht,  sud  wirklich  (actu)  uaeDdlich  viele  Punkte  z.  B.  in  eiuem  jeden 
«  endlichen  Liiiìenstttcke  vorhandeo  sind  ,  •  •  .  bedarf  Keiner  weìteren  AnaeiMii- 
«  dersetzung  ».  Art.  Qrenze  dans  l' Encyclopédie  de  U.  M.  Erach  et  GmbBr, 
T.  90,  p.  189. 

(*"*)  e  Die  EigQuchilinliclikeit  eines  Begriffs,  welche  ihn  eines  Kehr  oder  llin- 
e  der  der  Verwirklichang  iihìg  macht,  nennt  man  GrCisse  >.  Funcke,  Orundta- 
gen  der  Raumviissenschaff,  Leipzig,   1882,  p.  2. 

(***)  <  nur  dasJBTiige,  woftir  ein  Mass  gefandea  iat ,  derart  daas  es  durck  eioe 

<  benannte  Zahl  ausgedrllckt  werden  kann,  iat  mathematisctier  Beliandlung  zagin- 
«  glich  »,  lìiid.  p.  2. 
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cCToir  ou  si  clles  inanquent  elTectivement,  ne  peut  se  les  représenter  et  se  refuse 
i  rcconnattre  leur  eiisteoce  (*). 

Reste  la  troisième  espèce  qui  satisfaìt  k  la  déQnitìon  conarae  k  l'idée  de  l'ìn- 
fiai  (**)  et  doDt  l'octant  hyperbolique  fournìt  un  exemplc  ,  mais  pour  Icquelle  le 
mot  infìni  ne  saurait  garder  Bon  sens  littéral ,  parcequ'elle  comprend  dcs  quan- 
tités  qui  sont  tout  aussi  bien  limitées  que  Ics  quantités  flnies;  aeulement  ces  quan- 
tìtés  dépassont  toutc  mesure.  Dans  cette  acception  l'idée  de  L'tn/Eni  peut  aussi 
s'appliquer  à  dea  nombres  et  à  dcs  grandeurs  quelconques,  et  c'est  donc  de  cctte 
inaniòre  qu'il  faut  interpréler  des  expressions  comme  un  nombre  aclueUement 
itifini,  etc. 

Comine  celte  notion  dilTère  toutefois  essentiellement  de  la  première,  l' empiei 
du  méme  nom  d'tn/ini  aclaet  ne  peut  causer  que  de  l'ambigulté,  et  c'est  une  heu- 
reuse  pensée  de  H  Gaotor  d'avoir  créé  le  mot  iranr^ni  qui  en  exprime  t>i  bien 
la  nalure.  On  peut  de  la  sorte  appliquer  l'appellation  d'in/irtj  actuel  aux  quantités 
sans  bornes  possibles. 

5-2.  Tout  ce  qui  a  été  dit  de  l'octant  hyperbolique  ou  de  num  tgh  I  s'appli- 
que  aussi  aux  secteurs  dont  la  tangente  surpasse  l'unite.  Comme  ces  flgures  dif- 
fèrent  non  seulement  qunnt  à  la  Torme,  mais  qu'elles  sont  èvidemment  de  gran- 
deur  difTérente,  comme  la  ligure  l'indique,  on  peut  en  couclure  qu'il  esiste  toute 
une  famille  de  gran^leurs  transQnies,  plus  riche  que  celle  des  nombres  finis,  puis- 
qae  ceux-ci  ne  s'étendent  pas  au  delà  du  premier  quartier.  Les  numbros  qui  y 
correspondent ,  ressembleat  aux  nombres  ìrrationnela  en  ce  qu'il  est  iropossible 
de  fixer  leur  rapport  à  l'unite .  quoique  dans  les  deux  cas  la  cause  de  cette  im- 
possibililé  ne  découle  pas  de  la  memo  source.  Tous  les  deux  échappeot  &  la  me- 
sure usUée  ;  si  les  uns  sont  hors  meaure,  Ics  autres  sont  outrs  mesure  ;  les  uns 
sont  tncontTneiisuroòIes,  les  autres  immenscs. 


(*)  Comparez  la  première  antinonue  de  Kant  dans  sa  Critiqw  de  la  rat- 
san  pure. 

(**)  <  Der  wahre  (ttanscendentale)  Begrìfif  der  Unendltchkeit  ist:  daas  die 
e  successive  Synthesis  der  Einheit  in  Durchmessusg  eines  Quantum  niemals  tdI- 
«  lendet  sein  kann.  Dieses  enth&lt  dadnrch  eine  Uenge  (rou  gegebener  Einheit), 
«  die  grOsser  iat  aia  siile  Zahl,  welcbes  der  mathematische  Begriff  des  Unendlichen 
e  ìBt  >.  Kant,  Kritik  etc.  p.  858. 
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S  XII.  De    l'addition. 

$3.  C  est  une  opinion  très-répandue  que  l'addition  est  une  opération  essen- 
liellement  commutative  (*)  bormis  les  cas  où  elle  ne  peut  avoir  qu'une  signifl, 
cation  symbolique,  comme  p.  e  quand  il  s'agit  de  quantités  complexes.  La  cause 
en  est  qu'on  ignore  généralcment  in  dilTérence  entre  la  puissance  d'un  ensemble 
d'unitéi  et  de  son  nombre  idéal  (**),  ou  qu'on  ne  s'en  rend  pas  compte.  OomiDG 
toutefois  cotte  difTérencc  e\iste  réellement,  cette  opinion  est  ìnexacte  et  e' est  le 
grand  inerite  de  H.  Cantor  d'avoir  constaniment  maintenu  ce  dualismo  dans  sei 
recherches  sur  l'in  Uni ,  d'en  avoir  précise  le  sens  (***}  et,  partant  de  li,  d'aioir 
exposé  le  caractère  essentiel  des  opérations  aritbmétiques  (****). 

La  synthèse  d'un  ensemble  btett  ordonné  (*)  doit  s' elTectuer  en  general  sui- 
Tant  une  loi  déterminée  et  dans  un  ordre  donne  ;  dans  la  sèrie  de  ses  élémenb 
il  y  n  un  terme  ìnìtial  et  un  terme  linai.  Or,  le  caractère  essentiel  de  l'addition 
eottsiste  en  ce  qu'un  ensemble  bien  ordonné  doit  étre  uni  à  un  autre  do  Ielle  ma- 
nière que  les  deux  séries  A  et  6  de  lours  éléments  n'en  Torment  qu'une  sculc,  et 
que  dans  cette  dernière  le  premier  terme  de  la  séri(>  A  suit  immédiatement  le  der- 
nier  terme  de  la  sèrie  B  ou  inversement  (*).  En  d'  autres  termes ,  le  caractère 
propre  de  i'ad'lition  consiste  non  dans  la  fasion ,  (*>  mais  dans  la  iuxlaposUion- 
et,  celle-ci  n'étant  pas  nécessaìrement  commutatire,  l'addition  ne  l'est  pas  non 
plus.  Elle  ne  le  sera  que  dans  quelqucs  cas  particuliers,  e.  a.  là  où  il  ne  s'igit 
que  d'ensembles  composés  de  parties  symmétriques  et  dont  pur  conséqucnt  la  syn- 
thèse peut  s'accomplir  en  dcux  sens  inverses.  On  trouve  des  exemples  de  cescn- 
scmbles  dans  Ics  arcs  et  les  secteurs  de  ccrcle  et  dans  les  enscmbics  linéaires 
parmi  lesquels  il  faut  ranger  en  premier  lieo  les  nombres  de  raritbmétique. 

Au  contraire,  quand  il  ne  s'agit  que  de  la  puissance  do  l'ensemble  qui  résulle 


(*)  Cette  opinion  est  ezprimée  d'ano  manìÀre  toat  &  &U  ezplicite  par  M.  Fnn- 
cke.  Yoir  ses  Orundlagen,  etc.  §  9. 

(••)  J'fti  substitné  cette  sppellation,  adoptée  plus  tard  par  M.  Cantor,  an  mot 
nombre  qu'  il  emploie  dana  les  Ada  M(Uhematica  et  qui  me  parali  présenter  quel- 
que  ombignlté. 

(••*)  Zur  Lehre  vom  Trantftniten,  Halle  1890,  pp,  56-76. 

(****)  Ibid.  p.  76. 

(*)  Voir,  pour  la  définition  d'un  tei  ensemble,  les  Atath.  Ann.  T.  21,  pp.  518  et 
ts.  Toir  ansai  Zur  Ltkre  vom  TrantjiniUn,  pp,  66  et  88. 

(*)  Ibid.  p.  7fl.  Comparez  aossì  Pancke,  Qnmdlagtn  etc.  p.  8,  §  9,  al.  1. 

(*)  Funcke,  Qrundlagm,  etc,  p.  8. 
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de  raddition  de  dcux  aulres.  la  loi  de  commutation  ne  chimo  jamais  (•>,  et  Topi- 
nion  erronnée,  signalée  plus  liaut,  conccrniint  le  caractère  de  l'addition  provieni 
principalement  de  ce  qu'on  ne  l'applique  qu'à  des  nombres  finis,  c.à.d.  il  dea  on- 
semblcs  linéaires,  pour  lesquels  les  notìons  do  puissance  et  do  nombre  idéal 
coTncident, 

54.  Héme  dans  le  dernier  cas  il  n'est  pas  toujours  possible  de  faire  l'addition 
dans  un  ordre  arbitraire,  ni  de  se  représenter  une  somme  indépendante  do  l'ordro 
de  863  partics,  et  cela  à  cause  de  circonstancea  dont  l'origine  se  trouve  dans  le 
Dombre  idéal  des  partics.  Par  excmple,  pour  obtenir  la  sommo  do  deux  quantités 
d'eau,  dnnt  l'une  so  trouve  dan'^  un  vasc  quclconque  et  dont  l'autre  est  la  mer , 
on  ne  peut  évidemment  opérer  qu'en  considérant  la  dernière  partìo  comme  ì'au- 
gcnde  et  la  premiere  comme  Vaddende,  puìsqu'il  est  bien  possible  d'ajouter  à 
l'océao  U  petite  quantité  de  liquide,  tandis  que  la  réciproque  est  impossibie;  ainsi 
cette  addition  n'  est  pas  commutative. 

Il  en  est  de  luéme  pour  l'addition  d'un  sectcur  transflni  du  carré  hyperbo- 
lique  et  d'un  secteur  appartenant  au  premier  quartier. 


Prenons  par  exempte  le  secteur  XOA  du  3"™  et  le  secteur  XOB  du  premier 
quartier.  Il  est  facile  d'ajouter  à  XOA  ce  dornicr  aprèa  l'avoir  transformé  en  sorte 
que  son  rayon  initìnl  est  dovenu  égal  à  0\,  tandis  qu'on  ne  saurait  ajouter— c.à.d 
juxtaposer-le  secteur  XOA  à  XOB.  En  effet,  la  transformation  nécessaire  est  tou- 
jours possible  parce  que,  l'aire  XOB  et  la  rayon  OA  étant  donnea,  l'angle  AOD  du 
secteur  transformé,  et  par  suite  la  figure  AOD  en  cntier,  se  trouvent  determìnés, 


(*)  Zar  LeJire  vom  Tratttfiniien,  p. 
TOL.  xxxm. 


i9,  avant-demière  règie. 


,y  Google 


)(  346  )( 

commc  l'apprend  In  calcai  integrai.  Il  n'en  est  pas  de   mèmc  pour  les  seeUurs 
transCnis  qui  ne  se  prétcnt  pas  aux  cnlcula  conous. 

Rcmarqiions  quo  pour  les  sectcurs  transflnis  commc;  pour  l'escmple  de  Ih  nKr, 
la  loi  de  commutulion  fait  défaut,  non  pas  parcc  qu*une  commutation  dnns  l'ordre 
de  l'opération  entrainerait  un  resultili  rtifférent -ce  que  nous  ignorons  -  ,  mail 
parce  qu'on  ne  pcut  se  repróseoter  l'opération  eHectuée   que  dans   un  seul  bcdì. 

$  XIH.  Formules  d'additton  et  de  aouBtraotion  relativee  aux  quartiere 
aupérieurs. 


SS.  Pour  les  secteurs  hyperboliques  nous  fcrons  usage  des  mémes  notatìoni 
que  nous  avons  employées  pour  les  rayons  et  nous  étendrons  la  signiflcntiondu 
exprcssions  coTnp(émenI,  aupplémenl ,  etc  (n".  6-9),  qui  n'ont  été  déflnies  que 
pour  des  rayons,  aux  sectcurs  correspondants.  Si  deux  secteurs  ii^  et  B,  appar- 
tienncnt  respectivement  au  second  et  au  premier  quartier,  leur  somme  X  est  da 
second  quartier,  et  le  coinplémeiit  Xc  de  celui-cl,  qui  est  du  premier,  satisfatti 
la  condition 


comme  il  ressort  immédiatcment  de  l'inspection  de  la  figure  (comparei  leu'  13). 
Il  s'ensuit,  d'apròs  les  formules  relatives  au  premier  quartier  (n**  34),  que 

sinh  {A,  +  £,)  -  sinh  At  cosh  B,  -  cosh  A^  sinli  £, , 

et  l'on  volt  que  les  formules  9-20  des  numéros  13-lS  s'appliquent  aux  sectean 
du  second  quartier,  sane  qu'il  soit  nécessaire  d'attribuer  un  sens  symbolique  tui 
signes  des  opérations.  Pour  les  secteurs  on  a  donc 

/  sinh  (Al  ±  Bf)  =  sinh  At  cosh  B,  7  cosh  A^  sinh  £, 
1  cosh  (At  ±  Bt)  =  cosh  At  cosh  B,  T  sinh  A,  sinh  B, 
tgh  At  T  tgh  B, 


„„..  , .    .  D  ^     coth  At  coth  B,  T  l 
coth  (A. ± B.)  =  — — ■*  ^  -    .  -. — 
i  ^  »i    «.'      cotU  B,  T  coth  ^, 
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/'slnh  {At  -  St)  =  sinb  Ai  cosh  B^  -  cosb  A^  sinli  ir, 
l|  cash  (i4,  -Bt)  =  -  cosh  Aj  cosh  S^  +  sinh  At  sinh  £, 

tghU,-B,)---j-— ^^-^^_- 


colh  Bt  -  cotli  ij 

56.  Par  Ics  formules  (A)  un  volt  quo  l'addition  ile  deux  sectcurs  appartenant 
respectivement  au  premier  et  uu  sccond  quartìer  ii'est  paK  commutative,  et,  en 
comparant  les  formules  soustractives  (A)  aux  formules  (B)  on  volt  que  la  soustrac- 
lion  ne  l'est  pas  non  plus,  c.à.d.  qu'on  ne  peut  i^cbanger  le  diminuende  et  la  dif- 
férencc  s&ns  altérer  Ics  formules.  Elles  conjlrmcnt  dono  los  cotisidérations  du  n"  54 
et  les  résultats  obtenus  par  H.  Cantor.  La  somme  X  éttmt  du  mème  quartìer 
que  le  secteur  A^ .  il  est  clair  que  celui-ci  est  l'auffende  et  que  B,  est  l'addende; 
e' est  ce  qui  est  conllrmé  d'ajlleurs  par  la  figure  de  la  p.  345,  quoique  dans  cel- 
le-ci  l'augende  appartienno  au  Iroisièmc  quartìer. 

Il  importe  encore  d'observer  que,  la  dilTérciice  de  deui  secteurs  transflnis  du 
secood  quartìer  appartenant  au  premier  et  se  trouvant  parfaìtement  déterminée 
{par  les  formules  (B)  ) ,  ces  secteurs  se  dìstìnguent  essentiellement  sous  ce  rap- 
port  des  grandeurs  potentiellement  inllnies. 

57.  Les  formules  relatives  aux  autres  quartiers  n'olTrent  pas  de  dilScultés. 
Elles  g'obtiennent  de  la  méme  manière  que  celles  du  n"  SS  et  elles  sont  confor- 
mes  de  tout  potnt  à  celles  des  n'  16  et  17. 

§  XIT.  Formules  relatives  aux  seoteurs  oardinaux. 

58.  Par  des  secfeurs  cardinavx  j'entends  ceux  qui  correspondeat  aux  rayon 
cardinaux  ;  ils  scront  désignés  par  la  lettre  S  alfectée  du  méme  ìndice  que  le 
quartfer  où  ils  se  trouvent. 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  de  rccourir  aux  formules  déjà  trouvées,  il  ressort 
immédiatement  de  la  figure  que 

et  réciproquement 
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On  trouTD  de  méme  &  raidc  de  la  figure  les  formules  algébriques  correspondaDles 
à  toutcs  Ics  formules  sfmboliqucs  du  ii°  18. 

59.  Les  secleurs  Ciirdinau\  se  distinguent  des  autres  Eccteurs  en  cequeleur 
Torme  partìculière  Ics  rend  plus  aptes  d'étre  soumis  auz  opérations  de  l'addìUon, 
de  la  soustraction  et  de  la  mulliplication. 

En  cffct,  il  est  clair  que  dcux  flgurcs  géométriques,  qu'elics  soìcnt  de  gran- 
deur  finie  ou  inQnie  et  quoi  qu'on  ponse  d'ailleurs  du  nombre  d'unités  plaoes  dont 
clies  se  composcnt,  sont  égaics,  unt  im^me  puissancc  et  mèmc  nombre  idéal,  lors- 
qu'elles  sont  superposables  (*).  De  mi^me  une  lik^urc  composée  de  deux  parlìessn- 
perposablcs  est  pour  te  nombre  Jdéal  le  doublé  de  ctiacune  de  celles-cì,  etc. 

Atnsi  le  secteur  cardinal  Sf  est  égal  à  un  quartier  et  il  est  le  doublé  d'un 
octaiit  ;  le  secteur  S,  qu'  on  peut  obtenir  en  juxtaposant  S,  à  lul-uième  ,  est  le 
doublé  de  S^,  etc.  et  l'on  a  en  general 

S»„+.  =  (in+l)S. 

formules  qu'on  peut  résumcr  en  une  seule  : 

Le  secteur  8,  est  égal  à  zèro,  comme  il  ressort  également  de  la  figure  et 
des  formules  précédentes. 

§  XV.  FormulBB  généralee. 

60.  Tout  secteur  tninsfini,  à  quel  quartier  qu'il  appartienne,  se  compose  d'un 
secteur  cardinal  augmenté  ou  diminué  d'un  secteur  Ani  ou,  ce  qui  revient  au  mème, 
il  est  la  somme  d'un  secteur  cardinal  et  d*un  secteur  Qni  posilìf  ou  négatif. 

Il  en  suit  que  la  somme  et  la  dilTércnce  de  dcux  secteurs  transfinis  quelcon- 
ques  Ap  et  B^  peuvent  s'obtenir  immédiatement  quand  or  les  decompose  eo  S^H, 
et  S,  +  B^. 


(*)  «  Gleich  sein  belsst  vertaueohbar  sein.  »  Funoke,  GruwUagen,  p.  ^^ 
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En  choioUaant  A^  pour  ì'augende  et  B,  pour  i'addendc  et  cn  supposant  que 
l'opératian  se  lasse  de  gauche  h  droile,  on  aura,  l'addìtion  et  la  soustraction  étant 
egsentiellement  aasociatiTes  (*) , 

ip  +  Bj=Sp4  J,  +  S,  +  B,. 

Cette  formule  signifie  que  pour  obtenir  dp  +  B,  il  faut  d'abord  ajouter  J,  & 
Sp,  puis  S,  à  cette  somme  partielle  et  enCn  fi,  à  cette  dcrnière  somme.  Il  im- 
porte d'observer  que  de  cette  manière  l'opération  ne  peut  ètre  effectué  par  con- 
structioD  dans  la  figure.  Or,  d'iiprès  la  lot  d'association  on  a 

Sp  +  ^,  +  S,  +  B,  =  Sp  +  {Ai  4-  S,}  +  B, 

e.  à.  d.  qu'on  pfiut  tout  de  suite  ajouter  la  somme  de  <t,  et  de  S,  i  S^  au  lieu 
de  les  f  ajouter  auccessivement.  Mais  la  somme  de  i,  et  de  S,  ne  peut  étre  obtenue 
qu'en  conaidérant  5g  comme  l'augende  (n"  Si),  et  il  faut  doac  l'exprimer  par  S^+^i, 
d'où  il  suit  que  nous  ne  pouvons  obtenir  la  somme  de  A,,  et  de  B,  qu'eu  écban- 
geaot  les  parties  moyennes  et  qu'il  faut  l'écnre  comme  suit 

Jp  +  B,  =  Sp  +  S,  +  ^»  +  B, 

ou ,  en  vertu  de  la  loi  d'association , 

4p+B,  =  {Sp  +  S,)  +  (4,  +  B,). 

C'est  de  cette  manière  seulement  qu'on  peut  effectuer  dans  la  figure  l'add  ition  de 
&f  et  de  Bg ,  et  la  deroiére  formule  seule  peut  fournir  la  formule  trigonométrìque 
qui  s'y  rapporte. 
Od  a  de  méme 

A,-Bg  =  iS^-3^  +  {A,-Bi). 

Les  formules  trigonométriques  correspondantes ,  qui  diffèrent  selon  que  les 
ìodices  p  et  4  sont  pairs  ou  impairs ,  de  méme  espèoe  ou  d'espèce  differente  , 
sont  Ics  mémes  que  celles  du  §  TU  ,  aui  signes  pfòs  qui  ne  sont  pas  symboli- 
ques.  On  peut  facilement  s'en  convaincre  à  l'aìde  de  ce  qui  a  été  établi  au  n"  17 
et  dans  le  $  XIII.  Cette  marche  est  analogue  à  celle  qui  a  été  suivie  dans  le 
$TII. 

Il  est  égalemeut  facile  de  Yérifier  dans  la  figure  que  l'indice  de  ,4^  +  Bj  est 
égli  à  p  +  g  -  1  et  que  celui  de  dp  -  B,  est  p  -  g  +  I  {"). 


(*)  Zar  Lehre  uom  Transfitiiten,  p.  76. 
(**i  Voir  la  derniàre  alinea  du  n»  22. 
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61.  Scmarquons  en  outre  que  les  formules  d'addition  sont  commutatiTeadam 
les  cas  où  les  indices  sont  de  méme  espèoe,  soit  pairs  soìt  impalra  (*>,  pu'isqne 
la  commutation  des  deux  piirties  ne  change  pas  la  tangente  de  la  somme,  ni  pat 
conséquent  la  somme  elle  méme.  Ce  n'est  pas  le  cas  pour  deux  secteurs  iiodìces 
d'espèce  differente  puisqu'alors  chacun  dea  deux  a  sa  place  désigsée  d'avance  daiu 
la  formule. 

Pour  en  conclure  que  l'addition  elle  mSnie  n'est  pas  commutative  danBceeis, 
il  faudrait  d'abord  chercher  ce  qu'on  obticndrait  en  écliangeant  l'ordre  des  par- 
ties.  Or,  l'opération  ne  pouvant  étre  elTectuée  que  d'une  seule  manière,  notsm. 
ment  en  décomposant  les  parties  pour  les  assacìer  ensuite  d'une  manièro  conTc 
nnble,  cette  conclusion,  vraic  ou  fausse,  ser.ut  prématurée.  Js  m'abstiendrai  doae 
d'énoncer  la  moindre  bypolhèse  à  cet  égurd  (voìr  la  rcmarque  du  n°  54). 

§  XVI.  De  la  duplioatìort  et  de  la  bissection  dea  secteurs 
hyperboliques. 

62.  Les  formules  de  duplication  et  do  btsseciion  relatives  au  premier  qaar- 
tier  sont  colles  de  Lambert,  et  pour  les  autres  quartiers  les  premières  sz  ài- 
duìsent  immédiatement  des  formules  d'addition.  Les  resultata  sont  conform*!!  ì  co 
qui  a  été  trouvé  dans  les  no»  26  et  27. 

Pour  obtenir  des  formules  relatives  à  la  bissection  de  secteurs  transflois,  con- 
sidérons  d'abord  les  quartiers  impairs,  dont  les  secteurs,  qui  sont  de  la  forme 

^.„*t  =  S,,^.,  +  A, 
sont  suBceptibles  de  bissection,  puisque 

*!»+)  =  2  5»+i. 


I  ì  1 

La  formule  trigonométrique  oorrespondante  dépend  de  l'indice  2n  +  l,  q» 
pcut  étre  de  la  forme  iA  +  1  ou  4/i+ 3  ;  on  la  trouTera  pourtant  conforme  i (3S) 
dans  le  premier  cas  ei  à  (3S)  dans  le  second. 

Pour  la  bissection  des  secteurs  pairs  il  faut  que  nous  nous  occupions  d'abord 
de  ceux  qui  correspondcnt  aux  diagonales,  ce  qui  exige  un  paragrapbe  special- 


(*)  Voir  le  n"  24. 
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{  XVII.  Lea  seoteurs-limìtes  * 

63.  Revenons  &  l'octanl.  On  a  tu  (n"  3S-39}  que  l'aire  de  cette  figure,  cunsi- 
dérÉe  cDiome  le  deroier  sectcur  du  1"  quartter,  ne  subit  aucun  chanj^einent  quand 
OD  la  diminue  d'une  quantìté  flnie  .i, ,  et  que  le  résultat  demeure  indéterminé 
quand  od  la  diminue  d'une  quantité  égale  i,  elle-niéme. 

On  trouTe  de  mème,  l'aire  de  l'octant  étant  désignée  par  0 , 

,  .  1  rt     coshO-1        ,.  -        1 

tgh  5  0  = rrr-yr-  =  COtb  0  -  -r;-r:  , 

et,  puisque  colhO=  I  et  sinhO  =  <x>, 

tgh|o  =  l=tghO, 
d'où  il  faudrait  conciure  que 

risuitat  aoalogue  aux  précédents  et  apparainment  aussi  absurde, 

64.  D'autre  part,  en  supposant  que  0  soit  le  premier  socteur  du  quartier  sui- 
Tant,  ao  lieu  de  le  considérer  comme  le  dernier  secleur  du  premier  quartier,  son 
addition  et  celle  d'une  quantité  Qnie  A,  donne  la  formule 

De  mème,  0  étaut  considéré  comme  apparfenant  au  second  quartier  (o*  55,  (B)  ), 
et,  quand  od  considère  0  comme  un  sectour  du  premier  quartier  (d"  !ÌS,  (&))  , 


(*)  Quand  dans  la  somme  0  -f  0  on  considère  Yaugende  comme  apparten&nt  ftn 
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65.  Si  les  fortnules  que  nous  venons  d'emptoyer,  étaient  «pplicables  aa  cas 
RCtuel,  ce  quc  nous  n'essaicrons  pas,  pour  le  moment,  de  décider ,  il  en  ressor- 
tirait:  1"  qu'à  partir  d'un  secteur  donne  du  premier  ou  da  second  quartier,  0 
ne  serait  abordablc  ni  par  l'addition  ni  par  la  soustraction  de  quantilés  lìnieE; 
2"  qu'on  ne  pourrait  passer  de  0  &  un  secteur  fini ,  memo  par  Io  retrancbemeal 
de  quantilés  infinies  de  la  méme  espèce  que  0,  comme  le  montre  notamment  le 
resultai  de  la  bissection  de  0;  et  par  conséqueut  3°  que  l'octant ,  quoique  com- 
plètement  déterminé  dans  la  forme  et  pouvant  dono  de  ce  clief  étre  réputé  iransfini 
ou  acluellemenl  infini,  présenlerait  pourtant  un  caractère  poteniiel  dans  les  calculi, 

On  aboutit  à  des  resultata  analogues,  et  par  suite  aux  mòmcs  cooclusions, 
pour  Ics  secteurs  qui  dépendent  des  autres  demi-diagonales,  et  que  nous  appel 
lerons,  l'octant  inclusiTcment,  des  sccleurs  Umiles. 

66.  La  formule  de  duplication  (34)  donne,  quand  on  l'applique  à  l'octant,  ce- 
lui-ci  étant  censé  appartenir  au  second  quartier , 

9  *rtu  n 
tgh  20  = 


t  +  tgh' 0 

Or,  la  tangente  -1  correspondant  au  secteur- limite  déterminé  par  la  demi-dia- 
gonale biasectrìcc  du  second  quadrant,  secteur  qui  se  compose  de  trois  octanli 
juxtaposés,  il  s'ensuivrait  que  la  somme  de  deux  octants  est  égale  ì  celle  de  trois, 
resultai  qui  parait  aussi  absurde  que  tous  les  précedents. 

Observons  pourtant  qu'il  est  conforme  à  celui  du  §  XVI,  guivant  lequel  le 
doublé  d'un  secteur  du  second  quartier  appartieni  au  troìsième,  d' où  l'onpent 
Gonclure  que  le  doublé  du  premier  secteur  du  second  quartier  serait  probabl^ 
ment  le  premier  secteur  du  troisième. 

67.  Avant  d'essajer  &  approfondir  ce  tìssu  de  paradoxes,  voyons  ce  que  noni 


second  quartier  et  Vaddende  comme  un  secteur  du  premier,  on  a 

tgh {0(«  +  0..,) -  i_,gi,o,„tgho„,  - 0 • 

Le  resultai  est  analogue  &  celai  da  n'  39,  et  il  en  serait  de  mème  pour  O(|,-0,fl 
relativement  aa  n*  38.  Toutefois  celle  dislinction  arbitraire  entro  Ooj  et  0(,)  «t 
d'une  subtilité  exagérée  et  n'  a  aucnn  fondemenl  solide. 

Ausai  nona  n'  en  faisons  la  remarque  qa'  à  cftase  des  resultata  conformes  à 
ceux,  que  noua  avena  obtenaa  antérìeurement. 
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pouTons  établir  de  déflnitir  relitti vcmeiit  à  la  bissectìon  dcs  sccleurs  &   indìces 
pairs. 

Pour  commencer  i^ar  le  second  quarticr,  un  secteur  Ai  se  compose  du  secteur 
cnrdìniil  S,  et  d'un  secteur  Uni  A^.  Dono,  d'une  part  la  loi  de  distribution  étant 
applìcable  sans  exception  quand  le  multìplicnteur  est  fini,  et  le  secteur  8^  étant 
de  l'autre  part  évidemment  le  doublé  d'un  octant,  oq  aura 

tghji,  =  tghì(S,+X,)=tgU(i«,  +  ì/l,)  =  tgli^O  +  jA,) 

et,  d'après  le  n"  64, 

tgliij),  =  l=lghO 


tgb  ì  i„„  =  tgli  5  (S.„,  +  A,)  =  tgb  (1  S„.,  +  i  ^,) 

et ,  Sfa+i  étant  par  juxlaposilion  le  doublé  de  la  somme  do  4n  + 1  octants  (*j , 

tgbjJ..„  =  lgu[(4»+l)0  +  ÌA,]. 

Corame  dana  cette  formule  (4n  +  l)0  ne  snurait  6lrc  considera  quo  commo 
appnrtenant  au  quartier  (Zn  -t-  If"  e.  &.  d.  &  celui  qui  commcncc  à  partir  de  la 


(*)  L' égalité  -  Sj^  —  (2p  —  1)  0  étant  evidente  d'après  la  figure,  la  formale 
et  son  éqnÌTalent  BTmbolìqoe 

'g>.^=±i 

le  Bont  également ,  ce  qui  prouve  qne  k  supposition  concemant  cette  dernière , 
emise  fto  n"  29 ,  qni  alore  devait  parattre  tout  à  fait  gratuite,  a  pourtant  un  fon- 
dement  solide. 

voL   xxsm  4& 
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première  ou  de  la  troisìtme  dcnii-di'-igonalc,  on  a  il'aprèa  le  n"  n 


j  tgh  (in  +  1)  0  -  tgh-  A, 


l-tgh(4n  +  1)0tgh~4. 


et ,  puisque  dans  tous  les  cas  tgh  (in  +  1)  0  =  t  , 

tgh|^»,+,^   l=tgli(4n  +  l)0. 
Enfi» ,  S^  élant  le  doublé  de  (in  -  1)  0  et  tgli  (4n  -\)0  éUnt  égal  à  -  1, 
Igh  ~  ^4,  =  tfh  ^  (S,„  +  4,)  =  Igh  [  (4«  -  ì;  0  +  I  d,]  , 
et  d'après  le  ii*  U 

68.  Il  résulte  de  ccs  formules  que  tous  les  secteurs  d'un  méme  quartier  pwr 
ont  des  moìtiés  identiques  eL  quo  ces  moitiés  se  confondent  ateo  celle  du  seoteur 
cardinal  de  ce  quartier,  qui  scule  est  désignée  par  la  figure.  Ce  resultai  s'ac- 
corde  parfaitcment  avec  l'intcrprétation  hypotliétique  des  formules  (40)  et  (41). 

On  volt  donc  qu'on  pourriiit  appliqucr  ces  formules  à  la  bisscctiun  des  see- 
tCurs  pairs  ;  seulcment  catte  appliciition  n'est  d'  aucun  usage ,  puìsqii'elle  coaduit 
toujours  au  mème  resultai,  et  encore  ce  resultai  semble-t-il  entaché  d*absuriiité. 

%  XVin.  Essai  de  solution  partielle  de  l'antinomìe  dans  le  probldme 
de  la  bisseotion  des  seoteurs  pairs. 

69.  ?iul  doutc  que  le  fli  conducteur  de  ce  labyrinthe  de  paradoxes  se  Iroon 
dans  le  dualisme  des  notions  de  la  putssanca  et  du  nomòre  idéal,  ou  ,  pour  parler 
geometri queraent,  de  Véquivalence  et  de  Végalilò. 

Bien  quo  la  définition  de  la  puiesancc  d'un  ensemble  transfinì  quelconque  s'ap* 
pliquo  aussi  à  des  ensembles  linéaircs  finis  on  in&nis  (*),  il  convient  pourtantde 


(*)  Zur  Ltkre  vota  Transfiniten,  p.  57. 
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distinguer  nettemont  ces  dcrniers  des  cnsembles  plus  générnux.  Kn  cITet ,  pouf 
arrÌTcr  à  la  nolion  de  la  puissance,  il  faut  faire  abstractìon  de  la  disposilion  ré- 
ciproque  dea  élérnnnts  dont  se  compose  1"  cnsen:ble  (•) ,  en  d' iiutres  lermes,  il 
Tnut  mentalement  subslituRr  ì,  cclle-ci  la  disposìtion  la  moins  compliquée  de  tou- 
tcs,  e.  k.  (1.  la  simple  successìon.  Or,  cet  ordre  se  (rouvant  déjà  inliérent  aui 
ensembles  lìnéaires,  ceux-ci  ne  se  prétcnt  pas  à  cctte  abstiaction  et  partant  soni 
peu  susccptibics  d'étrc  envisa}<és  au  doint  de  vuc  de  la  puissance.  Il  en  est  de 
mème  pour  les  droites  en  geometrie,  qui  peuvcril  ótre  sculcuiont  comparées  rc- 
laliieuient  à  l'égalité,  puisqu'clles  ne  se  prfteut  pas  à  l'ibstraclion  ds  la  posilion 
rjciproque  des  unìtés,  abslractiun  nécessaire  quarid  on  compare  doux  fìgurcs  géo- 
raétri((ues  au  point  de  vue  de  l'équivalcnce. 

Donc  il  ii'est  avantageux  d'appliqucr  la  notion  de  la  puissance  qu'aux  ensem- 
bles non  linéaires.  Encore  n'a  telle  de  lintéròt  que  pour  le  cas  oìi  ci'ux-ci  soni 
inGnìs,  puisque  dans  ce  cas  seulement  elle  jouit  de  proprìétés  generale^.  Et  d'abord 
la  principale  de  toules ,  dócouvcrte  par  M.  Caiitor.  qui  consiste  en  ce  que  la 
puissance  d'un  ensemble  inflnì  ne  pcut  subir  de  changcincrit  que  par  l'addition 
ou  la  soustraction  d'un  ensemble  égaleinent  intlni,  que  l'adilìrion  ou  la  soustrac- 
tìon  d'une  qunnlité  finie  n'y  influe  d'aucunc  manière  et  que,  par  suite,  deux  en- 
sf^uibles  ìnfluis  ayant  mérne  puissance,  ont  pourtant  en  general  un  nombre  Idéal 
dilTérent.  Or,  pour  que  la  puissance  qui  a  6té  définie  d'iibord  conune  uno  qualilé, 
puisse  ausai  t^tre  considérée  comme  un  allribut  de  nature  quantitative  ,  la  pro> 
priéló  énoncée  ne  pcut  élre  «raie  généralement  qu' en  attribuant  aux  cnsembles 
finis  une  puissance  égnle  à  zèro, 

li).  Il  en  découle  une  mélhode  naturclle  pour  classider  tous  Ics  cnsembles 
imaginables  d'  une  (iiéme  famille  ,  qui  consiste  à  relégner  dans  une  miìme  classe 
ceux  qui  ont  la  mòme  puissance  (**)  en  commencant  par  Ics  cnsembles  finis,  qui 
ont  la  puissance  zèro  et  qui  forment  la  première  classe  ;  vienncnt  eusuitc  ceux 
de  la  puissance  im  qui  forment  la  secondo  classe,  puis  ceux  de  la  puissance  <l<inx 
et  ainsi  de  suite  (**•).  Un  ensemble  donne  ne  peut  donc  cliangcr  de  classe  quo 
par  l'augmentation  ou  la  diminution  d'une  quantité  infinie. 

7t.  Ceci  étant  établi ,  la  question  so  pose  naturellement  de  srtvoìr  s' il  ;  a 
ìdcntilé  ou  un  rapport  quolconque,  ou  cncorc  uno  certaìne  analogìe  superQciellc 


{•)  Ibid.  p.  66. 

(♦*)  Mathem.  Ann.  T.  21  ,  p.  547  et  ss. 

{***)  Bien  que  daus  le  eystème  de  M.  Cantor  il  n'y  alt  question  que  de  nom- 
brea  entiera,  il  n'y  a  aucun  inconvénient  à  y  incorporer  ausai  ies  uombres  fraction- 
ntùres  et  irrationnels. 
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sculcmeot  enlre  les  qunrtiers  (tu  curré  hypcrbolique  et  tes  classes  dans  lesquelles 
il  faudrnit,  d'iiprès  )c  numero  précédcnt,  ranger  Ics  sccteurs  tnnl  Qiiis  qu'ìnGnis. 

Quoì  qu'  il  cn  soit,  il  est  éTÌdcnt  quc.  le  premier  quariicr  pour  le  moins  tu 
identiquc  à  la  première  classe,  piirccqu'il  conticiit  les  sccti'urB  doni  l'aire,  c.à.d. 
l'ensemble  d'unilés  plancs,  est  flnic.  De  plu!i  Ics  quartiers  rossemblunt  aui  classcs 
en  ce  qu'un  scctcur  ne  pcut  Ctre  ramené  d'un  quartìcr  &  un  aulre  par  l'addilion 
ou  lii  souslraclton  d'un  sccteur  Dni,  ui  mémc  d'un  ocLant  qui  est  infitii  lui-mémc  (*), 
on  ne  pcut  nitcindre  par  celte  dernièrc  opériition  qiie  ies  scclears-limUes  qui  ne 
semblcnt  appartcnir  à  aucun  quartier. 

Quoiquc  CCS  points  de  re<(semblance  entre  les  clnsses  et  les  quartiers  ne  sul- 
fìsent  pas  à  en  constalcr  l'ìdentilé,  il  en  résulte  pourlant  quo  Ics  sect''ur«  d'un 
mcine  quariicr  apparticnnent  en  móme  temps  à  une  seule  classe. 

72.  Quand  nous  rapproclions  d'une  piirt  Ics  propriétés  généraics  des  cnseio- 
blcs  inflnis  et  d'autre  part  Ics  qualitós  paradoxales  des  sccteurs-lìmites  ctlcsab- 
surdités  apparenlc:!  dnns  hi  bìsscctìon  des  scctcurs  pairs,  beaucoup  de  contradic- 
tions  s'évanouisscnt  d'flles-mémes. 

En  cITct,  deiix  sccteurs  A„  et  A„±A,,  qu'ii  esten  general  possible  d'jssignot 
dans  la  ilgure ,  difTèrcnt  quant  au  nombrc  idéal  mais  ils  ont  la  méme  puissantr. 
ou,  en  langage  géumétriquc,  ils  sont  équivaleuts. 

Quand  dono  on  rcnconlre  des  secteurs  coinme  ccus  (|ui  sont  délerrainés  par 
les  demi'iìiagonales,  qui  sont  inabordables  des  deu\  còlés  et  dont  on  ne  peut  rendro 
intuitirs  ni  un  accroìsscment  ni  un  décroisscmcnt  fini,  à  cause  du  caractère  ìndé- 
terminé,  potenliel,  de  Icurs  ruyons  détcrminaleurs,  des  formules  telles  quc 

0±A^  =  0 

etc. 

ne  sauraient  se  rapportor  qu'  à  la  puissance  de  l'ensemble  de  leurs  unìtés,  de  ieors 
aires,  et  no  prósentent  dono  aucune  absurdité. 

Il  en  est  de  mómc  des  Tormules  relatives  &  la  bissection  des  quartiers  pain. 
Gomme  les  sectcues  cardtnaux  de  ces  quartiers  sont  tous  le  doublé  d'un  seclcur- 
limite,  i]  faut  qu'un  sccteur  qui  ne  dlFTère  quo  d'une  quantité  finie  d'un  des  pre- 
miers,  soit  aussi  le  doublé  d'un  secteur,  qui  diSùre  d'une  quaotité  Qnie  d'un  sec- 


(*)  Une  memo  classe  de  nombres  transfinis   contient  dee  nombrea  dont  U  dif- 
férence  est  infinie.  Voir  les  Math.  Ann.  T.  21 ,  p.  576 ,  §  11. 
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teur-Iimitc.  Or,  des  secteurs  de  cette  initiire  ne  peuvent  diro  déteraiinés  dans  la 
figure  ni  par  un  rayon  ,  ni  par  une  tigne  trigonométrique  et  les  formules  ,  en 
tant  qu'  eiles  expriment  des  reìalions  quantiUtives,  ne  se  rapportcnt  qu'à  l:i  puis- 
sance;  donc  la  formule  de  bissectìen  qui  doìt  designer  un  secteur  de  la  memo 
puiss^inca  qu' un  secteur  limite,  e.  à.  d.  un  scclcur  équivult^nt  h  un  sectcur-liinìtc, 
ne  pcut  ìndiquer  quc  ce  dernier. 

73.  Pour  en  rcrrnir  ù  la  puissance  des  quiirticrs  ,  on  a  vu  quc  Ics  groupes 
de  secleurs  qui  y  correspondent,  se  distinjjuent  les  uns  des  autres  par  quelques 
proprìótés  qui  appartienncnt  aussi  au  Ciiraclére  dìstinctif  des  classe»  de  nonibres 
transDnìs.  M;iis  ce  qui  s-:'mble  nous  porter  &  opiner  defluì tivcincnt  contre  l'idenlité 
des  classes  et  des  quarticrs,  c'osi  que  le  nombre  qui  doit  exprimer  l'aire  d'un 
sertcur  dépcnd  enlìèremcnt  de  l'unite  plano,  qui  pourtunt  pcut  étre  ctioisie  ar- 
bitrai reme  nt. 

En  cITet,  le  doublé  d'un  secteur  A„  appartient  au  quarlier  {Zn-if""  et,  l'unite 
plitne  étant  chuisic  d'une  inaniùrc  quelconque  .  le  nonibre  correspondunt  à  son 
aire  ,  qu'  il  soit  Uni  ou  tninsflni ,  e^t  le  doublé  de  celui  qui  correspond  h  A,. 
Uainlenant  réduisons  de  moitié  l'unite  pli>ne,  ce  qui  n'afTecte  nullement  les  deux 
secteurs  ;  pourtant  le  uoinbre  qui ,  apris  celle  opération  ,  correspoinl  au  plus 
putii,  est  le  m^ine  qui  auparavant  appartenait  au  plus  grand  Or ,  la  duplication 
par  bissection  de  l'unite  ne  se  rapporte  qu'à  la  puissance,  landis  que  la  duplicn- 
lion  dsns  la  figure,  à  laquelle  se  rapportent  Ics  forniuies  trigonométriques,  afTcctc 
la  forme  des  secteurs,  e.  à.  d.  leur  nombre  idéal.  Ce  n'est  dono  pas  la  mónie  opé- 
ration, mais  la  puissance  deVient  la  mgnie  dans  les  deux  cas. 

U.  Il  y  a  donc  lieu  de  presumer  que  les  quarticrs  au  delà  du  premier  sont 
tous  cQoipris  dans  la  méme  classe  par  rapport  à  la  puissance  et  qu'ils  ne  formcnt 
que  des  groupes  naturels  par  rapport  au  nombre  idéal. 

Pour  le  tnomenl  je  m' abstiendrai  de  péuétrer  plus  arant  dans  ce  problème, 
qui  est  encore  une  des  paradoxes  de  Cinfini;  comme  il  faut.  pour  Téclairer  suf- 
fisamment,  aller  au  delà  de  la  duplication  et  trailer  la  niuKìplication,  y  comprise 
l'élération  aux  pulssances,  je  me  propose  d'y  revcnir  plus  liird. 

Remarquons  pourtant  que  les  secteurs  liypcrboliqur^s  jouìsscnt  de  qualités  qui 
paraissent  se  modi&er  par  gradation  suivant  les  quartiers.  Cette  gradation  ne  semble 
pas  étre  continue,  comme  il  résulte  du  déf  ut  d'une  règie  fiso  pour  la  bissection, 
et,  de  ce  que  nous  avons  vu  à  l'occasion  de  la  bissection  des  quartiers  pairs  ,  li 
est  à  presumer  que  les  diagonales  représentent  à  clles  seules  des  quarticrs  Inter - 
niédiaires,  puisqu'elles  en  rcmplissent  le  ròle  sous  plus  d'un  rapport. 
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{  XIX     Conolusion. 


15.  Ce  qui  a  été  mis  cn  lumière  duns  cette  elude  d'une  part  Bur  les  propriélés 
remnrquables  du  carré  liypcrbolique  et  d' autre  part  sur  le  transSui,  n'cst  et  oe 
pbut  élrc  que  très-incomplet. 

Nou:^  avons  liiissé  intacles  le  plus  gmnd  iiombre  des  mulUples  questiona  qnc 
nous  avons  soulevécs ,  nous  cn  avons  élucidé  quelques  unes  et  entrevu  beauctup 
d'autres. 

Pour  tcrminer  je  me  permets  do  signuler  un  rapprouhemcnt  du  IrnnsDni  en 
geometrie  avec  l'analyso.  Si  jamais  on  réusslt  à  étJiblìr  une  tiiéoric  complète  du 
carré  hypcrbolique,  avec  ou  sans  Ics  secteurs-limitos.  on  cliercbera  natnrclleoicnt 
quclles  questions  s'  y  ratlachent  dans  les  aulres  branches  des  inalhématiques.  En 
géuinétrie  p.  e.  od  se  demanderà  ce  qu'il  faut  penser  des  aircs  comprises  soit 
entro  deux  parali  èips,  soit  entrc  deux  lìgnes  divcr^ientes  tclles  que  Ics  tòtés  d'un 
angle,  En  algìibrc  il  y  a  un  problèmc  éminent  entro  tous  par  son  anakgie  avec 
colui  doni  nous  nous  sommcs  occupés;  e' est  celui  des  séricd  divergcntcs  (*).  En 
eITct,  ranal0(!Ìe  entro  cellesci  et  Ics  sectours  transfinis  sHUte  aux  yeux. 

Il  y  a  à  chcrclicr  un  criicrium  qui  permette  de  distinguer  nettcment  les  séries 
convergentes  et  les  sèrica  divergcntcs  ;  à  décider  si  elles  dilTèrent  essentielle- 
ment  ou  si  leur  dìffércnce  est  srulrnicnt  de  nature  .quantitative  et  si  la  somaie  de 
leurs  termes  peut  ^tre  considéréu  cummc  une  grandeur  transflnìe.  Par  cn'oiplc, 
la  différence  entrc  les  sommes  des  termes  d'une  progression  géomélrìque  ci  d'un» 
progression  harmonique  inflnics  et  décroissantes  me  parali  étre  de  mèiue  nature 
que  la  dilTérence  cntre  les  alres  d'une  bande  cissoidale  et  d'un  octant  hypcrbo- 
lique. Dans  les  déux  cas  la  premiere  est  fliiio  et  la  secon  In  inflnie. 

Il  y  en  general  un  parallélisme  manifeste  entre  Ics  trois  cspcccs  ile  flgnrei 
géométriqnes  et  les  trois  espèces  de  séries  suivantes  : 

D'une  pari  1*>  une  bande  du  pian  comprise  entro  une  courbe  et  son  nsyoip- 
totc  ,  2"  la  bnndc  comprise  cntre  deux  parallèles  et  3"  une  portìon  comprino  enire 
dclix  ligncs  dìTorgcntes  quclconques  qui  partent  d'un  méme  point  ; 

D"  autre  part  1"  une  sèrie  décroissanlo ,  2*  une  sèrie  à  lermcs  égaux  el  3' 
une  sèrie  ascendanle. 


(*)  J'ai  employó  cotte  expresaìon  et  je  l'employerai  dans  les  lignea  suivan'es 
èxclnaivement  pour  designer  dea  séries  dont  la  somme  des  n  premiers  tenneateDd 
i.  suipasBer  tont  nombre  donne  quand  n  croit  iadéfiDiment. 
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L'iniérét  de  ce  problèmo  consiste  siirtoul  ca  ce  qu'il  tend  ò.  décider  s'H  est 
permis  de  fooder  dea  cdIcuIs  sur  les  sérics  divcrgentcs  (*) 


Haarlem  ,  mars  189S. 


(*]  <  Les  séries  divergentee  sont  en  general  quelqae  choBe  de  bien   fatai ,   et 

<  e' est  une  honte  qa'  on  ose  y  fonder  aucune  démonstratìon.   On   peut   démontrer 

<  tont  ce  qu'on  veut  en  les  employant,  et  ce  aont  elles  qni  ont  fait  tant  de  mal- 

<  lieurs  et  qai  ont  enfanté  tant  de  paradoxes  ».   Abel  à  Holmboe,   Lettre   du 
lijanvier  1826.  Oeuvres,  ed.  de  1881,  T.  II,  p.  256. 

Voir,  ponr  la  littératare  sur  ce  sujet:  Hagen,  Synopsit  der  hOheren  lialke- 
matik ,  T.  I ,  p.  81. 
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ArrWé  au  bout  de  cette  étude,  jc  me  permets  de  signaler,  parmi  d'aotm 
quelques  fautcs  d' impression  qui  se  sont  glissdcs  dans  la  première  partie  du  mi- 
moire  et  qui  en  rendent  inintelli^ible  )c  texte. 
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•          1 
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SI 

10 

deQ 

de  0 

Le  mémoire  de  U.  Canlor  auquel  j'ni  rcnToj'é  dans  la  pitiuièro  note  de1> 
page  1  du  Ionie  XXXII,  n'a  pas  pour  litre  :  n  Grundlagm  eìner  altgtmeinen  Man- 
nigfaUigkeilslchTe  »  mais  t  Vcber  unendliche  lineare  PunkimannigfaUigkeìlm  *. 
Une  réimpreBsion  séparéc  en  a  paru  etici  M.  Teubnei'  h  Leipsick  US83}  sous  la 
premier  titre. 
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L'ANALISI  ALGEBRICA 

;  L'INTERPRETAZIONE  FATTORIALE  DELLE  POTENZE 


ALFREDO  CAPELLI 
(Gontinmzione  vedi  Voi.  XXXI  pag.  353). 


Formole   ohe   oorrìepondono   alle   formole   di    Newton 
secondo  l'interpretazione  fattoriale  delle  potenze. 

1.  Partiamo  dalla  funsione  raiionalD  intera  di  se  : 

/■(se)  =  oo af  +  a, **"' +  .  .  .  +a„ 

=  A.a3^+A,aP^-t-  .  .  .  -fA,  (1) 

=  Oo(a!-a)(x-P)  i  .  .  C!c-X) 

di  eoi  si  eoAo  ideen  in  «Tidenta  i  coeDicietiti  ordinari  a^  ,  Oy i  coeffi- 
cienti straordin&ri  A,  ,  A,  ,  .  .  .  ,  e  le  radici  a  ,  ^  ,  .  .  .  X. 
Posto 

8»  =  a*  +  p»+  .  .  .  +X»  (2) 

si  banno,  come  è  noto,  le  formole  cosi  detto  di  Newton  : 
o,  8,  +  a,  =  0 
Oo  I,  +  a,  »,  +  2  a,  =  0 
a,  ».  -I-  o,  8,  +  ai  S,  +  3-*,  tt  0  (8) 
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che  danno  il  modo  ài  calcolare  successivamente  le  somme  semplici  s,  ,  s^, .  . . 

in  funzione  dei  coefficienti  a„  ,  a, 

Si  tratta  ora  di  IroTare  delle  forinole,  die  presentino  colle  (3)  la  massima 
possibile  analogia,  mediante  le  quali  sì  possano  similmente  calcolare  ]e  souinie: 

0*  =  a^+  &*■+  .  .  .  +X*  (2)' 

2.  Sostituendo  nell'equazione 

A,a;"  +  A,a)"^  +  .  .  .  +A„  =  0 

in  luogo  di  X  ciascuna  delle  radici  a ,  ^ /.successivaniente  e  sommamlo 

quindi  i  risultati,  si  ottiene  la  formola: 

A*  «n  +  Ai  0,-,  r  .  .  .  +  n  A„  =  0 

perfettamente  analoga  alla  n"*  delle  (3).  Sembrerebbe  quindi  a  primo  aspetto  cfae 
le  formule  corrispondenti  alle  (3),  nel  senso  fattoriale,  dovessero  essere  del  tipo 
seguente 

A^o,  +  A,  o,  =  B, 

AoO,  +  A,o,  +  A,(io  =  B,  (4i 

A(,  Oj  +  A,  o,  +  A.  a,  +  Aj  «0  =  B, 


essendo  le  B  delle  espressioni  composte  direttiimente  colle  Ag  .  A., ,  A, ,  ... 

Se  si  incominciano  perù  a  calcolare  queste  espressioni,  sì  riconosce  subite 
che  le  formole  di  questo  tipo  non  ei  possono  considerare  come  soddisfacenti  allo 
scopo. 

Si  trova  infatti  cogli  ordinari  calcoli  di  funEÌonì  simmetriche  : 

Afl  <J,  =  -  A, 1 A9 

Ao'g,=A.'  +  (Sfl-8)AoA.-2A.A,+  "^'^~^3^^""^A,' 
Ao»o,  =  -A,»-3(n-2)A,»Ao  +  3A,A,Ao 
-(87i'-12Tv-m)A.A,H(6n-IS}A,A,'-3AaA,'-^^""^^^'^"^^^"~°'A,« 
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d'oode  si  deduce  poi  factimente  : 


B..(„-3)|-y  +  A.-^%.-h"'-°.."""i.-"'"-'""-^'A.l. 

Ora  dalla  forma  di  B,  già  appare  cbe  i  secondi  membri  della  (4)  non  sono 
più,  come  nelle  analoghe  formole  di  NcwtOD,  delle  funzioni  inlcre  e  di  l"  grado 
dei  coefficienti  dell'equazione  f(x)  =0. 

3.  Anziché  fare  alcuna  presupposizione  sulle  formole  da  rintracciarsi,  gioverà 
dunque  meglio  tentare  di  incontrarle  spontaneamente  prendendo  come  punto  di 
partenza  ì'  identità  : 

come  si  suol  fare  in  una  delle  più  note  dimostrazioni  delle  ordinarie  formole  di 
Newton,  ed  eseguendo  le  divisioni  indicate  nel  secondo  membro  mediante  la  regola 
fiitloriale  data  al  $  III. 
Si  ottiene  co^  : 

f\CD)=AaSxf^+  [Ao(a+n-l)+A,]x^*+  [Ao(a-t-n-2)»+A,fa+n-2)+Ajx"^+... 
(5)     +A,a:==^+  [AoO+n-l)+Ai]a5**^*+  [a<,  (P+n-2)'+A,(P+n-2)+AJa^^-... 


D' altra  parte  dall'  identità  (cfr.  S  IV)  : 

nx)+hrix)+ k^^-^  + . . .  ==nx)+hr^+h}(^+ . . . 

si  deduce,  uguagliando  i  coeUìcienli  di  h  nei  due  membri  : 
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ossia,  applicando  alla  seconda  delle  espressioni  (I)  la  deriTasione  fattoriale: 
r(x)  =  »A,ai^  +  (n-l)A,a^='+(ti-8)A,aP>+.,, 


+  jjii(n-l)(n-2)  4,  «?=•+... 

+  .  .  . 
Si  ha  dunque,  ordinando  secondo  le  potenza  fattoriali  di  x  : 

f  {a:)  =  Il  A,  x""=5  +  [(n  - 1)  A,  +  '-5:^  A,]  aj'^' 

+  [c»-2)*.+^'a.  +  <^a.]«- 

(6) 

,[(„-3)a.  +  !!1^'a.+  !1^a,.  <^'a.]^ 

+  • .  ■ 

+  [i-a..,  +  |a._,  +  !Ìa„^+...+^a.]. 

i.  Ciò  posto,  la  forinola  (S)  si  può  scriiere  più  compendiosamente 
f  (03)  =  £  JAo(«+n-if  +  A  ,(a+n-i)^'  +  ...  +  A,_,(a+i»-i>  +  A,l  rr"^^ 

CI) 

+  1,  A,(p+»-ij'+  A,(P+'l-«'^  +  -  +  A,_,(P-nl-i)  +  A,}  x""^'*" 
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e  giìlappando  te  p«t«aie  fiittoriiili  lecondo  la  regola  binoaiiale  di  VaadermonJe 
({.  1}  si  trova  ; 

A,  («  +  n  -  i/t  A,  («  +  n  -  i)*^"  + . . .  +  A,.,  («  +  ti  -  ()  +  A, 

=  A.aU[(;)(n-i)A.+  A,]  «r^- 

+  [(j)('l-0'A.+  ('\')(n-t)A,  +  A,]  ai^i 


+  [(j)  (»-<)'■».+ (ìli)  (»-!)'=■' A,  +  .     .  +A,] 

Pertaoto,  se  uguagHamo  i  coefficienti  di  o^'C'O  nelle  due  eapressioni  (6)  e 
(7)  di  f(fl!),  perreniamo  alle  formale  (i  =  0,1,  ...,»-!): 

«.  «I  +  [4. +(Ì)  (»-««.]•<-■ 

+  [a,  +  ('7  ')  (»  -  j)  »,  +  ('j)  («  -r  0*».]  V. 

+  [*■  +  (V)  (»-'■)  A.+  Ci')  (»-<)'  A,  t  (j)  (»  -  >T'A.]  "■-. 
(8) 

+ 


+  [A|  +  (1)  0  -i)4.-t  +  -  +  (jlj)  (n  -ip'A,  +(ì)  (n  -  i)''A,]  ., 
=  („  -  OA.  +fcf  A,_.  +  '-i!d!f  A,_.  +  .  .  .  +  (id^A.. 
S.  Ponendo  per  brevità: 
(9)       A,,.  =  A.  +  (*-*+')  (»-0A..,+('-*+')  («-.y-A..,  + ...  +  (',)(n-()f  A. 
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possiamo  scrirere  il  sistema  delle  n  rormole  flDora  ottenute  come  segue  : 

/    Ag  «0  =  nAg 

A,.  0,  +  A„  <F,  =  (n  -  1)  A,  +  ^-^*-^  A, 


Aj,  0,  +  A„  0,  +  A„  0,  =  (n-2)  A,  +  i-g-i-  A,  +  '—^  j 


A„.,^,'j„.,+...+A„_,_,_,Oo  =  A._,+U_A„.,+|_2  A,.,+...+[n--l^A, 


Queste   Tonnole  sì   possono   proseguire.    Invero  la  (9)  ci  dà  evìdenteoiente 
An,&  =  ^hi  cosicché  la  formola  generale: 


da  cui  si  deducono  la  (IO)  per  i  =  0,  1,  2,...,  n—  I,  è  valida  anche  per  i  =  n; 
riducendosJ  essii,  per  i=n,  alla  foi'mola 

(H)  A,e„  + A,o,_,  +  .  .  .  +  A„<J,  =  0 

già  rilevata  all'art.  2. 

Per  i  =  n  +  1  la  (8)'  ci  darebbe  : 

AoO«+,  +  [A,_(n+1  jAJ  o„  +  lA,-nA,]  o,_,  +  -. .  +  [A,-2A,.,]  o.-A,  o„  =  0 

e  che  questa  forinola  sìa  esnlta  si  riconosce  subito  sottraendo  la  (II)  dall' egua- 
gliania  evidente  : 

ano)-^^fm+    ..+XAX)  =  0 

cioè  (*air  eguaglianza  : 

Ao  o«*i  -1-  [A,  -  n  AJ  0^  +  [A,  -  (n  -  i)  A,]  o,..,  +  ...  +  [A,-  A„.,]  a,  =  0 

6.  Sì  tratta  ora  di  dimostrare  che  la  formola  (8)  è  valida ,  affatto  generxl- 
niente  ,  per  o^nì  valore  di  t  della  forma  n  +  A  ,  essendo  />  un  intero  politilo 
qualunque. 


,y  Google 


)(  361  )( 

Ciò  risulterà  ianrediatamente  dopoché  avremo  dimostrato  che,  per  ogni  viilore 
di  X  soddisfacente  all'equazione  f(x)  =  0  ,  si  ha  : 

M'^'+[a.  +  C-'')("^'')a.]x»^ 

+  [a.  +  (-/.)  C^;-')  A.  H-kf  ("+")  A.]  a>»^ 
(12) 

+  [a.  +  (-«("«-=')A.+M.f  H-')a.-K-/.)'(";")  a.]  x^- 


+  [a„»  +  (-'0  ({)  A„;^,  +  . . .  +  (-  ).)"-  (" t  J )  A.]  »■'  =  0- 

Basterà  infatti  sostituire  in  questa  formohi ,  in  luogo  di  x ,  successivamente 

tutte  le  radici  a  ,  ^ X  di  /'(se)  =  0  e  sommare  membro  a  membro  i  risultati 

per  ottenere  appunto  la  formola  (8),  in  cui  siasi  sostituito  n  +  /t  in  luogo  di  i. 

Poiché  la  verità  della  formola  (12)  si  riconosce  agevolmente,  analogamente  a 
quanto  si  è  notato  all'art,  precedente,  per  il  caso  dìft  =  OediA  =  ],  potremo 
dimostrare  la  sua  validità  in  generale,  mediante  il  principio  dell'induzione  mate- 
matica, supponendola  già  stabilita  per  un  certo  valore  di  A  e  mostrando  cbe  la  (12) 
seguiterà,  in  tale  supposto,  a  sussistere,  quando  si  ponga  in  essa  A -f- 1  in 
luogo  (li  A. 

7.  A.  tale  oggetto  si  moltipliclii  l'eguaglianza  : 


(13) 


X,  (a,+(  -/,)(••«;''+ ')a,-,+..+(-«/("^'':''"0*'-'+  -1  =^'"' = » 

che  si  ritiene  per  supposto  già  dimostrata,  per  w-h  —  i.  Ordinando  il  risultato 
secondo  le  potenze  fattoriali  di  ir  si  troverà  come  coefllciente  di  af'****~'^  : 

a,+(-»)('"^''7''^')a,.,....+(-«/("^7«)v,+...+(-«X";'')a. 

-Cn+li«-H2)lA,..+...+(-*P("+J:i'-^')4,.,+...+(-«-(;:*)A.) 
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A,+  ...  +(-#•  [(-».,-l)("-^7*')-(«+2*-,+2,(»+»:f+-')]A,^K.. 
d  anche  : 

.   _,_      j.<  ..,ct/''+''-I'+A(-''-  'Xn+t-l'  +  iH- 1)  ,      . 
=  k,+  ...+(.-hf  '(^    j_l     ; j V(+'' 

iaè  finalmente 

Si  ottjeae  dunque  la  seguente  uguagUania  : 


che  è  precisamente  1&  stessa  (13)  iti  cui  si  cambi  A  In  A  +  l> 

Resta  cosi  prointo  quanto  si  voleTa,  cioè  che  la  formala  (8)  è  tera  per  ogii 
valore  infero  e  postn'vt)  di  i.  Si  è  inoltre  al  tempo  stesso  dimostrato  elie  si  bi 
idenlicamente 


ii-«  i-fl 


=  (01-  l)(a!-2) .  . .  (<r-ft)  [A,ai?  + A,iiì"-'  +  . . .  +  A,] . 
1.  Uoltipilcando  l'equazione 
(<5)  A,il?+A,*'^  +  .  .  .  +  A,.,ic  +  A„  =  (l 
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per  X*  se  ne  deduce  immediatamente  (cTr.  g.  Vili  ,  art.  2) 
i,J^+  [*,  +  (-  «)  (J)  A,]  !!:■+»=■' 

+  [4,+  (-/t)  ("7')*.  +  (-'')'(2)  *.]  «"""^^ 
116) 

+  [a.+  (-*)  (V)*.+  (-»)'("I')*.  +  C-'»""(3)*J  "" 


+  [A„+(-/ì)(|)4..,  +  (-*)lQA._,t. ,.  +  (-«)'(")  A.]  a!'=0. 

Sostituendo  in  quest'eguaglianza  successivamente,   in  luogo  di  a,  tutte  [e  radici 
a ,  P  ,  T  ,  .  .  .  ,  X  della  (15) ,  si  ottengono  le  forniole  (/i  =  1  ,  2  ,  .  .  .)  : 

a.«„*.+  [a,+(-«)(;')a,]c„,_, 

+  [A,+  (-ft)  ("7')a,  +  (- ft)>('2')A.]..,j,., 
(11) 

+  [A.  +  (-«)C;^)A,  +  (-/,)'(»;')4,+  (-*)f(j)A.].,.,.. 


+  [a.  +  (-«(J)a,.,+  (-«)"^|)a._,+..  +(-A)«'(J)a.]cj  =  0 

ie  quali  sotto  etideiKemenlc  preferibili,  per  il  calcolo  delle  a  di  indice  superiore 
od  n .  olle  ^rmoìe  (li  -  1  ,  2  ,  .  .  .)  : 

A.0n.»  +  [A,+(-t)("|'')A.]c,„., 

+  [a.+  (-'.)  ("^*-')»,+  (-'..'"("f  )  A.]  »„.-. 
(18) 


+  [A...+  <-»("|')A«.-.+-..+(-ftj^(:t^)A.]ao  =  0 


che  verrebbero  date  dalla  (8)  per  i=n  +  h. 

TOL.  ZZXIIl. 
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8.  Noteremo,  prima  di  chiudere,  che,  se  aUe  potenze  fatloriali  x^  »i  diala- 
terprefazione  più  generale  : 

a;'"=it{fl:f /i)(aì  +  2/i)  . .  ,  (a!  +  (i-  i)ft) 

le  relazioni  fra  i  coeffidenti  Aq  ,  A, ,  ...  dette  (1)  e  le  somme  (2)'  : 

Oi  =  o  (a  +  A)    .  .  (a  -t-  (i  -  1)  /t)  +  P  (?  +  h)  ■  ■  •  (?  +  (t  - 1)  h)  + . . . 

si  dedurranno  tnimcdi'atamente  da  guetJe  già  trovate  sosftlueitdo  dapperfuUfi 

^  in  luogo  di  Kf  e  A  in  luogo  di  c^ ,  per  o^nt  rotore  di  i. 

Infatti,  se  nell'equazione  (1)  cosi  interpretata  si  fa  la  trasformatione  a  =  ìa, 
essK  si  cambia  nell'equasione  : 

che  è  della  forma  primitiva  ed  ha  per  radici  ~,  ^ r . 

Alia  formola  (8)  si  verrà  cosi  a  sostituire  la  segueote:    (*) 
*.  »i  +  [il  +(,)  C»  -  •)  A  4,]  ct, 

+  [*i+('7')l»-0»*.  +  Q(»-*)' *■*.]«.-. 

(8)'      + 

+  [i,  +(J)  (ti  -  Oli  1,  +  ...  +  (I)  (n  -  ifh<  A.]  .. 

=  („-i,  A,  + <^%A,_.  +  fc«L%-A,...^...+ (tip ».  ». 
ohe  ricade  infatti,  per  A  =  0,  nelle  ordinarie  formolo  ili  Newton. 

Napoli ,  Dicembre  1895.  (continua) 


(•)  É  bene  avvertire,  a  scanBo  di  equivoco ,  che  in  qneste  formole  (Sy  le  po- 
tenze (,n  —  i)^  baono  cooserrato  il  significato  prìmitivo ,  cioè 

(f.-i/=(»-0(»-i+l)...(«-i  +  X-l). 
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DEL  L' EQUAZIONE   DI  PELL 

A  COEFFICIENTE  ALGEBRICO  . 


GIOVANNI  FRATTINI. 


In  un  pregiato  lavoro  della  bignorina  E.  Bortolotti  (  a  Sulle  frazioni  conti- 
nue algebriche  periodiche*  Rendiconti  del  Oircolu  matematico  dì  Palermo  ,  1895) 
si  trova  la  condizione  allineile  le  radici  di  una  equazione  di  secondo  graiio,  i  coefll- 
cienti  della  quiile  sono  polinomi  interi  rispetto  nd  una  lettera  it ,  siano  sviluppa- 
bili ìd  frazione  continua  periodica.  Ivi  si  dimostra  che,  se  A  è  il  discriminnnte 
dell'equazione  di  secondo  grado,  la  suddetta  condizione  è  che  sia  possìbile  l'equa- 
tione  Pelliana 

Ha  subito  dopo  sì  soggiunge  che,  per  essere  in  generale  il  discriminante  A 
funzione  della  lettera  u,  nulla  può  dirsi  dell'equazione  precedente ,  perchè  i  lutti 
i  melodi  adoperati  finora  per  l'equazione  Pelliana  riposano  esdusivamcnie  sul 
concedo  di  numero  fntero  e  positivo  >.  Che  tuttavia,  se  il  grado  di  i  è  dispnri, 
l'equazione  è  impossibile;  osservazione  attribuita  dall'autrice  a)  prof.  Zsiginondj 
di  Vienna. 

Duplice  è  il  fine  del  presente  lavoro.  Anzitutto  mi  propongo  di  far  conoscere 
per  la  risoluzione  del  problema  di  Peli  una  regola  che,  mentre  è  valida  qualun- 
que sia  la  specie  degl'interi  alla  quale  è  ascritto  il  coefllcìcntc  A,  si  adatta  piCt 
specialmente  al  caso  occorso  alla  Bortolotti,  che  cioè  A  sia  un  intero  algebrico. 

Considerando  poi  il  caso  cbe  A  sia  un  polinomio  primo,  intero  rispetto  alia  u 
e  a  coeOlcienti  interi ,  mostrerò  come  alla  condizione  di  possibilità  avvertita  da) 


,y  Google 


)(  312  )( 

Zsigniondy  se  ne  possano  aggiungerò  molte  altre,  ricavate  tutte  dal  seguente  prin- 
cjpio,  che  dimostro:  Se  J  6  pri;no  e  l'equaiìone  è  possibile,  dev'  essere  possibilt 
qualche  equazione  della  terna 

a;*  -  Ay*  =  —  1 

aj»  -  Ay»  =     2 

<»*  -  Ay*  =  -  2. 

1.  Regoli!  di  rìsoluBÌone  dell'equazione  Pelliana.  -  fi"*  Itovi  anzilutlo  iva  in- 
lero  (•)  IO  ,  tale  che  w*  — A  sia  un  intero  primo  P.  Si  trovi  poscia  un  altro  in- 
fero B,  tale  che  il  prodotto 

A(B»-1) 

sta  decomponibile  in  due  fattori  inleH  f  ed  V,  differenti  fra  loro  di  Su.  Fatti 
ciò,  l'equazione  sarà  risoluta:  e  il  valore  di  Y  {frazionario  soltanto  in  appa- 
renza) sarà 


Viceversa:  ogni  soluzione  deli:  equazione  Pelliana  è  delia  precedere  forma, 
dove  B,  r,  f  e  P  indicano  interi  soddisfuceiiti  le  condizioni  loro  imposte  di  sopra. 
Sia  infatti 

(o»-A  =  P 
(1)  A{&-\)  =  fr 

f-f<==2^. 


(•)  Cioè  nn  numero  intero  (  reale  o  complesso  )  se  X  è  un  numero  intero  ;  un 
polinomio  intero  in  ti  a  coefficienti  intori,  se  tale  è  ^4,  o  uti  polinomio  intero  m  » 
e  a  coefficienti  razionali ,  se  i  coefficienti  di  ^1  (  intero  in  u  )  sono  soltanto  raiia- 
nali;  ecc. 

(■•)  Il  valore  di  X  non  occorre,  perchè  si  ricava  da  quello  di  Y  mediante  od» 
semplice  estrazione  di  radice.  Del  resto,  esso  è  dato  dalla  formola 

x=T5±»or, 

come  si  vedrà  in  appresso. 
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Si  noti  aositutto  che  f-^f.  e  perciò  anclie  f+f,  saninno  divisibili  per  2. 
Or»  |ioi  dalle  (0  e  dall'ideotiià 

si  avrà  [acilmente 

m  (^-~-y~AB*=P; 

e  da  questa  e  dalle  (1), 

((+£y_..(^£:y^„<,„,.P, 

Essendo  P  primo  per  ipotosi,  ne  segue: 

LLL±B^-ji-=0   (mod.  P). 
Posto  dunque 

la  y,  eguale  al  caeflìcieiite  di  V^  nel  primo  membro  (*),  risulterà  intera  ed  uguale,  a 

f+f'±B{f-n 
Si* 

E  intera  sari  anche  la  X,  avendosi  : 

.  '/■/■■-  r  ^ ,  „\  _  r-n  ^  (»■  -  p)b  _ 


=  TSi 


I*;  Si  suppone,  come  6  noto,  che  A  non  aia  quadrato  perfetto. 
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Holtiplicando  la  penultima  eguaglianta  per  quella  che   se   ne  deduce  cambian- 
dovi 4Aia  -~'JA,  b  riducendo  per  meiso  delia  (1)  e  della  (2),  si  trova: 

Sì  è  cosi  ottenuta  per  l'equasione  di  Peli  una  soluzione  iotera,   data  dalli 
tormola 

E  si  noti  che  tale  soluiione  sarà  diversa  dalla  soluiione  evidente  F=0,  perclii, 
se  non  lo  fosse,  dovrebbe  aversi 


(4^T=-(^)'. 


e  conseguentemente,  a  cagione  delle  (1)  e  della  (2),  P  =  0  oppure  £■  -  1  =  0  ;  ipo- 
tesi ambedue  inammissibili:  la  prima  perchè  A{~ta*  —  P)  non  è  quadrato  per' 
fetto;  la  seconda  perchè  il  prodotto  A{B'  — 1),  che  si  è  decomposto  nei  due  fattori 
f  ed  /",  non  è  certamente  lo  zero. 

2.  Per  dimostrare  la  secoada  parte,  che  cioè  ogni  soluiione  dell'equatione  di 
Peli  ha  necessariamente  la  forma  (3),  si  supponga  aniitutto  di  avere  determinalo 
w  in  maniera  che  w'-P  sia  primo.  Posto  ìiì*~A=P,  l'equazione  di  Peli  pren- 
derà la  forma 

(t)  z*-(w«-P)y»  =  l. 

Se  si  pone  anche 

(5)  X  -  uy=  B, 

essa  diverrà 

pr  +  2uBr-fB»-l=0, 


„     -taB±<jAB^+P 
P 
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Ora,  poiché  la  K  è  intera,  l'intero  sotto  radice  dovri  essere  un  quadrato  per- 
fetto E}.  Perciò 


e  quanto  a  K, 

oTiero 

(K+w){/r-u)  =  i(B»-l). 

Detti  adunque  f  ed  f  due  certi  interi  il  cui  prodotto  è  A(B*  -  I),  si  avrà 

K  +  fa  =  r    ,    iE-w  =  /"' 
doi 

A-    2      .  w        g 

Sostituendo  nella  (6)  si  trova  per  T  la  formola  da  dimostrarsi. 

3.  Per  mostrare  con  un  esempio  qnat  partito  possa  trarsi  dalla  stabilita  re- 
gola, sì  supponga  che  A  sia  un  trinomio  di  2*  grado  nella  u ,  primo  e  a  coelB- 
cicnlì  interi,  e  che  dell'equazione  ^-.4 1^=1  si  yogliano  conoscere  quelle  solu- 
(ioni  intere  nelle  quali  F  è  di  primo  grado ,  e  conseguentemente  X  di  secondo  , 
rispetto  ad  u. 

Qualora  si  eguagliassero  X  ed  y  a  due  polinomi  siffatti  a  coefficienti  indeter- 
minati ,  bisognerebbe  poi,  per  determinare  i  coefllcienti,  risolvere  un  sistema  di  5 
equationi  dì  2*  grado  con  altrettante  incognite.  Ma  tale  difficoltà,  e  in  generalo 
la  intrusione  di  operazioni  irrazionRli,  si  evita  applicando  la  regola  sopra  esposta, 
perchè  In  essa  si  ha  rìi^uardo  alla  condizione  dei  detti  coerRcienti,  che  è  quella  dì 
essere  interi. 

Prima  di  fame  l'npplicaiionc,  si  noti  che,  per  la  possibilità  del  problema,  oc- 
corre evidentemente  che  nella  A  il  coefficiente  di  u*  aia  un  perfetto  quadrato, 
talché  l'equatione  da  risolvere  avrà  la  forma  seguente: 
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Teneiido  oni  al  problema,  si  cljiami  k  un  intero  algebrico,  e  si  ponga 


0  conseguentemente 

tì*-A  =  {2ok  -  fc)u  +  fc»  -  e. 

Quest'  ultimo  binomio  di  primo  grado  nella  u  6  evidentemente  primo  .  Pongasi 
adunque  : 

P  =  {2aft  -  6)u  +  ft*  -  e. 

Converrà  ora  determinare  B.  Intanto  si  osservi  che  essa  può  assumersi  di  primo 
grado  nella  ».  Diritti  ,  poiché  si  vuole  che  Y  sìa  di  primo  grado  ,  il  secondo 
membro  della  proposta  equazione,  scrìtta  sotto  la  Torma 

(X  +  wr)(jr  -  wr)  =  I  -  pr», 

sarà  di  terzo  grado,  e  conscguentemente  uno  dei  Tattori   del  primo  membro  noo 
sarà  di  grado  superiore  all'unità.  Or  bene:  assumendo  come  incognita  -  Y  invece 
di  Y,  ove  occorresse,  sì  potrà  sempre  far  si  che  un  tal  fattore  siaX-wl',  cioè 
quello  che,  per  la  (5),  fu  chiamato  B. 
Pongasi  dunque 


{a*u*  +  6u+c)(m*ii*  +  2ffi«u  +  »i*-  \)  —  f'(. 

Dovendosi  far  si  che  f—f  risulti  eguale  a  2ii) ,  cioA  a  2ari -f  2A; ,  che  é  di  pri- 
mo grado  rispcltd  ad  u ,  e  d'altra  parte  essendo  primo  per  ipotesi  il  trinomio 
u'u^ -f  (ih -I- e  ,  la  decomposizione  del  primo  membro  dell'ultima  eguaglianza  nei 
due  fattori  f  ed  f  avverrà  necessariamente  cosi:  che  un  fattore  numerico  6,  sIjic- 
candosi  dal  trinomio  Jii*u' +  SHinin- (  n*  -  1  )  passerà  a  moltiplicatore  dell' altro 
(l'u'  +  ftii  +  c.  Posto  adunque  ni*  =  tìS,  e  di  più  0,  =  Oa*  (  afllnché  nella  differenia 
t—f  siiarìsca  il  termine  di  2"  grado)  posto  inoltre  n*-I=Oo,  si  avrà:  m=Ha  ('), 

f=0a*u*  +  2nau  +  a 


(")  L'ipotesi  m=:  — Oa  menerebbe  alle  stesse  conclusioni  che  la  tn  =  fia. 
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E  sostitaendo  nella  (3) 

gflq'u'  +  (2no  +  Ofc)tt  +  a  +  Oc  ±  (tim  +  n);(2<iii  h-  Ve) 

ovvero,  poiclié  si  vuole  che  la  divisione  rispetto  ad  u  sia  esattn,  e  ciò  per  la  sup- 
posta  possibilità  del  problema, 


Per  eliminare  da  questo  valore  dj  T  le  quantità  estranee  m,  n,  le,  0  e  a,  deb- 
bono bastare  le  sole  quattro  relazioni 

m  =  8a 

n»  -  1  =  e» 
(1) 

2na-(lii  =  2a 

o-0c  =  2it 

delle  quali  le  ultime  due  si  deducono  dalla  condizione 

f~r=  2am-2i. 

Se  esse  non  bustassero  ,  il  problema  proposto  sarebbe  impossibile.  Infatti  il  va- 
lore iì\  Y,  oltreché  dalle  quantità  note  a,  b,e,  <Ìipendercbbo  du  una  delle  quan- 
tità estranee  iii,  n,  h,  6,  o,  per  esempio  dalla  k.  Ma  ciò  non  può  essere;  risultando 
<Ih  quel  clic  si  è  detto  al  n.  2  che,  senza  venir  meno  alla  generalità  .  si  può  as- 
sumere per  k  uno  qualsiasi  degl'  inQniti  numeri  particolari  pei  quali  il  binomio 
(2ak  —  6)u  +  {R*  -  e)  è  primo. 

Se  non  che  le  0)  bastano  veramente  iid  eliminare  dal  valore  di  Y  le  cinque 
quantità  estrance  m,  n,  £,  6  e  a.  Intnnto  merce  loro  si  ottiene 

Oa*±6a*        k  +  ic±kn 
2aft-6   ""•"      k'-~' 

ovvero,  scelti  i  segni  superiori,  a  fine  di  avere  per  Fun  vero  binomio  di  1*  grado: 

29  k  +  Oe  +  kn 

Poi,  eliiuìnando  dalle  medesime  fli,n  e  ",  si  ha 

6       ^       4a 

■iuft  —  6      6*  -  4a*c 

VOI.,  zssiii.  48 
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e  quindi,  mediante  sostituzione  del  valore  di  6  ricavato  da  quest'ultima  (onnoU, 

A  f  9c  +  ftft  _  iak  +  2fróc  +■  Sfefe  _      4afe 
A»-" e  2aCft'  -  e)        ~  6»  —  4o»c  ' 

Perciò  Analmente: 

8a»  4a6 

r= «j . 

6>-ia»o        6*-4a»c 

Quest'ultima  formola  fornisce  per  l'equasione 

una  soluzione  intera  rispetto  ali»  u  e  a  eoeRlcienti  razionali,  come  si  può  icrìB-  ' 
care  direttamente.  Si  ottiene  difatti  per  X 

8a*        .         Sfl'ft  b*  +  4fl'c 

fc*  -  4tt»c  "  "*"  6»  -  4a»c  "  "^  6»^-  4a*c  ' 

Quanto  al  problema  posto  da  principio,  quello  cioè  di  soddisfare  l'equaiione 
con  una  ¥  di  i"  grado  e  a  coenicionti  interi,  esso  sarà  possibile  alle  condUioni 

8fl»  =  0  (mod.  S} 

4a6  =  0  (mod.  S), 

nelle  quali  S  rappresfrnta  il  discrimi niente  del  trinomio  a*u*+  bu  +  e. 

(continua) 
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ERRATA— CORRIGE 


Tol. 

XXXI. 

Pa». 

linea 

in  luogo  di 

leggasi 

3S6 

19 

nell'equazione  (1) 

nell'espressione  differenziale  dell'equa- 
zione (1). 

• 

I  basso 

a„       ed       u 

Oo        od         n 

J51 

forinola  (3) 

2 

^-1 

3S0 

6 

icoeracìentiK„,K„+, 
risultano 

,.. 

i  moduli  dei  coemcienti  K„  K^, , ... 
multano  rispettivamente  maggiori 
dei  moduli  dei  coefRc.  K„  K„+i , ... 

' 

3  basso 

361 

7 

n 

n 

36! 

et  ponga  :  0,  =  a  sini'slra  del  de(er- 
niinanle  (5). 

366 

16  basso 

D=0 

D,  =  0 

Voi. 

XXXII. 

93 

8 

si  ha 

si  ha  irr  particolare 

I 

11 

f,(") 

ftW 

95 

Ibrmola  (8) 

f,lx)  ■ 

fA«) 

91 

15  basso 

T 

T, 

100 

n     I 

P=ll 

P,  =  0 

n 

9       . 

V'"» 

\.tp=  0 

los 

fisi.  (15) 

deierm.  (6)  (ed  a(lH 
slemi) 

Ji- 

lami  puntini  a  indicare  orizzoulali 
0  verticali  omesse. 

106 

fomola  (7) 

(0 

u, 

109 

sisl.  (12) 

A„  ft,,  .-.  Sa,  e  ft, 

K 

'',.y,  fct.y. ■■•''». y.  «  fe.»*»« 

li: 

*^0  basso 

V 

T 

■ 

15      . 

w  — ù, 

w,  -  w 

.("•-Vi 

1 

3       > 

(»,-") 

("■-») 

Ili 

1        • 

Jt,9 

ft.Slt, 

in 

sist.  (25) 

o'W*. 

•'"v+V+I,- 

118 

to 

«,...*, 

K,  .  .  .  K,. 
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Pag 

Hnea 

t'n  luo^o  di 

leggasi 

119 

11 

k,„,...  V,. 

t),  t»!  . .  .  p,.. 

122 

2  basso 

(u,  -  a) 

e(ii-tì  _  1 

12! 

form.  (34) 

»'.*.,i 

C'v«,fc 

» 

3      ■ 

(»,-a)'"-l—l 

(tó,  =  «)'"-("-*) 

126 

3       > 

Co.-»)''"-" 

(»,-./-<'-'" 

121 

3      I 

(",-•«)'- 

{(rf,  -  fci)-' 

128 

!8      . 

(u,  -  u), 

(>0,-.0)' 

Voi.  XXXIII. 

IS 

1 

y 

? 

20 

sist.  (14) 

K 

'» 

22 

20 

<-»/' 

(x-o,)*' 

23 

5  basso 

<^( 

26 

13 

1x-t 

?1.1 

n 

sist.  (95) 

1M          »          «l.l,. 

9ì.-t            0 

28 

8  basso 

dn 

(te 

141 

26  e  segg. 

/ 

± 

S 

1*0 

1 1  basso 

+ 

152 

7 

83 

81 

153 

1 

doiìo  la  prima  virgola: 

n 

il  centro  del  cercliio 

155 

12 

0,  --  2ir  -  9 

31  +  3 

156 

5 

se 

dovunque:        x 

242 

sist.  (2)  e  segg,      e,  v,  .  .  .  o„ 

V,  V(  .   .  .  v„ 

241 

fono.  (i!0) 

V--t 

F™-t 

• 

■     <22) 

Kt       e        <■„  [i„ 

1*— 1        «        «.  ft. 
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CONTRIBUTO  ALIA  TEORIA  DELLA  FUNZIONE  E(ic) 

NOTA 

DEL 

Dott.  GIORGIO  BERTOLANI  a  Pavia 


Si  suole  iadicsre  eoa  E(x)  il  massimo  intero  contenuto  in  w. 
Una  considerazione  molto  elementare  ha  procurato  al  Sig.  Stcrn   una  dimo- 
strazioue  assai  semplice  dei  due  teoremi  : 

2  E(ir  +  ^)  =  E(ma:)-E(x) 

2  {m-r)  E,  (an^  +  2  (m-r)  E,  (ai  -  ^)  =  E,  (ma:)  -  m  E.  (a;) 

dovuti  ad  Hermite  i  ed  inoltre  gli  ha  fornito  U  mezzo  per  calcolare  il  valore  di 
parecchie  serie  dipendenti  dalla  funzione  numerica  E(a!)  (*)•  La  stessa  considera- 
zione può  servire  a  generalizzare  alla  funzione  E.{x)  di  Hermite  i  risultati    dallo 


(*)  e  Sur  un  théorème  de  M.  Hermite  relatif  à  la  fonctìos  E  (x)  >.  Acta  ma- 
thematica -  Voi.  8'  pag.  93. 

<  Sor  la  valenr  da  qnelqnes  séries  qui  dépendeat  de  la  fonction  £(a;)  *  Àcta 
mathematica  -  Yol.  10*  pag.  53. 

voli.   XIXIT  i 
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)C2)( 
stesso  autore  trovati.  Di  tale  generalìzEazionc  io  mi  occupo  nella  prima  parte  di 
questa  Nota;  mentre  mi  riserbo  di  dare  aclla  seconda,   qualche   risultato  nuoio 

relativo  alia  funzione  E(a;).   Insieme  alla  serie  V  E  (—} .  il  cui   valore  è  assai 

facilmente  calcolabile,  viene  spontanea  l'idea  di  considerare  le  serie  un  poco  più 

general!  V  E  ftvi:  —  ]  essendo  x  un  numero  reale,  positivo  dei  resto  qualaivo- 

r=l 

glia.  Io  ho  dato  il  valore  di  quelle  serie  insieme  a  talune  eguaglianze  che  imme- 
diatamente si  ricavano ,  o  che  possono  figurare  accanto  a  quelle  ottenute  dal  Si- 
gnor Stern  nel  suo  lavoro  a  Zur  Tbeorte  der  Function  E(_x)  >  pubblicata  nel 
Journal  far  die  r.  und  a.  Hathematik  -  Band  102 -p.  9, 

Infine  poi  ho  dato  lo  sviluppo  della  funzione  continua  £(ir)-t-  Vfc-E(x)  di 
Schwarz,  in  serie,  il  quale  forma  un  capitolo  a  parte  del  presente  lavoro. 

1.  Si  ponga  come  è  stato  proposto  da  Hermite 

_  ,  .      Eix)E(x  +  i)...E(x  +  q -  1) 
^^^'^^  = 1.2.3...g 

dove  q  puft  avere  uno  dei  valori  2  ,  3  ,  i  .  .  .  . 

So  ft  ed  m  sono  due  numeri  interi  e  ft  <  m  ed  inoltre  sia 


1  primi  m-ft— I  termini  sono  tuUi  eguali  ad  E,(a]),  i  rimanenti  tutti  eguali  ad 
E,(x+  1)  onde  sarà 

2lE,(a!  +  £)=(m-t  =  l)E,(ai)+liE,(x  +  l)  = 
=  (m  -  !)  B,(ci!)  +  *  [e,{w  +  I)  -  E,(a))]  , 
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Ora  si  hanno  le  eguaglianze 

E,(<r+1)    =E^,(a!+l)  +  E,(a!) 
E,.,  (se  +  I)  =  E,_,  (m  +  1)  +  E,.,  (X) 


E,(a)-I)     =E(aj+l)  +  E,(ii!) 
per  le  quali  si  troTa  subito 

(I)    £E,(a!  +  g)=(m-1)E,(a!)+t[E,.,(ii!)+E,.,(!D)  +  ...  tE(a!)  +  l]  = 
=  (m-l)E,(a!)+liS^,(x) 
arendo  posto  per  amore  di  brevità  di  scrittura 

S,.,te)  =  E,.,(x)  +  E,.,(ir)+  . .  .  +EW  +  I. 
Con  identico  metodo  si  trova 

m  |(-»-r)E,(x  +  ^)=5<2=12E,W  +  »(^S^,(-V 

Prendendo  sempre 
xg 

Il  lalore  di  E,(x-^)  i  £,(!)  oppure  E,(x-  I)  secondo  elle  r  è  minoro  od 
eguale,  oppure  maggiore  dì  ft  ;  poiché 

E,(a;-l)  =  E,(a:)-E,.,(») 
troveremo  immediatamente 


(3) 


2,(m-r)E,(^x--j  =  -Ì2— iE,(ic)  + j E,_,tx). 
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Sommando  le  due  serie  (2)  e  (3)  si  ricava 
(4)  S('»-'-)E,(x  +  ^)+S(m-r)E,(ir-r.)  = 

=  m(in-  l)E,(a;)-     ^       ^  E,,.(a!)+       J      S,_^(j;). 

Questa  formola  quando  si  faccia  A  =  E  (ma;)  -  m  E  (x)  può  ritenersi  come  odi 
gcneralizzHzrone  di  quella  data  da  Hermite  pel  caso  9  =  2,  sebbene  non  ìnteneD- 
gano  nel  caso  generale  quelle  ridusioni  che  semplificano  cosi  notevolmente  il  caso 
speciale  menzionato. 

Troviamo  ancora 

(3)  2;E,(a'-^)=(nt-1)E,(«;)-(m-ft-I)E,.,(aj). 

Sommando  le  due  serie  (I)  e  (S)  si  ha 
2  E,  (a!+^  +  2]^v  ('^"s)=  2(m-l)E,C!i!)  -(m-2ft-l)E,_,{a;)  +  ftS,.,(i). 
Se  invece  della  (1)  si  sottrae  la  (5)  si  ha 

'2''^'("'+s)-2'''("'-s)=<"'-'>^'-'W+"<-.(=i) 

e  quindi  si  ricava  il  teorema  contenuto  nella  seguente  eguagliania 

stabilito  pel  caso  dì  q  =  i  dallo  Stcrn. 
Si  trova  facilmente  ancora 

0>  2r.E,(«.^)=1<:Ì^E.M.^J'4^'  S,.,« 
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<«'      |VE,(.-i)=""-'>;»"-^'>E.w,^jyiJE„.w. 

Applicando  sempre  le  stesse  consìderaiioni  si  posBono  trovare  i  valori  di  un 
grande  numero  di  serie  dipendenti  dalla  funzione  É{x)  ;  cosi  si  ba  per  valore  della 
serie 

"|(-l)'-T-E(a,+  i-) 
se  m  è  pari  secondo  che  k  è  pari  o  dispari 


se  tn  à  dispari  secondo  che  A  è  pari  o  dispari 

E(tnir)-E(aj)                                   E  (mai)  +  E  (a;)  + 1  „ 
i| — i— '             oppure              -l —    a m-mE 

Per  valore  della  serie 

|(-ir..r.E(^-^) 

si  ba: 

Se  m  è  pari ,  secondo  cbe  k  b  pari  o  dispari 

E  (ma;)  +  »i  .      „ ,  ,                                           E  (ma;)  -  m  +  » 
_.._\....J +  mE(aj)  oppure  ~ — '-^ 

Ee  tn  è  dispari ,  secondo  cbe  k  6  pari  o  dispari 


Questi  risultati  cbe  possono  completare  quelli  dello  Stero  (*}  ai  possono  gè 
DeralÌEiare  alle  funtioni  EJce)  e  sì  trova  : 


(*}  *  Sor  aa  tliéorème  ecc.  >  lavoro  citato  —  Acta  Mathematica  pag.  95. 
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K6)( 
Se  m  è  pari ,  secondo  che  k  6  pari  o 

|(-ir..r.E,(a=  +  ^)  = 

=  1  mE,(a:)  +  i  [E(maj)  -  mE{3c)]  S,.,C=e) 
oppure 

'     r-  /  ^     rE(mx)-mECa;)+l        i        ,  , 
=  gmE,ra;)-[-!^ —     ^     '  ' mjs^,(x). 

Se  tn  è  dispari,  secondo  clie  ft  è  pari  o  dispari 

=  5  m  E,  (a?)  -  -^ — '-^ '-  S,_,  (flj) 

oppure 

m  -  1  _  ,  .      TE  (mai)  -  m  E  (ao)  +  1         1  -      ,  , 
=  -  -g-  E,  (ìb)  +  [  -^ 2 "*  J    '-'  ^'"*" 

3.  Passiamo  ora  a  calcolare  il  vaiore  deiia  serie 


essendo  x  un  numero  qualunque  reale,  positifo  ed  n  un  numero  intero  primo  eoii 
m.  Poiché  abbiamo 


\m  I     m 


do»e  a,  è  uno  dei  numeri  1,  2,  3  ...  m  -  !  ;  variando  r  da  1  fino  a  m  -  ì,  a,  dob 
può  mai  acquistare  uno  stesso  valore  due  volte,  quindi  ne  deriva  che  o^  acquisttri 
gii  stessi  valori  di  r  sebbene  in  un  online  diverso,  avremo  adunque 

=  E  (ma;)  -  E  (ai)  +  5  (m  -  I  )  (»  -  1  ) , 
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egualmente  sì  trorerà 

T]  E  (i»  t  ^)  =  Edu!)  -  E{x)  +  1  (in  -  I)  w  -  1) 
e  quindi 
(IO)  £K(!D  +  ^)-£E(a>  +  ™)=E(ii»)-E(M). 

Se  n  è  un  numero  intero  non  primo  con  m  allora  il  valore  della  serie 

£  Eg)  non  è  più  ^(m-!){n-l),  ma  è  l{m-I)(n-l)+ 2=^ 

essendo  q  il  massimo  comun  divisore  tra  m  ed  n  (*)  >  l'eguagliansa  (9)  viene  cosi 
modificata 

XE(a;  +  ^)  =  E(mj!)-E(a;)  +  |(«»-I)(n-1)+5^ 

e  l'eguaglianza  (IO)  sussiste  naturalmente  ancora. 
In  for&a  delle  due  reiasioni 

2  E  (na  +  ^)  -  E  (mnx)  -  E  (no;) 

2  E  («KB  +  y  =  E  (mnx)  -  E  {ma?) 
si  trora 


(*)  Stdrn  <  Znr  Theorie  d«r  fanotìon  E(a;)  »  lavoro  citato. 
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dalla  quale 


„„  ■£'[eg..i)-e(..^)]=|[k(..,i)_e(x.'-"): 

Poiché  si  ha 

S  E(ii!-^)  =  E[™(a!-l)]-E(a!-!) 


risulterà  ancora 


(12)         2^(01!-^)=  E(inx)-E(ic)-m+l- j(m-l)(n-l) 

^E(aì-^)_£E(a,-'^)=E(mx)-E(ta)+n-m, 
avremo  quindi 

(i3.  |K-^)-K-3]-"|[K-f)-<-'^)]="-» 


e  se  si  confronta  la  (13)  con  quella  data  dal  8i)jr-  Stern  a  pag.  18  del  Jounialir 
die  r.  und  a.  Hathematik  voi.  102,  si  troia 


|[e(..=)-e(.-'ì!)-e(™.-^)]. 


=,  Google 


Finalmente  si  trova  ancora  con  faciliti 


2[e(.-^)-e(».-^)].|'[e(.-=)-e(™.-=)] 


3.  Sviluppo  della  funzione  E(tc)+  •^x  —  'Eia!)  in  serie.  Riscattandosi  dal  me- 
todo  dì  Fourier  per  la  determinaKione  dei  coemdenti,  ed  impiegando  solo  mezzi  ele- 
mentari il  Sig  Alfred  Prtngshcìm  ha  potuto  ottenere  uno  sviluppo  in  serie  della 
funzione  E{3c}  (*).  Il  processo  ch'egli  segue  può  servire  ancora  allo  sviluppo  della 

nota  funzione  continua  G(fC)+  'Jcd-K{x)  cliiamata  di  Schwarz,  in  serio. 
Pongasi 


*(a;)=  ^/x-E(a!), 

il  radicale  preso  positivamente;  <t(x)  è  evidentemente  una  funzione  periodica  col 
periodo  + 1  e  se  m  indica  un  numero  intero  ed  li  una  frazione  minore  dell'unità 
si  ha 

*(m)  =  0  *(m  +  /i)=VA'  'l>(m-t-1)  =  0 

Ora  si  ha  l'eguaglianza 

1      1  V  senavTtjc  ,„  ,, 

---2j i—  =  ^  {0<x<i) 

la  serie  del  primo  membro  possiede  il  periodo  + 1  ed  inoltre  nei  punti  0,  1,  2 ... 
diventa  eguale  ad  =.  Si  indichi  allora  con  Q(x)  una  funzione  la  quale  assuma  il 
valore  1  nei  punti  0 ,  1  ,  2 ...  ed  in  tutti  punti  si  annulli,  si  avrà 

a,  1 

.  ,  .      1      1  Vsen2vita;*       \  „,  ^ 


(*)  <  Daratellung  der  zahlentheoretìscliea  Fnnction  E  (x)  durch  eine  anendliche 
Beihe  >  Uathematiache  Annalen.  Volume  26,  p.  193. 


TOL.  XXXIV. 


,y  Google 


-v. 


)(  '0  )( 
ma  poiché  si  ha  pure 


E(aj)  =  -j-a!  +  j2] — ;; —  +  5OW 


E(x)+  Va)-E{a!)  =  fl;  +  -  ^  — ^j 5 


Luglio  189S. 
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ARTICOLO  BIBLIOGRAFICO 


GINO    LORIA 


Yortesungen  uber  Gesohicfite  der  Malhemalik  von  Morils  Canlor.  Ili  Band, 
Voin  Jahre  1668  bÌ3  zum  Jahre  Ì7S9.  Zwcite  Abteilung.  Die  Zeìt  lon  4100  bis 
1126.  Mit  20  Figureti  im  Text,  p.  220.  LeipBÌg,  Teubner  1896. 

Con  viva  gioja  annunciamo  la  pubblicazione  di  an  nuovo  fascicolo  (che  6  11  pe- 
Dultimo)  ilei  III  volume  della  grande  opera  storica  di  H.  Cantor  sulla  quale  gi& 
due  volte  c'intrattenemmo  in  queste  colonne  (*).  Nel  periodo  storico  (1700-1126) 
ìtì  trattato  gli  attori  principnii  sono  ancora  gli  stessi  che  tenevano  la  scena  In 
quello  immediatamente  precedente  (1668-1699);  in  esso  ha  il  proprio  SToIgimento 
e  l'epilogo  il  triste  dramma  collegato  alle  origini  del  calcolo  inBnitesimale  e  di 
cui  il  prologo  ebbe  virtù  di  assicurare  un  posto  nella  storia  delle  matematiche  a  Pa- 
tio de  Uuillier.  Di  tale  dramma  il  Cantor  prosegue,  nel  fascicolo  che  abbiamo  sot- 
Vocchio,  a  descrivere  le  fasi  di  sviluppo  ,  raccogliendo  e  valutando  tutti  i  docu- 
menti che  vi  sì  riferiscono;  le  conseguenze  alle  quali  egli  perviene  sono,  general- 
mente parlando,  quelle  die  già  da  tempo  ottennero  Tuniversale  approvaiione  degli 
scienziati,  ma  i  giudizi  da  lui  pronunciati  hanno  tutta  l'apparenza  di  sentenza  in  qU 
tima  istanza,  si  grande  k  l'ìmpiirzialità  con  cui  ogni  fatto  viene  espostole  vagliato  e 
con  cui  sono  redatti  i  considerando  di  ogni  conclusione.  Saremmo  tentati  di  presen- 
tare qui  almeno  una  miniatura  di  quella  grande  battaglia  di  matematici,  ove  non 
provassimo  un  senso  di  ripugnanza  n  dipingere  dei  giganti  del  pensiero  nei  momenti 
in  cui  agivano  da  pigmei  o  peggio,  ove  un  senso  di  infinita  tristezza  non  ci  assalisse 
constatando  come  i  piiì  felici  cultori  delle  discipline  più  elevate  e  pure  non  abbiano 
esitato ,  quand'  erano  in  gioco  le  loro  persone  ed  i  loro  interessi ,  a  commetterò 
delle  azioni  vili  e  perfino  criminose.  E  tali  invero  non  sono  o  il  falso  in  scrit- 
tura I  commesso  da  Leibniz  (Cantor,  III,  116)  e  la  soppressione  di  una  parola 


(*)  Y.  Giornale  di  Matematiche,  T.  XXXII  p.  23  e  353. 
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importante  fatta  da  Newton  in  una  lettera  del  suo  granJe  rivale  (Id.  276}  ?  la  Tele- 
nosa  recensione  fiitta  da  Leibniz  della  Quadratura  curoarutn  di  Newton,  nella  quale 
viene  questo  nbbiissiito  ul  livello  di  un  geometra  che  oggi  ne  copre  un  malinconico 
oblio  (*),  e  l;i  soppressione  dalle  successive  edizioni  dei  Principia  di  un  celebre 
scolio,  nonché  il  giudÌEÌo  pronunciato  dalla  Società  Reale  di  Londra,  di  cui  NewtoD 
era  presidente,  contro  Leibniz,  e  la  pubblicazione  (e  la  ripubblicaiione  sotto  foniu 
riveduta  e  corretta  dopo  la  morte  di  questo)  del  Commercium  cptslolicum?  ...  Il 
Cantor  stesso  sembra  trovarsi  a  disagio  in  quest'atmosfera  di  combattimento,  ove 
le  insidie  sleali  s'incontrano  ad  ogni  piò  sospinto,  giacché  egli  non  si  dilunga  in  par- 
ticolari che  abbasserebbero  la  storia  al  livello  di  un  volgare  pettegolezzo,  ma  ba 
compendiato  in  due  soli  capitoli  del  nuovo  fascicolo  delle  sue  Vorlesungen  quanto 
non  poteva  esimersi  dal  narrare  scnsa  essere  tacciato  di  ìnTedellà  storica. 

Gli  altri  sci  capitoli  che  ci  stantio  sott' occhio  prescntrino  un  interesse  scieo' 
tìfico  ancora  maggiore,  giacché  da  essi  si  apprende  quali  progressi  abbiano  com- 
piuto nel  primo  quarto  del  secolo  XVIII  l' analisi  combinatoria  ed  il  calcolo  delle 
probabilità,  l'algebra,  la  geometria  analitica  e  projcttiva ,  il  calcolo  inflnilcsimalc 
e  le  sue  applicazioni  alla  geometria,  ed  inoli ro  quali  opere  storiche  siano  state 
scritte,  quali  enciclopedie  o  dizionari  di  matematiche  siano  stati  compilati.  A  noi  è 
sufRciente  ricordare  l'apparizione  ed  il  primo  studio  dei  problemi  degli  isoperi- 
mctri  e  delle  traiettorie ,  la  comparsa  delta  formola  di  Taylor  e  la  scoperta  da 
questo  geometra  fatta  delle  soluzioni  singolari  delle  equazioni  ditTerenzialì  e  del 
modo  di  ottenerle  per  dilTerenziazione  ;  nò  vogliamo  tacere  dagli  stulii  di  Riccali 
sull'equazione  diffurenziule  che  oggi  porta  il  suo  nome  e  d'alili  ricerche  compiute 
dal  Conte  di  Fagnano  sugli  archi  di  sezione  conica  a  dilfcrenza  reltiflcabite  che 
inaugurarono  degnamente  quello  più  vaste  intorno  alle  funzioni  ellittiche. 

E  poiché  l'opera  del  Cantor  è  destinata  ad  essere  per  lungo  Tolgcr  d*anni, 
non  soltanto  una  fonte  abbondantissima  di  informazioni  sulle  vicende  die  ebbe  li 
matematica,  ma  eziandio  a  rimanere  un  modello  di  tecnica  storica,  così  ci  sia  lecito 
—ora  che  abbiamo  esaurita  la  descrizione  della  materia  trattata— di  spender  qualche 
parola  intorno  ai  criteri  di  ordinamento  dei  vari  argomenti. 

Nel  I  Voi.  la  divistone  è  fatta  in  massima  parte  con  criteri  (per  r«sl  dire) 
clnograllci,  giacché  le  prime  sette  sezioni  di  essa  si  riferiscono  ordinatamente  agli 
Egiziani,  ai  Babilonesi,  ai  Greci,  ai  Romani,  agli  Indiani,  ai  Cinesi  ed  agli  Arabi. 
Neil'  ottava  sezione ,  con  cui  chiudesi  quel  volume  e  che  tratta  della  erudizione 
claustrale  durante  il  Medio  Evo,  in  capolino  il  criterio  cronologico,  il  quale  in  se- 
guito domina  senza  contestazione:  infatti  le  sezioni  IX  e  X  sono  dedicate  ciascuna 


(*)  «  Egli  (Nevrton)  ne  (delle  finsaioiiì)  ha  fatto  un  uso  elegante  nei  suoi  PnV 
cipii  matematici  della  filosofia  naturale  ed  in  altri  scritti  posteriori,  al  modo  isteeso 
che  Onorato  Fabio  nella  sua  Synopsis  geometrica  soatitul  il  movimetito  progressivo 
al  metodo  di  Cavalieri  >.  Ada  eruditorum,  1703. 
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sd  on  secolo,  le  quattro  seguenti  ad  un  mezzo  secolo  cadauna,  la  XV  comprendo 
il  perielio  che  va  dal  1600  alla  pubblicazJoDo  delLi  dissertazione  di  laurea  di  Leib* 
dìz  (  1668),  mentre  delle  tre  ultime  una  comprendo  gli  anni  dal  1668  al  1699, 
un'altra  quelli  dal  1700  al  1126,  mentre  la  terza  (a  venire)  ha  per  tema  gli  ar- 
Tenlmenti  dal  1726  al  1159.  — La  ripartizione  della  matteria  delle  sìngole  sezioni  in 
capìtoli  vien  fatta  dal  Cantor  in  parte  in  base  a  coDsideraziaai  etnografiche  (r.  p.  es. 
la  Sezione  X  i  cui  quattro  capitoli  trattano  ordinatamente  di  matematici  Inglesi , 
Francesi,  Tedeschi  ed  ItaUant),  in  parte  tenendo  conto  dei  temi  trattati  dai  vari 
autori,  ma  è  evidente  che  il  Cantor  a  ragione  s'industria  di  scoprire  in  ogni  pe- 
riodo uno  0  più  scienziati  eminenti  funzionanti  da  Corifei  attorno  a  cui  aggruppare 
gli  altri.  Da  cift  emerge  che  il  Cantor  nel  risolvere  il  problema -che  indubbiamente 
é  il  più  arduo  e  grave  io  cui  s'imbatte  chi  voglia  narrare  la  storia  universale  di  una 
data  scienza- dell'ordina  mento  delle  materie,  si  è  attenuto,  per  quanto  concerne  i 
tempi  meno  lontani  da  noi,  al  criterio  cronologico  nel  fare  le  divisioni  maggiori  e 
ad  UD  criterio  di  opportunità  (si  direbbe  ad  un  ben  inteso  eccletismo)  per  le  minori. 
Il  metodo  é  certamente  buono,  ma  non  è  esente  da  inconvenienti  e  questi  appaiono 
tanto  pili  evidenti  quanto  più  ci  sì  acrosta  all'epoca  attuale,  perchè  le  Sezioni  princi- 
pali comprendono  un  numero  d'anni  sempre  minore  e  si  è  costretti  a  contemplare  a 
distanza  le  une  dalle  altre  le  varie  facce  sotto  cui  si  presenta  una  stessa  personalità 
e  (quel  che  più  merita!)  senza  una  concessione  lampante  le  varie  facce  dì  una 
medesima  questiono.  Al  primo  di  questi  svantaggi  trova  rimedio  il  Cantor  coli'  e- 
sporre  dei  rinssunti  deiropera  scientitlca  dei  più  eminenti  matematici,  i  quali  non 
lasciano  nulla  a  desiderare  (*),  ma  il  secondo  esiste  intero,  e  a  line  di  dar  modo  al 
lettore  di  valutarne  l'entità  addurremo  due  esempli.  Uno  è  oSerto  dalla  disputa  in> 
torno  alle  origini  del  calcolo  infinitesimale,  di  cui  le  prime  fasi  si  apprendono  nella 
XTI  Sez.,  e  lo  sviluppo,  assai  più  tardi,  nella  XVII;  l'altro  è  olTurto  dalla  Qeometria 
organica  di  Haclaurin,  la  quale  è  studiata  nella  XVII  Sez.,  mentre  alla  Sez.  suc- 
cessiva é  rimandato  l'esame  della  continuazione  che  il  Haclaurin  stesso  vi  diede  nelle 
PhtlosopAicol  Transaction  del  1735,  nonché  la  narrazione  della  questione  di  prio- 
rità che  essa  fece  sorgere  fu  luì  e  Braikenridge.  Non  è  tacersi  che  l'inconveniente 
ora  segnalato  e  che  riesce  tanto  sensibile  a  noi,  che  leggiamo  il  III  Voi.  dell'o- 
pera del  Cantor  a  fascicoli  uscenli  a  lunghi  intervalli,  sarà  avvertito  meno  dai  fu- 
turi lettori  dell'opera  completa;  né  si  può  poi  dissimulare  che,  abbandonando  to- 
talmente il  criterio  cronologico,  si  trasforma  una  storia  universale  in  una  raccolta 
dì  monograQe  storiche  distinte;  sicché  il  procedimento  del  Cantor  è  ben  lungi  dal- 
l'essere condannabile.  Se  tuttavia  noi  ci  sìnmo  permessi  di  additare  qualche  pic- 
colo neo  che  lo  deturpa,  è  soltanto  per  concludere  che,  a  nostro  avviso,  quel  gran 
problema  di  tecnica  storia  primo  enunciato ,  non  è  ancora  risoluto  in  modo  defl- 
ftitivo  ;  r  ultima  parola  (ammesso  si  possa  pronunciarla)  adunque  è  riserbata  agli 
storici  futuri  I 

Genova,  Dicembre  189!;. 

(*)   Cfr.  ad  es.  il  paragone  da  lui  fatto  (EU,  446)  fra  Leibniz   e  Kevrton. 
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SUL  SUMERO  DEI  NUMERI  PRIMI  INFERIORI  AD  UN  DATO  LIMITE 


CARMINE    AJELLO 

Stndeate  nella  R.  Università  di  Napoli. 


E  noto  (*}  che  il  numero  dei  numeri  primi,  inferiori  ad  n,  è  assinloticamenle 
espresso  dalla  Tormola 

'<"'  =  ^ -T 3--  « 

logn-1— ^ ; T— 

logn     log*n 


e  ricordate  (*)  le  uguagliarne 

(2)  T=o  +  (aj-!)^        ,        w~{9-t)  =  o  +  ì(x-i)^,  (3) 

ax  ax  wB 

io  ini  accingo  a  mostrare,  aivalendomi  dell'equazione  dilTerenziale 

o  +  (3a:-2)^  +a!(a)- l)  ^,  =  0  ,  (i) 

oas  ax 

come  si  possa  riuscire,  con  procedimento  semplice  ed  uniforme,  a  ren  lere  la  lor- 


{•)  Cesato:  Nuova  coTìtribuzione  ai  principti  fimdamentali  dell'arilmelica » 
aintotica  ;  §  6. 
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mola  (1)  sempre  più  completa.  L'equaxione  (4)  nasce  (tall'olimìnazione  di  i  fra  le 
Qgaaglianze  (2)  e  (3),  e  va  Intesa  nel  senso  che,  quando  x  tende  ad  I  decrescendo , 
la  funzione  a  tende  a  soddisfarla,  vai  quanto  dire  che  tendo  ad  assumere,  a  destra 
dell'  unità  ,  la  form» 


Sl0g(»-l)  +  |.  (!) 


come  Ee  an  -  o  tendesse  al  limite  a. 

Ciò  premesso,  come  sì  è  trovata  (*)  l'eguaglianza 


dajVda;^' 
è  facile  stabilire  l'altra 


'^^(l(si<''-"-'')+"')=<'"+""'+'<'^-*'-°^+"<'"-"S'    <^> 

asslntoticamente  vera,  come  tutte  quelle  che  precedono,  a  destra  del  valore  x=\. 
Basta  infatti  derivare  la  (6) ,  eliminare  la  seconda  derivata  di  a  mercè  l' equazio- 


scere  indefinitamente,  perchè  altrimenti,  in  virtìi  del  teorema  di  l'Hospital,  diven- 
terebbe infinito  anche  il  rapporto  di  o  a  log(x— I),  e  però  o  non  sarebbe  suscet- 
tibile della  forma  assintotica  (5).  Dunque 

co=i<s  dee  \<Uc  \dx  ^       '      /        J        ' 
cioè 

l|m  (£  1 008'»  -  log»»  -  logn  -  3)  9Cn)  -  »vlog*n  j  ^J?  :  £  ^,)  =  13  ; 

quindi,  io  lirtù  d'un  noto  (**)  teorema,  l'aspressione 

nloo'  n 
l08*n-^log*n~lo8»»-  3logu — ^~~ 


{*)  Ces&ro,  toc.  dt,,  g  6. 
(*•)  Cesàro,  loc.  cU. ,  §  1. 
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non  pud  tendere,  per  n  infinito,  adunlimite  diverso  lia  13.  Ora,  se  alla  (l)  si 
applica  ji  procedimento  tenuto  per  ricavare  la  atessa  (7)  dalla  (6),  si  b-oia 

=  -  (Sac»  +  8aJ  +  60)  e  -  (18x»  +  22pj»  +  36j!  +  120)  (pa-ì)^; 


mD(£  j{log*n-loB>n-log»n-3logii-13)9Cn)-nIog»nj^  =  2]^S)  =  ""^ 

e  però  l'espresafone 

nloK*n 

log»  n  -  log*  n  -  log*  n  -  3  log*  n  -  ISlogn — vy  — 

non  ptid  averot  per  n  infinito,  un  limite  diverso  da  li.  Procedendo  ancora  nello 
stesso  modo  sì  ottiene 

=  C13a!<+28a!*+60a!+360)o  +  C!lir'+110a:!*+156x»+240aì+720)(aJ-1)^, 
e  se  ne  deduce  che  l'espressione 

n loff^n 
log»ft  -  log^n  -  log'n  -  8  log*»  -  13  log*»  -  T 1  log» ^f-~- 

non  pud,  per  n  infinito,  fendere  ad  un  Umile  diverso  da  161 .  Si  è  in  tal  modo 
condotti  a  scrivere,  ìminaginantlo  proseguiti  i  calcoli  all'inflDÌto  , 

^^"^~         _.     J._     JZ      *a  T         *6*       3**t      S9093        '    ^ 

*  iogn    Iog*n    Iog*n     log*»    log'n     log*»     log'n 

ma  questa  forinola  non  ha,  non  pu6  a?ere  altro  significato  se  non  quello,  appunto, 
d'una  eguaglianza  convenzionale  unica,  che  chiuda  in  s6  i  risultati  precedentemente 
ottenuti  e  tutti  quelli  che  Huccessìvamcnte  se  ne  posson  dedurre.  A  tale  significalo 
conferiscono  tuttavia  maggior  precisione  le  consideraiion!  svolte  da  Tchébjdiew 
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nellii  siin  celebre  Hcmorin  ;  ma  più  di  l;tnto  non  è  possibile  sperare  ,  perchè  si 
Tedrà  che  il  denominalore  della  (8)  diverge  quiiluaque  sia  n. 
Offre  qualche  interesse  lo  studio  dei  numeri 

a,=!  ,  a,=  l  ,  0,^3  ,  0^=13  ,  n^=ìì  ,  o,=461  ,  n,=344T  ,  n.=29093,... 

che  compariscono  nella  formola  (8).  Dimoslrcrò  tra  breve  die  quali  numeri  son 
tutu  dispari.  Prima  oss<t«o  che  i]af>U  ciimiipii  preceilcnCi  trasparisce  che  ia  ge- 
nerale sì  ha  da  fare  con  tiiiu  serie  di  funzioni 

delle  quali  la  i"*""  è 

'''W=,s(-(l(à(4(-'  +  °'"'-"-°'  +  «'°'---'±"")' 

e  con  un'  eguaglianza  della  Torma 

(9) 

die  ne  geuira  poi  un'altra  simile  mercè  derivniiono ,  purchò  si  tenga  conto  del* 
l'equazione  (4)  e  si  abbia  cura  di  aggiungere  ad. ambo  i  membri  un  termine,  che 

valga  a  remlcre  divisibile  per  a:  —  I  il  pnlìnoinio  cocniciente  di  —  .  Ed  edeltiva- 

mente  basta  eseguire  tali  calcoli  per  conviiiccrs'  della  possibilità  dì  spingere  al- 
l'infinito la  costruzione  della  formola  (8),  obbligandoci  a  porre 

Cosi .  deriTando  la  (9) ,  e  sostituendo  ti  risultato  in 

^'••  =  5i<^' +  <-"'»"''>• 

si  vede  che  dev'essere 

Già  i  risultati  ottenuti  in  principio  mostrano  che  i  polinomi  /,  e  gt  hanno  rispet- 

TOL.  XZXIT  3 
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tiv&mento  i  (rradi  i~2  ed  i-I ,  ed  ora  le  (11)  Tacilinente   foraiscono  ì  ?alori  dei 
coefficienti  di  pili  alto  grado,  perchè  danno 

lim  5^=  lim  -3^     .      lira  ^  =  a,.,  , 

diguisncbè  si  può  Bcrivere 

ft  =  a,_^x*-*+ gi  =  a,x*-'+ 


Ora  io  voglio  far  vedere  che,  mentre  il  primo  coefjioiente,  in  ciascun  palinomìo  f 
0  g ,  è  dispari ,  come  ho  giil  annuniiato  ,  gii  altri  son  tutti  pari.  Ammesso  che 
ciò  sia  vero  fino  ad  un  certo  valore  dell'  indice  i ,  è  chiaro  che  i  polinomi 


.* 


(i+Oft-T^ 


dai 
hanno  tutti  i  coefficienti  pari,  o  però  si  ha  identicamente,  rispetto  al  modulo  2 , 

vale  a  dire  che  le  proprietà  ammesse  fino  ad  i  sussistono  fino  ad  f  + 1  ;  ecc.  t 
dunque  vero  che  i  numeri  Oi  son  tutti  dispari. 

È  fHcilc  servirsi  delle  relazioni  (11)  per  esprimere  mediante  i  numeri  Oj  i  coef- 
ficienti (li  tutti  i  polinomii  f  o  g»  Si  ottiene ,  per  esempio  , 

j,  =  c,<c'~'  +  (a,  +  8aj_,)x*-*  ■*-(a,+  4a,_, +  li  0(_j)a^~» 

+  K  +  Soj-,  +  18a(_i  +  50  o,_0  a:*"*  +  . . ,  -f  (i  +  1)  I 
Similmente 

ft  =  Oi_,  a;'-»  +  (a,_,  +  So*.,)  a!*"»  +  (o^^,  +  la,_,  +  26at_,)  a)^» 

+(a,_,+9(i,.t+46'ii-»+154o,_.)a}^'+...+a,_,+(2i-l)aj_,+(8i»-7i+6)ai_,+...+tI 

Qui  si  noti  che,  in  virtù  della  (tO) ,  si  ha 

0(*i  =  (»  -  *)"(-.  +  (i*  -  *)  "i-»  +  «'  -  2i»  +  3i  -  18)  ai_,  +    ..  +  <!, 

e  conseguentemente  aj^>il  Ciò  basta  per  constatare  che  la  formo!»   (8)  ò  di- 
vergente per  tutti  1  valori  di  n. 
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Lft  forma  (8)  da  noi  data  all'espressione  di  9[n)  non  differisce  sostansialmente 
da  quella,  notissinia  (***;,  dello  sviluppo  divergente  del  logaritmo  in(e^rale: 

n         ìln       2!n        8!» 
logn     log*n     log'n     log*n 

Se  poi  si  osserva  ohe  gli  sviluppi 

l  +  2*'aJ*       .        "  -  ll***^^ 

debbono  essere  inversi  l'uno  dell'altro,  «  che  ad  essi,  sebbene  diT«rgettti,  è  pur 
sempre  applicabile  la  regola  di  molUplioazione,  si  trova  subito  che  ì  numeri  Of  son 
quelli  che  definisce  la  relaEÌono 

o,+  lIO(_,  +  2!o,_,  +  3!ai^+.  .  .  +  (i  -  l)!a,  =il ,  (12) 

che  si  può  porre  sotto  la  Torma 

<>**.  =  inj+  Ci-1)0i_,  +  2(t  -  2)o,_,  +  6(1  -  3)0(_,  +  .  . .  +  (i-  !)!  a,. 

Intanto  la  (12)  mostra  che  Ot<tl,  ed  ts  anche  facile  dedurne  che  si  ha 

fczco  l! 

vale  a  dire  che,  a  prescindere  dal  segno,  lo  sviluppo  che  comparisce  nel  de  nomi 
natore  della  formola  (8J  tende  sempre  più  a  confondersi  con  quello  del  logaritmo 
integrale.  Dei  resto  è  facile  ricavare  dalla  (1^)  ti  valore  di  a,  in  funziono  di  ('.  In 
virti:t  di  note  proprietà  dogli  al^joritmi  isobarici,  se  si  pone 

a,,j  =  !:aipiY!.... 

estendendo  la  somma  a  tutte  le  decomposisioni  del  numero  i  nella  somma  af  ?-l--f -l-.  . 
di  J  numeri  interi  e  positivi,  si  ha 


(*—)  Vedi,  per  esempio,  Tchébychew:  Teoria  delle  cangnteTiee  (1895jtrad. 
Hassarmì). 
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In  particolare,  se  si  osserva  che 

"1,1=1     ■    'ij-,  =  -il-n    ■    »,,(-■  =  5*(i-8)     ,    «,,(-■=  |('-3)(''+2). 
Si.(-i  =  |(i-4X>'  +  8»+ 15)  ,  o,,i.,  =  j^(i-5Xi'+IOi>+SO!i-l86),...,  «,,,=11 
si  è  condotti  a  considerare  altri  polinomli 

9,  -■=  1  ,  (f,  =  ?x  -  1  ,  9,  =  2is»  +  2aj  -  1  .  9j  =  Tt  (ia^  +  18ai'  +  26aj  -  9), 
?.=  3> 
che  godono  delle  proprietà  (10)  e  di  molte  altre  : 

9,(0)  =  -  o,  ,  ?((!  )  =  at^,  ,  ?,(2)  =  (i  +  2)  !  -  o,„ ,  ecc. 
L' espressione  del  polinomio  i"'"'  è 

fi  (Bf)  =  Ox*Ux  -  °x+i.x*i  +  «*+(,x*i  -  ■      -1  "a!+<,a-fl- 

Osservo,  per  finire,  clie  dalla  (1?)  si  possono  tnirre  agevolmente  le  proprielìi  Jfi 
numeri  dj ,  senza  che  occorra  conoscere  I'  espressione  j^iMiurale  di  questi  numeri 
Cosi,  per  esempio,  si  vede  clie  aj  +  c,.,  è  un  numero  pari,  e  poidiè  a,  6  dispari 
se  ne  concludo  subito  che  ogni  n^  è  dispari.  Similmente  la  congruenza 

0(  +  0(_)  +  2nj_t  +  6(;,_,  =  0  ,  (mod.  4) 

die  deve  aver  luogo  per  i  >  3  ,  si  riduce  immediatamente  all'altra  a^  +  a,.,  =  Ot 
e  però  i  numeri  a^ ,  ii^  aj ,  . . .  sono  aliernaliviinienlc  con/rui  a  — l  ed  a  +( , 
Tispeiio  ni  modulo  4.  In  modo  analogo  si  trova  che  a,-  è  divisibile  per  3  sempre 
che  i  +  I  sia  divisìbile  per  i  ;  che  n^  è  'livisibUe  pir  5  quando  i  è  congruo,  ri- 
spello  al  modtilo  C2.  ad  uno  dei  numeri  10,  13,  2l>,  25,  34,  40,  43,  43,  46,  48, 
SO,  53,  59,  60.  61  ;  ehe  a,  ì'.  invisibile  per  15  tulle  le  volle  cde  i  è  congruo  od 
imo  dfi  numeri  43,  59,  75,  81,    115,  123,  rispello  al  modulo   124;  ecc. 

Napoli  12  Novembre  1895. 
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SULLA  INTRODUZIONE  ALLA  GEOMEiaU  PROIETTIVA 


FEDERICO  AMODEO  ,  a  Napoli. 


La  questione  ilei  postulati  della  Geometrìa  proieltiva  ha  due  parti  ben  dl> 
stinte,  runa  che  tratta  della  costruzione  dei  suoi  enti  fondamentali,  l'altra  della 
forma  del  suo  spaeio  lineare  a  una  dimensione  e  della  corrispondenta  uniroca  un- 
tinua,  possibile  tra  I  suoi  enti  fondamentali  e  la  varietà  numerica  reale. 

Sulla  prima  non  pare  ormai  che  vi  sia  alcuna  contestazione:  i  diversi  «sterni 
di  postulati  si  equivalgono  e  possono  senza  sostanziale  dilTerenza  essere  sostituiti 
l'uno  all'altro.  Sulla  seconda  ancora  ferve  la  discussione  tenuta  viva  in  questi  gioni 
dai  lavori  dei  signori  Pano,  Enriques,  Pieri  e  Vailati. 

Intanto  che  si  aspetta  che  questa  seconda  parte  venga  ad  una  chiara  sistt- 
matione  è  bene  mostrare  i  vantaggi  e  le  semplificazioni  ohe  dall'adozione  dd  po- 
stulati della  prima  parte  si  possono  didatticamente  ottenere  nella  traUatioae  dclli 
Geometria  proiettiva,  stabilire  bene  la  funzione  della  proposizione  di  Desarguei 
e  quella  del  principio  di  dualità  e  chiarire  l'uso  che  della  Geometria  euclidea  fi 
la  Geometria  proiettiva. 

Io  ne  ho  fatta  una  prova  quest'anno  <I894-9S)  nel  corso  da  me  dettato  udii 
It.  Università  di  Napoli,  e  mi  pare  che  nemmanco  per  parte  della  gioventiì  studiosi 
bi  trovi  diflIcoKà  nella  concisione  che  i  principii  delta  Geometria  proiettiva  acquistano 
con  la  trattazione  cho  in  qui  riassumo. 

$  1.  Enti  fondanfientali  ganertoi. 

1.  Nella  geometria  elementare  si  suole  partire  dal  eoneetto  non  definito  diDi 
spazio  e  si  passa  man  mano  a  definire  la  sapercele,  la  ttnea,  il  punì»,  si  siibi- 
liscono  le  proprietà  o  postulali  della  retta,  del  piano,  dello  spazio  e  si  stulìaiw 
le  proprietà  dei  segmenti,  angoli,  poligoni,  angoli  diedri  e  poUedri.  dei  solidi  pò- 
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liedrici,  della  circonfcrensii ,  del  cilindro ,  del  cono  e  dollit  sfera ,  o  di  queste  fi- 
gure pinne  e  solide  si  stabiliscono  le  misure. 

Qui  invece,  pur  ritenendo  questi  concetti  queste  deilniiioni  e  queste  proprietà 
per  il  caso  in  cui  forrcmo  ottenere  una  rappresen tallone  degli  enti  della  (reome- 
trìa  proietUfa,  partiremo  dal  concetto  non  definito  del  punlo ,  che  chiameremo, 
per  evitare  confu&ione,  S,  o  spazio  a  zero  liimensioni  e  andremo  innanzi  costruen- 
do, mediante  esso,  gli  apazii  e  le  ^ure  che  dovremo  studiare. 

Avvertiamo  intanto  che  lo  S^  non  è  necessariamente  il  punto  della  Geometria 
elementare,  può  essere  anche  una  retta,  un  piano  un  cerchio,  una  arerà,  un  ente 
geometrico  qualunque.  Quando  occorre  stahiliremo  la  particolare  sua  natura: 

A  fondamento  della  costruzione  degli  enti  Tondamentali  della  Geometria  proiet- 
tifa  porremo  il  seguente  sistema  di  postulati  (*>: 

2.  Post.  I.o  EsUlono  due  S»  dislinli. 

Ogni  Sg  si  indicherà  generalmente,  saho  dichiarazione  contraria,  con  una  let- 
tera maiuscola  italica. 

Adopereremo  il  segno  =  per  esprimere  l' identità  di  due  enti,  perciò,  scrivendo 
A  =  B,  intendiamo  dire  che  i  due  S^  A  ù  B  coincidono,  cioè  le  due  lettere  rap- 
presentano Io  stesso  So 

Duo  S,  distinti  si  {lotranno  anche  dire  indipendenli. 

3.  Post.  2."  Due  S,  indipendenli  A,  B,  iiidiuitctuano  una  (ed  una  sola)  classe 
di  in/inili  S,  {'*),  di  cui  quei  due  fan  parie. 

Questo  nuovo  ente  geometrico  to  diremo  (S,)  o  spazio  lineare  a  una  dimen- 
sione .  e  generalmente  indicheremo ,  salvo  dichiarazione  contraria ,  ogni  (S^)  con 
una  lettera  italica  minuscola  o  con  le  due  lettere  degli  S,  che  lo  individuano  ,  e 
noi  diremo  die  r(S,)  passa  per  i  suoi  S^,  o  li  coiuicne,  o  apparlìene  ad  essi,  e 
che  gli  8,  A,  B,.  .  appartengono  allo  (S,)  AB,  o  giacciono  su  di  esso. 

Dal  postulato  2"  sì  deduce  che  : 
I.'  AB  =  BA; 


(*)  A  m  0  d  e  0 ,  Quali  po»»ono  euere  i  pottulaH  fondamentali  della  Oeomtìma 
proiettiva  di  uno  B,  (Atti  Aco.  di  Torino,  t,  XZVI,  1891). 

(**)  Fano  ed  Enriques,  nella  loro  Corrispondenza  ( ^ut  poitulati  della 
Geometria  proiettiva,  Kandiconti  dì  Palermo,  t.  IX,  1895)  hanno  assodato  oha  si  po- 
trebbe anche  tenere  indefinito  il  nnmero  degli  8,  di  un  (S,),  pitrobè  siano  maggiore 
di  8.  Noi  pnr  convenendo  nel  loro  risultato  amiamo  fin  da  prima  precisare  il  nu- 
mero degli  S,  dello  (S,). 
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?."  Se  e  ,  D  sona  due  S^  delle  (S,)  AB,  è  ^B  =  CD  ;  poiché  se  non  fostt 
j<B  =  CI>,  per  gli  S,  C,  1)  passerebbero  due  (S,)  distinti  CD  e  AB  (') 
Congiungere  A  con  B, significa  costruire  l'{S,)  AB. 

4.  Post.  3.'  fuori  detto  (8,)  fnii/oifiiwHo  di  due  So  cstsfe  ancora  «n  8^ 
Tre  Sg  non  appartenente  allo  stesso  (S,)  si  diranno  indipendend  ;  an  S»  ed 

un  (S,)  elio  non  si  appartengono  si  diranno  pure  indipaiìdcnli. 

Dati  un  So  ed  un  ^S,)  indipendenti,  congiiingcndo  I'Sq  dato  con  tntti  gli  S, 
dello  (S,)  dnto.  si  genera  un  nuovo  ente,  (S,)  o  spazio  lineare  a  due  dimmiUmi. 
Generalmente  indicheremo  ogni  (Sj)  con  una  lettera  ((reca  rainuscobi,  oppure  con 
r  insieme  delle  notazioni  dello  S^  e  dello  (S,)  cbe  lo  generano  ,  separate  di  un 
punto.  Cosi,  scrivendo  A-BC  o  A-a  s'intende  lo  (dj)  generato  congiungendoloS, 
A  con  gli  So  dello  (S,)  BC  o  dello  (S,}  a. 

Per  distinguere  l'CSg)  A  fra  tulli  gli  S,  del  nuovo  ente  (Sj),  lo  diremo  cenlro 
dello  (Si). 

Evidentemente  sì  ha  dalla  definizione  dello  (S^)  che  : 

1.*  Vn  So  ed  un  (S,)  hìdipmUenli  indwiduano  uno  (ed  uno  solo)  (S,). 
2."  Va  (Sj)  è  anche  individualo  dal  suo  cettfro  e  da  due  altri  S«  tnd^ten- 
denti  da  esto. 

8."  Se  è  BG  =  DE  è  pure  A-SC  =  A-DE. 
Notiamo  pure  cbe  : 
i."  Due  (SJ  che  non  coincidono  non  possono  avere  pitV  di  nn  So  eomunt; 
e  perciò  : 

5.*  Ogni  (S,)  die  conffiunge  il  centro  di  vn  (S») ,  A-BC  ad  un  8,  di  BC 
non  può  avere  con  BC  altro  S^  comune  ; 

6.°  Due  (S,)  AB ,  AC,  che  hanno  un  So  comune  A,  doierininono  (non  t»- 
dividuano)  uno  (Sj),  p.  es.:  A-BC- 

Si  dirà  che  ogni  S,  di  un  (S,)  apfutrfk'ne  all' (So),  o  giace,  o  è  confcnufo  nelln 
S,),  e  che  r(SJ  opparftcne  allo  So  o  passa  per  r(So). 

Eguali  espressioni  si  useranno  per  ogni  (S,)  di  cui  lutti  gli  S^  «ppartengono 
allo  (S,). 

5.  Post.  4."  Due  (S,)  AB ,  AC,  che  hanno  un  S^  comune  il,  indtoiduano  imi) 
ed  uno  solo)  iS^. 


(•)  Pieri  nella  sua  nota,  Sui  principiì  che  reggono  la  Geometria  di  pMiMM 
(Atti  Ago.  di  Torino,  v.  XXX,  1885)  afiferma  (p.  8  nota  (•*>)  che  io  abbia  assegiwB 
questa  proposizione  come  postulato,  mentre  invece  da  me  nella  memoria  citata,  i 
cosi  ricavata  dal  postulato  2.°. 
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Questo  unico  (S^)  Io  indicheremo  pure  con  A-SC. 
Da  questo  postulato  si  deduce  : 

1.*  Ogni  (S,)  individuato  da  un  S^  di  AB,  e  da  un  Sg  di  AG,  appartiene 
oHo  (S,)A-BG. 

Infatti,  siano  D,E  rispettivamente  questi  S,,  sarà  (post,  i")  A-BC  =  ADE,  e 
quindi  ogni  Sg  di  DB  deve  alare  su  un  (S,)  del  centro  A  dell' (S^)  A-BC,  e  quindi 
appartenere  allo  (S^  A-BC. 
■     2.'  Lo  (S^A-BC=B-CA. 

Infatti,  ogni  (S,)  appartenente  al  centro  B  del  secondo  (^i)  è  (5 ,  1")  un  (S,) 
del  primo,  ed  ogni  (S,)  appartenente  al  centro  A  del  primo  è  un  (S,)  de]  secondo. 
Cosiccbè,  ogni  ?,  dell'uno  dei  due  (S,),  dovendo  appartenere  ad  uno  dei  detti  (S,), 
appartiene  anche  all'altro  (S^). 

Si  deduce  che  4'BC=  B-GA  —  C-AB  e  perciò  potremo  indicare  d'ora  in  poi 
r(Si)  A-BG  anche  con  ABG,  perchè  ognuno  dei  tre  \  può  essere  il  centro.  Quindi: 
3  '  Tre  Sq  indipendenti  indteiduano  uno  (ed  uno  solo)  (S^). 
4."  Ogni  (S,)  tndii>tduo/o  da  due  guolunjuc  (Sj)  indtpendeftli  di  un  (S,>  ABG 
appartiene  all'  (S,)  ABC. 

Siano  B,K  due  S,  di  ABC  e  siano  non  per  diritto  con  uno  o  due  degli 
S,  A  ,  B  ,C,  che  altrimenti  si  ricadrebbe  in  casi  esaminati.  Gli  (S^)  AH ,  AK,  ap- 
partenendo  allo  iSt)A'BG,  devono  segare  BG  rispettivamente  in  B^,Ga,  quimli 
è  A-BC  =  A-B,C„  =  A-ffif,  e  perciò  ogni  S^  di  HK  è  S,  di  ABC. 

S.'  Se  L.M,N  sono  tre  S,  indipendenti  dello  (S^  ABG,  è  ASC  =  LMN. 
Infatti  se  L,MtA  sono  indipendenti,  si  ha  ABC  =  A-IM,  ma  A-LM  =  L'MA= 
LMN=LS!f,  quindi  ABC  =  LMN. 

6."  Due  (S,)  AB,CD  di  un  (Sj),  nou  tdenftct,  Aanno  sempre  un  S,  comune. 
Infatti,  se  AB ,  CD  non  avessero  un  9^  comune  E ,  nello  (S,)  A-CD  non  po- 
trebbe essere  contenuto  Yi,S,)AB,  contrariamente  all'ipotesi. 

6.  Post.  S."  Faori  dello  (Sj)  individuato  da  (re  S^  indipendenti  esiste  an- 
cora uno  S,. 

Quattro  S,  non  appartenenti  ad  uno  stesso  (St)  si  diranno  indipendenti. 

Se  quattro  S^  sono  indipendenti,  sono  pure  indipendenti  a  tre  a  ire,  a  due 
a  due  e  ('(S|)  di  due  di  essi  non  ha  alcun  Sg  comune  con  l\Sf)  degli  altri  due. 

Va  S«  ed*  un  (S^)  che  non  si  appartengono,  o  due  (S,)  che  non  hanno  alcun 
fi,  comune  si  diranno- pure  indtpendenff. 

Dati  un  Se  ed  un  (S,)  indipendenti,  congiungendo  i'  S,  dato  agli  S^  dello  (Sj( 
dato  si  ha  un  nuovo  ente  formato  di  S, ,  che  chiameremo  (S,)  o  spazio  lineare  a 
3  dimentioni. 

Generalmente  indicheremo  un  (S,)  con  l'insieme  delle  notazioni  dello  S^  e 
dello  (S^  che  lo  generano,  separale  da  un  punto.  Cosi,  scrivendo  A-BCD  o  A-et 
s'intende  r(S,)  generato  congiungendo  rSgj4  con  gli  S^  dello  (S^)  BCD,  o  dello 
(S,)  o!  Per  distinguere  re,  A  dagli  altri  ■§„  dello  (S,)  lo  diremo  centro  dello  (S,). 

"'       '  tot.  IIUT,  é . 
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Un  (Si)  0  un  (Si)  si  dirà  appartenente  ad  un  (S,)  se  tutti  i  suoi  S,  sono  S,  ilello 
(Sj),  e  si  useranno  pure  corno  sopra  le  parole  giacere,  cameriere,  passare  ecc. 
Efidcntetnente  risulta  dalla  generaiione  dello  (S,): 

I  .*  Vn  Ss  ed  un  (S^)  indipendenti  individuano  uno  (ed  uno  solo)  (3,). 

2."  Vn  Sj  è  anche  indmduoio  dal  suo  centro  e  da  tre  aUri  S.  indiptn- 
denii  con  esso. 

3.'  Se  Bo.Co.D,  sono  Ire  So  indtpendenli  di  BGD,  è  A-BCD-A-B^CJ),. 

*.•  L'  (S^  A-BCD  conliene  : 

a)  lutti  gli  (Sa)  individuati  da  il  e  da  un  (S,)  di  BCD  ; 

b)  ti.  tu  gli  (S,)  tndirid'uui  da  i4fi  e  da  un  S,  di  CD,  perchè  questi  (S,) 
contengono  quelli  e  soli  gli  (3()  che  congiungono  A  agli  S^  di  un  (S,)  di  BOB; 

e)  lutti  gli  (S,)  che  sono  individuati  dal  centro  A  e  da  due  suoi  &,K,L 
indipendenti  con  A;  perchè  lo  {St)A-KL  passa  per  gli  S,K„,L„,  intersesìoni  di 
AK,AL  rispettiTamente  con  BCD; 

d)  tutti  gli  (S,)  che  sono  individuati  da  due  suoi  S,  £ ,  I;  perchè  r(S,)  SI 
0  passa  per  ^,  o  è  contenuto  nello  (S,)  AKL  ; 

e)  ludi  17IÌ  (Si)  individuati  da  Ire  stioi  Sg  indipendenti  K,L,M;  perchè 
ogni  (S,)  dello  (S.)  KLM  giace  nello  (S,)  A-BCD  (*). 

5.»  Lo  {Si)  A-BCD  =  B-CDA. 
Infatti  tutti  gli  (S,)  del  centro  del  secondo  (S,)  appartengono  anche  al  primo 
(Si)  e  viceversa,  e  quindi  ogni  Sg  dell'uno  h  S«  dell'  altro. 

6.*  Quattro  S^  indipendenti  indiriduano  uno  (ed  un  solo)  (S,). 
Infatti  A-BCD  =  B-CDA=G-DAB=D-ABC. 

7."  i>ue  (S,)  indipendenti  individuano  uno  (ed  uno  solo)  (S,). 
Siano  AB ,  CD  i  due  (S,)  indipendenti,  basta  far  vedere  che  se  B,  è  un  altro 
S„  di  AB  ft  A-BCD=AB,CD.  Infatti  B^GD  è  un  (S.)  di  A-BCD  e  BCD  è  un  (8.) 
àìA-B^CD.  quindi  ogni  (S,)  che  passa  per  A  appartiene  all'uno  ed  all'altro  (8|], 
e  perciò  i  due  (S,)  coincidono. 

8.°  Se  X ,  Af ,  ff  sono  Ire  S«  indipendenti  dello  (3,)  ABCD  ed  indipendenti 
con  A,  è  ABCD  =  A-Lm. 

Difattì  ogni  Sg  dello  (S^)  LM.JÌ,  essendo  S,  di  A-BCD,  congiunto  con  A  dà  on 
(S,)  appartenente  al  eentro  A  di  A-BCD  e  quindi  deve  passare  per  un  S,  di  BCH- 
Porciò  iZ,,B«,CJVpas8anopergliS<,  J?,,  O,,»,  di  BCD  e  quindi  l'(S,)  A- ilfff  con- 
tiene Bf,,Ga,D^  e  quindi  contiene  V  (^1)  BCD  e  perciò  ogni  S,  di  SCD  congiunto 
con  A  dà  un  (S,)  di  A-LHii.  Cosicché  i  due  (S,)  coincidono. 

9."  Se  L,M,N,P  sono  guarirò  S,  indipendenti  di  ABCD,  è  ABCD  =  LMSP. 


{*)  Oli  enunciati  contenuti  in  d)  ed  e)  mostrano  perohi  per  lo  (S^)  non  vi  i 
necessità  di  «nanciare  un  postnlato  analogo  a  qaello  che  6  U  postulato  4«  per  It  (S})' 
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Sia  A  indipendente  dallo  (S,1  XJlfiV,  sarà  ABCD=A-LIItN-L-MNA;  e  siccome 
i»  6  S,  di  ABCD  h  pure  S,  di  L-MNA,  e  quindi  L-MNA  =  LM?IP. 

Si  deduce  da  ciò  che  :  io  stesso  (S,)  è  pure  individualo  da  un  S,  ed  un  (S, 
indtpendenfi  che  gii  appanengono ,  o  da  due  (S^)  indipendenti  che  gli     appar 
tengono. 

10,*  Un  (Sj)  ed  un  (S^)  di  un  (S,),  che  non  si  appartengono,  hanno  eem- 
pn  un  8,  comune  (•). 

Se  I'(S,)  AB  e  Ì\B^  CDE,  cbe  non  si  appartengono,  non  avessero  un  Sg  co- 
mune, 1*(S,)  A-CDE,  che  coincide  con  l'(S])  dato,  non  avrebbe  fra  i  suoi  (S,)  l'(S,) 
AB,  contrariamente  all' ipotosi  fatta. 

1 1."  Due  (S^  di  un  (S,),  che  non  coincidono,  /tanno  sempre  un  (S,)  comune. 

Siano  ABC  ,  IMN  i  due  (S^)  distinti  dello  (Sj)  dato ,  e  sia  i4  un  5^  di  ABC 
non  appartenente  ad  LJIN,  IXS,)  dato  coincide  con  A-LMH  e  pel  centro  A  devono 
passare  tutti  e  soli  quegli  (S^)  cbe  passano  per  gli  (S,)  di  lilf.V,  perciò  se  ABC 
non  avesse  un  (S,)  comuoe  con  LMIVnon  potrebbe  appartenere  allo  (Sg)  dato,  con- 
trariamento  all'ipotesi  fatta. 

IS-"  Tre  (Sj)  di  un  (S,),  che  non  apparfen^rono  ad  uno  stesso  (S,),  hanno 
sempre  un  Sg  comune. 

Siano  essi  a,  fi, f,  a  e  fi  hanno  in  comune  un  (S,),  questo  con  -f  ha  comune 
un  Sg ,  che  appartiene  anche  ad  a  e  /3. 

7.  Siccome  ò  nostro  proposito  limitarci  alla  geometria  proiettiva  dello  (Sj)  non 
abbiamo  bisogno  di  stabilire  alcun  nuovo  postulato  riguardante  la  generaziono  de- 
gli spasii.  È  ovvio  però  che  con  altri  r  — 3  postulati  analoghi  al  5°,  si  giunge  a 
fare  la  geometria  proiettiva  di  uno  (S^)  (r  >  3)  ('*). 

S  2.  Spazi!  lineari  particolari  —  Forme  fondamentali. 

8.  Allorquando  si  suppone  cbe  lo  Sg  sia  l'ordinario  punto,  lo  (S,)  si  dirà  in  par-' 
ticolare  puntegi/iafa,  lo  (S,)  si  dirà  piano  punteggialo,  Io  (S,)  si  dirà  spazio  pun- 
teggiato.  A  questi  enti  secondo  il  concetto  proiettivo  spettano  le  seguenti  proprietà  : 

l.**  Due  punteggiate  non  identiclie  di  un  piano  punteggialo  hanno  sempre  un 
punto  comune. 

2.*  Una  punteggiala  ed  un  piano  pu.Uegsiato  che  non  si  appartengono  hanno 
tempre  un  punto  comune. 


(*)  Questo  teorema,  che  fu  anche  da  me  dato  come  tale  nella  memoria  citata, 
è  stato  presentato  come  postulato  dal  Pieri  (L  e.  p.  20,  Pont.  X), 
(**)  Cfr.  Amedeo  (1.  e). 
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3.*  Due  piani  punteggiali  non  identici  hanao  tempre  una  punteggiala  eomuiK. 
i  *  Tre  piani  punteggiati,  che  non  appartengono  ad  una  meiesima  puttei;- 
giala,  hanno  sempre  in  comune  un  punfo. 

9  Se  per  S,  si  assume  U  piano  punteggialo  costruito  nell'ipottìsi  precedente, 
nel  qua)  caso  lo  diremo  semplicemente  piano,  r(S,)  può  essere  Tente  costituitoà 
infiniti  piuni  che  passano  per  la  punteggiata  comune  a  due  piani  dello  spuio  pun- 
teggiato  e  si  dice  /ascio  di  piani,  ili  cui  la  punteggiata  comune  ai  piaDi  dìcesi 
asse  del  fascio  di  piano;  l'(Si)  può  essere  l'ente  costituito  dai  piani  che  passaoD 
per  un  punto  comune  a  tre  piani  indipendenti  e  si  dice  sfelta  di  piani,  di  cui  il 
punto  comuue  ai  piani  dicesi  cenfro;  r(S,)  ò  l'ente  costituita  da  tutti  i  piaci  dell» 
spazio  punteggiato  e  si  dice  spazio  di  piani. 

A  questi  enti,  secondo  il  concetto  proiettivo,  spettano  le  seguenti  proprietà: 

1."  Due  fasci  di  piani  non  itlcn^fci  di  una  stella  di  piani  hanno  sempre  un 
pinno  comune  ; 

2."  Vn  fascio  di  piani  ed  una  siella  di  piani,  tfie  non  si  appartengono,  fumu 
sempre  un  piano  comune  ; 

3 .'  Due  stelle  di  piani  non  ideiUicfte  hanno  sempre  un  fascio  di  piani  eamtin!; 

4."  Tre  stelle  di  piani,  che  non  apparlen(7ono  ad  uno  stesso  fascio,  haitn 
sempre  un  piano  comune. 

10.  Se  per  S^  si  assume  la  punteggiata  costruita  nel  n.  8  (nel  qual  euo  li 
diremo  semplicemente  retta  o  roggio),  dal  fatto  ctie  due  punteggiate  dello  spuis 
di  punti  possono  avere  o  non  un  punto  comune  ci  troviamo  di  fronte  a  tre  ipoles 
possibili  : 

a)  Possiamo  prendere  per  s^  retta  una  qualunque  punteggiata  «li  uà  deter- 
minato piano  punteggiato:  in  tal  caso  lo  (5|)  è  l'ente  costituito  dalle  infinite rtìte 
che  passano  pel  punto  comune  a  due  retta,  e  si  dice  fascio  di  raggi,  di  cui  '^ 
punto  comune  ai  ra^'gi  dicesi  centro;  HS^)  è  l'ente  costituito  da  tutte  le  rette  dd 
piano,  e  si  dice  piano  rigalo.  In  questo  (S^)  : 

Due  fasci  di  raggi  non  identici  hanno  sempre  un  roggio  comune. 
Per  la  definizione  assunta  dello  S,  non  ha  luogo  il  postulato  3",  e  quindi  n» 
si  pui)  con  questo  Sg  nello  spazia  punteggiato  costruire  un  (S|). 

b)  Possiamo  assumere  per  S,  retta  una  punteggiata  appartenente  ad  an  de- 
terminato punto  dello  spazio  punteggiato:  in  tal  caso  lo  (S|)  è  l'ente  costituito d) 
infinite  rette  di  un  piano  passante  per  il  punto,  e  si  dice  /ascio  di  raggi,  di  cai 
il  piiino  è  il  sostegno,  il  punto  ne  è  il  centro  ;  lo  (SJ  è  l'ente  costituito  da  (alte 
le  rette  che  passano  per  quei  punto,  e  si  dice  slelta  di  raggi,  di  essa  il  pusto  s 
dice  centro.  In  questo  (S,)  : 

Due  fasci  di  raggi  non  ideniiei  hanno  sempre  una  retta  (raggio)  comuM- 
Per  l'ipotesi  fatta  sullo  S,,  non  ha  luogo  il  postulato  3",  e  quindi  noKMpM. 
con  questo  S,  costruire  nello  spazio  punteggiato  un  (S,). 
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e)  Possiamo  assumere  per  Sq  retta  una  punteggiata  arbitraria  dello  spazio 
punteggiato  :  in  tal  caso  il  postulato  2*  non  ha  luogo,  perchè  due  S^  possono  in- 
difiduare  enti  diversi  seconde  che  le  due  punteggiate  si  segano  o  non  ;  quindi  non 
è  possibile  costruire  con  questa  ipotesi  spazìj  lineari. 

11.  Colle  quattro  ipotesi  fatte  sulla  natura  dello  S^  slamo  pervenuti  a  co- 
stniirc  3  diversi  (S,):  la  punteggiala,  il  fascio  di  raggi,  il  fascio  di  piani.  Que- 
sti si  dicono  pure  forme  di  I'  specie  o  forme  eemptici. 

Abbiamo  costruito  4  diversi  (S,)  :  il  piano  punteggialo ,  U  piano  rigalo ,  la 
ilella  di  piani,  la  stella  di  raggi.  Questi  sì  dicono  pure  forme  di  2*  specie. 

Ed  abbiamo  costruito  2  diversi  [S^y.h  spazio  punteggialo,  lo  spazio  di  pi'anì, 
che  diconsi  pure  forme  di  3*  specie. 

Tutte  insieme  queste  forme  si  dicono  forme  fondamentali. 

Sì  noti  ancora  che  ogni  forma  di  t*  o  di  2*  specie ,  oltre  ad  esser  luogo  di 
S, ,  presenta  un  ente  che  può  considerarsi  come  S.  di  natura  dilTerente  che  ap- 
partìene  a  lutti  ì  suoi  S,  ;  esso  diocsi  sostegno  della  forma. 

Cosi  il  sostegno  della  punteggiata        è  I'  S,  retta 
•  gì      fascio  di  piani  è  l' Sg  retta  (asse) 

■  I  1      fascio  dì  ra^gi  è.  secondo  Tipotesi  diversa  dello  S,  che 

Io  costituisce,  r  Sg  punto  (centro),  o  1'  S,,  piano  ; 

il  sostegno  del  piano  punteggiato  e  del  piano  rigato  è  rSg  piano  ; 

il  sostegno  della  stella  di  raggi  e  della  stella  di  piani  è  l'S^  punto  (centro). 

$  3.  Elementi  all'infinito  nel  oampo  euclideo. 

12.  Allorquando  si  è  fatta  l'ipotesi  che  lo  9,  sia  il  punto  ordinario  della  geo- 
metria elementare,  nbbinm  notato  cbe  la  punteggiata  ed  il  piano  punteggiato,  se- 
condo il  concetto  proiettivo,  soddisfano  a  proprietà  diverse  da  quelle  che  hanno  la 
retta  ed  il  piano  nella  geometria  elementare. 

Cosicché  dobbiamo  inferirne  cbe  la  Geometria  proiettiva  degli  spazi!  generati 
con  questa  ipotesi  è  essenzialmente  diversa  dalla  Geometria  elementare  euclidea. 
La  prima  difatti  po^>gia  sulla  ipotesi  di  Riemaun:  In  un  piano  per  un  punio 
preso  fuori  di  una  retta  non  passa  aicuna  reHa  paralieta  aila  retta  data;  la  se- 
conda poggia  sulla  ipotesi  di  Euclide:  In  un  pfa?vo  per  un  punfo  preso  fuori 
di  una  rena  passa  una  ed  una  sola  retta  parolleia  alla  retta  data. 

Però  i  risultati  della  Geometria  proiettiva  si  possono  con  vantaggio  adottare 
dalla  Geometria  euclidea ,  qualora  noi ,  a  quelli  che  nella  prima  troveremo ,  ag- 
giungeremo tutte  le  eccezioni  e  i  casi  particolari  diversi  che  nella  seconda  si 
hanno  per  la  esistenza  in  più  delie  rette  parallele;  e  viceversa  dalla  seconda  pos' 
s'amo  ricondurre  i  teoremi  a  verità  della  prima  qualora  possiamo  trovare  il  modo 
di  giustificare  la  sparizione  di  quella  eccezioni.  Ciò  costituisceiper  gli  studiosi  che 
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s'iniziano  a  questa  scienia  un  gran  vantaggio:  quello  di  ottenere,  di  tolte  le  in- 
finite e  svariate  forme,  che  la  geometria  proiettiva  può  prendere  a  considerare  eoo 
l'opportuno  cambiamento  dello  S,,  una  rappresentazione  grafica  nelle  figure  della 
geometria  euclidea ,  rappresentazione  che  non  cessa  di  esser  un  vantaggio  aoebe 
per  quelli  che,  pratici  delle  conceziuni  proiettive,  vogliono  allargare  il  campo  delle 
proprie  cognìiioni  e  quelle  della  scienza  stessa. 

13.  A  questo  scopo  diremo  che  :  le  rette  parallele  della  geometria  euclidea 
s'inconlrono  in  un  punto  all'infunilo  o  punlo  improprio ,  che  i  comune  od  ra- 
(romfce  le  rette. 

Questo  punto  improprio  si  dice  anche  direzione  della  retta,  onde  si  diri  ebe 
la  retta  del  campo  euclideo  ha  in/lnili  puuti  propri!  ed   «no   improprio  ,00113. 
direzione. 

Inoltre  diremo  che  una  retta  ed  un  piano  paralleli  hanno  in  comune  il  ptuiia 
improprio  della  rella,  e  che  due  piani  paralleli  si  segano  in  una  reità  olTin^niU 
0  retta  impropria,  0  che  hanno  la  stessa  giacitura.  Sicché  un  piano,  oltre  ad  um 
infiniti  punti  proprii  ed  in^nife  rette  proprie,  ha  infiniti  pitnli  improprii  0  di- 
re;!Ìoni,  ed  una  retta  imprupria  0  giacitura,  la  quale  contiene  tuffi  i  punii  fn- 
proprit  del  piano,  0  tutte  le  sue  diretiimi. 

Infine  estenderemo  alle  giaciture  dei  diversi  piani  dello  spazio  la  propritli 
delle  rette  proprie,  di  stare  in  un  piano  qualora  a  due  a  due  si  aeghiao  e  mr 
passino  per  lo  stesso  punlo ,  e  siamo  indotti  a  diro  che  lo  spazio  euclideo  (S,) 
termina  all'infinito  con  un  piano  improprio  (assoluto  dello  spazio)  che  cralìeBe 
tutti  i  punti  improprii  e  tutte  le  rette  improprie. 

14.  Con  questo  convenzioni  di  adattamento  della  geometria  proiettiva  alla  geo- 
metrìa euclidea, 

a)  l'unica  proposizione  della  geometria  proiettiva  : 
Una  retta  è  individuata  da  due  punti , 

prende  nel  campo  euclideo  queste  Ire  forme  : 

Una  retta  è  individuata  da  due  punti  proprii  ;  da  un  punto  proprio  e  da  ou 
improprio;  0  da  due  punti  improprii; 

b)  La  proposizione  : 

Vn  piano  è  individuato  da  (re  punti , 
comprende  le  quattro  proposiiioni  seguenti  : 
Un  piano  è  individuato  da  tre  punti  proprii  ; 
Un  piano  è  individuato  da  due  punti  proprii  e  da  uno  improprio  ; 
Un  piano  è  individuato  da  un  punto  proprio  e  da  due  improprii  ; 
Un  piano  è  individuato  da  tre  punti  improprii  ; 
e)  La  proposizione,  Un  piano  è  individuato  da  un  punto  e  da  uno  reno 
comprende  altre  quattro  proposizioni  del  campo  euclideo,  ecc.  ecc. 
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d)  Nel  campo  euelirteo  fra  le  forme  di  i*  specie  abbiamo  da  considerare  corno 
cui  particolari  : 

U  punteggiala  impropria  (che  ha  per  asse  una  retta  impropria)  e  si  assegna 
mediante  i  punti  improprii  di  un  fascio  di  raggi  propri!  ; 

il  fascio  di  raggi  paralleli  (che  ha  il  centra  improprio)  ; 

il  foido  di  raggi  improprii  (che  ha  il  piano  improprio  ed  i)  centro  Impro- 
prio) e  si  assegna  mediante  le  rette  improprie  di  un  fascio  di  piani  ; 

il  fascio  di  piani  paralleli  (che  ha  l'osse  improprio). 

e)  Fra  le  forme  di  2'  specie  dobbiamo  considerare  come  casi  particolari: 

11  izi  rTrs^o^^r""" }  -«'■'"■  <"^"»  '<"''"  «"«■"'-= 

la  stella  di  ra^tjt  paralleli  1  che  hanno  il  centro  ìm- 

la  Biella  di  piani  che  /tanno  una  direzione  comune  f  proprio. 

$  1    Figure. 

15.  In  quanto  diremo  in  questo  $  e  net  seguenti  abbiamo  bisogno  di  considerare 
alle  volte  degli  (S,)  di  un  (S,)  o  di  un  (S^,  e  degli  (8,)  di  un  (8,)  soltanto  il  so- 
stegno; cioè  di  considerare  lo  (S,)  e  lo  (8,)  come  un  S,  di  natura  dilTerente  pur 
serbando  allo  8^  il  suo  significato,  in  tal  caso  indicheremo  lo  (S,)  o  lo  (8,)  cosi: 
S, ,  S,  ,  cioè  senza  parentesi. 

a)  Dicesi  figura  di  un  delerminalo  spazio  lineare  un  qualunque  insieme 
di  sparii  lineari  di  dimensione  inferiore. 

b)  Dicesi  gruppo  la  flgura  formata  da  un  numera  finito  n  di  Sg  di  un 
ntedenmo  (S,)  :  lo  diremo  qualche  volta  anrbe  n-S»  dì  un  (S,) ,  e  in  particolare 
coppia,  tema,  qtuaferna,  per  n  =  2,  3,4. 

e)  Dicasi  n-S«  acmpltce  di  un  (S,)  la  figura  formata  da  n  Sg  dello  (S^) 
contiderali  in  un  delcrminalo  ordine  e  di  cui  tre  consecultri  non  appartenfrono 
ad  «no  (S,)  e  daffli  n  3,  cAe  congiun^iono  il  r  al  2°.  il  2*  ai  3'  ecc.  e  fui- 
timo  al  1*. 

Si  dicono  elementi  dello  n-S,  tanto  gli  %  che  gli  S, ,  e  se  questi  elementi 
si  numerano  ordinatamente,  prendendo  alternativamente  un  S^  ed  un  S,  che  passa 
per  esso ,  e  poi  l'altro  S.  che  sta  su  questo  S, ,  ecc.  due  di  questi  elementi  di 
indice  r  ed  n  +  r  (r<n)  si  dicono  opposti. 

la  particolare  nel  piano  puntegsriafo  o  nel  piano  rigalo  lo  n-S,  semplice  si 
dice  ìndiEferentemente  ennagono  o  eiinflalero  sempiice,  i  suoi  punti  si  dicono  mer- 
lici, le  sue  rette  si  dicono  Ioli;  nella  stella  di  raggi  e  nelln  stella  di  piani  Tn-Sg 
semplice  si  dico  angolo  enntspt^olo  o  angolo  ennaedro  semplice,  le  sue  rette  si 
dicono  spigoli»  i  suoi  piani  si  dicono  ^acce. 

16.  Dieai  n-8,  complelo  di  un  (8,)  la  flgura  formala  da  n  Se  d'ilio  (3^, 
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a  tre  a  tre  tndipenden({,  insieme  a  tulli  gli  -^ —  S|  che  con^iunj;onq  gii  S, 
a  due  s  due. 

L'intersezione  di  due  S,  che  non  passano  per  uno  slesso  S«  [S,  opposti]  <li- 
cest  S,  diagonale. 

In  particolare  lo  n-Sg  completo  del  piano  punteggiato  dicesi  ennagono  pian 
completo,  nel  piano  rigato  dicesi  ennitalero  piano  completo,  e  di  queste  figure  i 
punti  diconsi  vertici,  le  rette  lati;  nella  stella  di  raggi  dicesì  on^olo  envispigo^ 
completo ,  nella  stella  di  piani  dicesi  angolo  ennaedro  cotnplero ,  e  di  queste  fi- 
gure le  rette  si  dicono  spigoli,  t  piani  si  dicono  facce. 

Sono  notevoli  nello  n-S,  le  due  seguenti  proposizioni  : 
1  .**  Il  numero  degli  S,  diagonali  di  un  n-Sg   completo   di  im  (Si)  i 
n(n  -  i)(n  -  2)(n  -  3)  , 
8 

2,'  Un  n-So  completo  di  un  (SJ  dà  luogo  a  - — ^-^  n-S,  semplici. 

In  particolare  : 

II  3-So  completo  è  identico  al  3-S,  semplice; 

11  4'S,  eompleto  ba  tre  S,  ilingonali  e  d&  luogo  a  tre  4-S,  semplici; 

II  6-Se  completo  compreu'le  60  6'S«  semplici. 

17.  Dieesi  n-Sg  completo  di  un  (S,)  la  figura  formata  da  n  S^  dello  (S,),  a  quat- 
tro a  qualtro  indipeiidcnli,  insieme  a  lutli  gli  — - —    S,  cAc  congiutigom  gU  S, 

a  due  a  du<B  e  a  (uf(i  { 


In  particolare  1' n-S,  completo  nello  spailo  punteggiato  si  dice  enno^ont 
gobbo  completo,  e  nello  spazio  di  piani  si  dice  ennaedro  completo;  i  punti,  le  retle, 
1  piani  di  .queste  ligure  si  diopno  rispettivamente  vertici,  tali  e  facce  della  figura. 

In  particolare: 

11  4-S,  dello  (S,)  ha  4  S..  6  S,.  e  4  S,  ; 

Il  5-S,  completo  dello  (S,)  ba  5  8, ,  10  S, ,  IO  S,. 

18.  Due  figure  di  due  forme  geom<uriche  di  eguale  specie  si  dicono  rtf^e 
fra  loro  in  corrispondenza  biunivoca,  quando  gli  enti  fondameatoli  di 
entrambe  sono  coordinati  fra  loro  in  modo  che  ad  ogni  ente  dell'una  corrìspondt 
uno  ed  uno  solo  ente  dell'  altro  di  eguale  specie ,  e  viceversa  ad  ogni  ente  deiU 
seconda  corrisponde  solo  quello  stesso  ente  della  prima  a  cui  esso  corrisponde. 

Gli  enti  riferiti  fra  loro  si  dicono  £leiqenti  corrispondenti. 

Il  passaggio  di  una  Ugurn  all'  altra  si  dice  (ras/òrma^tone  biunivoca  delli 
prima; 
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19.  Due  gruppi  di  due  (S,)  dislinli  dello  sleseo  (S,),  e  duo  n-S,  di  uno  o 
di  due  (Sf),  e  due  n-S„  di  uno  slesso  (S,)  si  dicono  prospettivi,  se,  essendo 
et«  riferiti  fra  loro  in  corrispondenza  biunivoca,  gli  Sq  corrispondenti  apparleii' 
gono  ad  (S|)  che  passano  per  «n  S^  fisso,  che  non  coincide  con  nessuno  S,  de- 
gli n-So  dati. 

Due  n-Sg  prospetim  di  uno  stesso  (S,)  o  di  due  (S,)  disfitifi  si  dicono  omo  to- 
nici s«  gli  S,  delie  due  figure,  che  sono  individuali  da  coppie  di  S^  corrispon- 
denti, si  segano  in  S,  di  un  medesimo  (S,),    ' 

Dite  n-Sg  prospettivi  di  un  (S^)  si  dicono  omologici  se  gli  S^  delle  due 
figure,  che  sono  individuati  da  terne  di  S,,  corrispondenti,  si  segano  in  (S,)  di  un 
tnedesitno  (S^). 

S  5.  Operazioni  fondamentali. 

20-  Due  sono  le  operazioni  fondamentaìi  che  si  usano  in  geometria:  il  proiet- 
tare ed  il  8ej7are. 

Proiettare  uno  spazio  lineare  da  un  altro  spazio  lineare  dislialo  dal  pri- 
mo e  non  contenuto  in  esso ,  vuol  dire  costruire  io  spazio  itidividualo  dit  en- 
I  ramili. 

Cosi  proiettare  un  S^  A  da  un  (S,)  b  indipendente  dal  primo  vuol  diro  co- 
stroire  r(S,)  Ab,  proiettare  r(S,)  a  dall' (S,)  6  vuol  dire  costruire  1' (S,)  ab,  o 
l'{S^  ab,  secondo  che  a  e  ò  non  sono  o  sono  indipendenti.  Non  ha  significato  il 
proiettare  un  So  da  un  (Si)  che  gli  appartiene. 

Segare  uno  spazio  tineai-e  con  un  altro  spazio  lineare  discinto  e  non  coii' 
tenuto  in  esso,  vuol  dire  costruire  lo  spazio  comune  ad  entrambi. 

Cosi  segare  un  (S,)  a  con  un  (S,)  b  non  contenuto  in  a.  tuoI  dire  trovare  l'S^ 
fomune.  Non  ha  significato  il  segare  uno  spazio  con  un  altro  indipendente  da  osso- 
si. Questi  sono  i  significati  generici  delle  due  operazioni;  però,  in  particolare, 
per  quello  che  riguarda  l'applicazione  di  queste  operazioni  agli  S^  delle  forme  fon- 
damentali di  1%  2*  e  3'  specie,  osserviamo  che  si  può  soltanto  proiettare  da  un 
punto  0  da  una  retta,  e  questi  si  dicono  rispcttìvaiuente  centro  e  asse  di  proie- 
zione ;  8i  può  segare  con  una  retta  o  con  un  piano  e  questi  si  dicono  osse  di 
sezione  e  piano  di  sezione  o  quadro  ;  e  che  sempre  si  suppone  tacitamente  che 
l'ente  risultante  dalla  proiezione  o  sezione  di  un  Sq  è  da  considerarsi  esso  stesso 
rome  un  B„  di  natura  diversa.  Cosi  : 

Proiettare  da  un  punto  un  altro  punto  vuol  dire  costruire  la  retta  (e  non  la 
puntcf/giata)  da  essi  individuata,  e  questa  dicesi  raggio  proieltanle. 

Proiettare  da  un  punto  una  retta,  o  da  una  retta  un  punto  ,  o  da  una  retta 
un'altra  retta,  che  ha  comune  con  essa  un  punto,  vuol  dire  costruire  il  piano  in- 
dividualo da  entrambi,  e  questo  dicesi  piano  proieltanle  , 
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Segare  con  un  piano  un  altro  piano ,  tuo!  dira  costruire  la  retta  c(Hiiiu)e  ad 
entrambi  e  questa  dicesi  iraccia  dell'  uno  sult'aJtro. 

Segare  con  una  retta  un  piano,  con  un  piano  una  retta,  o  oon  una  retta  un 
altra  retta  non  indipendente  da  casa ,  sì){niOca  costruire  il  punta  comyne  ail  eo- 
trambe  e  questa  dicesi  Jroccia  dell'uno  sull'allro  ente. 

Nel  campo  euclideo  debbono  considerarsi  in  particolare  le  operazioni: 

Proieftare  da  un  punto  improprio  (proiezione  parallela  o  secondo  una  daU 
diresione); 

Proiettare  da  una  retta  impropria  (proiezione  secondo  una  data  giacOwa); 

Segare  con  uno  rello  impropria; 

Segare  con  l'assoluto. 

22.  Proiettare  o  segare  una  figura  (o  una  forma)  vuol  dire  proiettare  o  se- 
gare ogni  singola  S,  della  figura  (o  della  formn  )  e  considerare  l'ente  proieUimle, 
0  la  traccia  dell'  S„  della  figura  (o  della  [orma)  data ,  corno  l'S^  della  figura  (o 
forma)  risultante. 

23.  In  generale  proieltare  una  figura  da  un  Sg  sopra  uno  <S,),  o  sopra  on 
(Si)  dato,  vuol  dire  proiettare  prima  la  figura  data  dallo  S,  di  proiezione,  e  quindi 
segare  la  figura  risultante  mediante  r(S,)  dato  o  l'CS,)  dato.  L'ultima  figura  cbe 
sì  ottiene  si  dice  pi'Oteztone  della  figura  data. 

Due  gruppi  prospettivi  o  due  n-S,  prospettivi  sono  l'uno  proiezione  dell'altro. 

24.  Applicando  quanto  si  è  detto  alle  forme  semplici  si  ha: 

La  punteggiata  proiettata  da  un  punto  esterno  ad  essa,  qualora  si  consideri 
ogni  raggio  proiettante  come  un  Sg ,  dà  luogo  ad  un  fascio  di  raggi  ;  proiettata 
invece  da  una  retta  che  non  sì  appoggi  ad  essa,  e  considerando  ogni  piano  p^oìe^ 
tante  come  un  8, ,  dà  luogo  ad  un  Roseto  di  piani. 

Il  /'ascio  di  raggi  proiettato  da  un  punto  esterno  al  suo  piano,  o  da  od  rag- 
gio che  passa  pel  suo  centro  e  non  sta  nel  suo  piano ,  qualora  si  consideri  ogni 
piano  proiettante  come  un  S, ,  genera  un  fitscio  di  piani  ;  segato  invece  da  un 
piano  0  da  una  retta  del  suo  piano  non  passante  pel  centro ,  e  qualora  si  consi- 
deri ogni  traccia  come  un  S, ,  genera  una  punteggiala. 

11  /ascio  di  piani  segato  da  una  retta  che  non  si  appoggia  al  suo  asse  o  se- 
gato da  un  piano  che  non  appartiene  al  suo  asse  genera ,  con  analogo  cambia- 
mento di  S. ,  la  punteggiala  o  il  /"ascio  di  raggi. 

Ed  6  sotto  questo  punto  di  vista ,  cioè  cambiando  oontlauamento  la  naturi 
dello  So ,  che  noi  diciamo  ette  fé  forme  semplici  si  poìsono  ricavare  V  una  iti- 
l'altra  mediante  operazioni  proiettive. 

2&.  Un  fulto  snulogo,  ma  non  identico,  avviene  per  le  forme  di  2'  speei»- 
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Un  piano  punteggialo  proiettalo  da  un  punto  esterno  aJ  esso,  qualora  si 
consideri  ogni  raggio  proiettante  come  un  S,, ,  genera  una  stella  di  raggi;  vice- 
Tersa  la  stella  di  raggi  segata  con  un  piano,  indipen^lente  ila!  suo  centro,  genera 
il  piano  punlcggialo,  s&  ogni  traccia  si  considera  come  nuovo  S,. 

Ud  ptano  rigalo  proiettato  da  un  punto  esterno  ad  esso,  e  considerando  ogni 
piano  proiettante  come  S, ,  genera  una  stella  di  piani;  e  vìceTcrsa  d^Ii<i  stella  di 
piani,  con  sezione  con  un  piano  indipendente  dal  suo  centro,  si  lia  il  piano  rigalo. 

Non  si  può  ottenere  dal  piano  punteggiata  con  operazioni  fonltimcntali  la  stella 
di  piani,  0  dal  piano  rigato  la  stella  di  raggi  ;  né  con  queste  operazioni  si  possono 
ricavare  1'  una  dall'  altra  le  due  forme  di  3*  specie. 

S  6.  Teorema  di  Deeargues. 

26.  Se  due  3-So  ABC ,  A'B'C  sono  proiettivi  sono  pure  omologici. 

Per  questo  teorema  bisogna  considerare  due  casi,  cioè  se  i  due  3-S,  stanno 
in  due  (S^)  distinti ,  oppure  nello  stesso  ;S,).  Nel  1'  caso  i  due  3-S„  apparten- 
gono ad  un  (S,),  nel  secondo  caso  appartengono  ad  un  (S»l;  ma  per  la  dimostni- 
lionc  si  ha  bisogno  di  ricorrere  all'  esistenza  dello  (S,),  perciò  il  teorema  vien  di- 
mostrato solo  per  l'ipotesi  che  lo  S^  sìa  un  punto  o  un  piano,  e  non  per  le  altre  duo. 
t.*  Se  i  due  3  S„  appartengono  a  differenti  (Si),  ciascuna  coppia  di  (Sj) 
BC  B'C  ,  GA  G'A' ,  AB  A'B",  appartenendo  ad  uno  stesso  {Sj),  determina  un  S, , 
che  appartiene  allo  (S,)  comune  a' due  (S,)  ABC  ,  A'B'C,  a  quindi  i  3-So  sono 
omologici. 

2.°  (•)  Se  ì  due  3-So  stanno  nello  stesso  (S^  o,  sia  0  l'S,  Tsso  pel  quale 
passano  gli  (S,)  AA' ,  BB' ,  CC.  Per  0  tiriamo  fuori  dello  (S»)  o  un  (S,)  r  e  pren- 
diamo su  esso  due  S,  C, ,  C,  ;  i  due  3-Su  ABO,  ,  A'B'C,  sono  prospettivi  e  stanno 
in  (S,)  distinti,  quindi  sono  omologici;  ma  i  'i-S^  ABG  ,  A'B'C  sono  le  proiezioni 
dfi  precedenti  fatta  suir(S,)  o  dallo  S,  P=CC,'CC', ,  quinJi  anche  le  coppie  di 
(S,)  BC  B'C ,  GA  G'A' ,  AB  A'B"  si  segano  in  S„  di  un  (S,). 

37.  Ueciprocamenle:  Se  due  3  S.  ABG.A'B'C  ftanno  gli  8^  BG-B'C'.CAC'A', 
AB-A'S'  apparienenli  ad  un  (S,)  c/te  non  coincide  con  nessuno  degli  S,  delle 
due  figure  date  ,  gli  (S,)  AA' ,  BB'  ,  CC  possono  per  un  So  e  i  due  3S,  sono 
omo(oi;ici. 

1."  Se  i  due  Z-S^  stanno  in  (S^)  differenti,  le  quaterne  di  S„  BCB'C ,  GAG'A', 
ABA'B'  stanno  in  S  (S,)  differenti  che  si  segano  negli  (S,)  AA',  BB',  CG',  (luindì 
questi  (S,)  passano  per  l'S,  comune  a' tre  (S^l.  e  il  teorema  è  dimostrato. 

2.'  Se  i  due  3So  stanno  in  uno  stesso  (S»)  a,  sia  p  l'{S,}  su  cui  ai  segano 


I*)  La  dimostrazione  2'  di  questo  art.  e  del  segueuto  soao  prese  dal  Sa 
Lezioni  di  Geometrìa  proiettioa,  1894. 
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le  coppie  (li  Sj  corrispondenti  dei  3-So-  Per  p  conduciamo  un  (S,)  o, ,  diverso 
da  9,  e  da  un  S^  P  esterna  a  a  e  q,  proiettiamo  ìt  3-So  ABC  in  j4(B,C,  su  a,; 
i  3-So  AfB,Cf  ,  A'B'C,  essendo  in  diversi  (S^)  e  soililisraccndo  alle  condizioni  del 
teorema ,  sono  omologici  e  quindi  gli  (SJ  A'Af  ,  B'Bi  ,  C'Ct  passano  per  un  S.  ; 
ma  i  3-S,  ABC  ,  A'B'C  sono  le  proiezioni  sullo  (S^)  a  dei  due  precedenti  SS,; 
dunque  anche  gli  (S,)  AA'  ,  BB'  ,  CC  si  segano  in  un  S,  0 ,  ed  il  teorema  k  di- 
mostralo. 

28.  La  proposizione  di  Desargues  per  il  piano  rigato  e  per  la  stella  di  raggi 
coincide  col  reciproco  del  teorema  analogo  del  piano  punteggiato  e  della  stella  di 
piani  rispettivamente,  quindi  è  una  proposizione  vera  anche  per  questi  altri  due 
(Si^,  e  perciò  noi  possiamo  assumerla  come  postulato  se  ciascuno  di  questi  (S^ 
si  considera  per  s6  solo,  possiamo  ritenerla  come  teorema  se  esso  si  considera 
come  una  forma  di  2'  specie  dello  spazio  (S,)  di  punti  o  di  piani. 

Possiamo  dunque  ritenere  vera  per  ogni  forma  di  ?*  specie  la  propO'HzLOnt 
di  Desargues;  e  siccome  questa  è  la  proposizione  fondamentale  di  tutta  la  ge(v- 
metria  proiettiva,  tanto  negli  spazii  a  due  che  uegli  spazii  a  3  dimensioni,  ne  pos- 
siamo dedurre  die  d'ora  in  poi^ogni  ragionamento  fatto  sopra  il  piano  puntrgi;ialA 
0  sullo  spazio  di  punti  vale  identicamente  fatto  por  ogni  spazio  lineare  a  ~2ea  3 
dimensioni  ed  ogni  teorema  enunciato  in  una  sola  forma  di  2*  specie  o  di  ì* 
specie  ne  induce  ad  enunciare  uno  analogo  in  ogni  altro  spazio  a  '3  o  a  3  dimen- 
sioni che  sì  sappia  i<leare  con  opportuno  significato  dello  Sg. 

29.  Questo  importantissimo  fatto  limitato  alla  considerazione  di  2  sole  forme, 
cioè  il  piano  punteggiato  e  rigato,  la  stella  di  ra^<gi  e  di  piani.  In  spazio  di  punti 
e  di  piani,  prende  il  nome  di  legge  di  dualità,  e  si  chiamano  duali  le  forine  eie 
figure  clic  corrispondono  ad  un  medesimo  enunciato. 

Queste  coppie  di  forme  si  possono  supporre  per  comolità  sovrapposte  e  sì 
dice  sistema  piano  l'insieme  del  piano  punteggiato  e  del  piano  rigato,  sfella  Hn- 
sieme  della  stella  di  raggi  e  delU  stella  di  piani,  sposta  l'insieme  dello  spatio  di 
punti  e  quello  di  piani. 

Volendo  enunciare  contemporaneamente  i  teoremi  nel  distema  piana  e  nella 
stella  i  due  S^  si  distingueranno  chiamandoli  indifferentemente  Sg  ed  S, ,  e  le  forme 
semplici  da  essi  generate  si  distingueranno  rispettivamente  coi  simboli  (d,)  ed  (S,). 

Nello  spazio  sarà  più  breve  parlare  degli  S,  punto  e  piano  ;  in  esso  la  forma 
duale  della  puntc^'giata  è  il  fiscio  di  piani,  quella  del  fascio  di  raggi  Ò  lo  stesso 
fascio  di  raggi,  la  forma  duale  del  sistema  piano  è  la  stella,  e  più  precisamente 
la  forma  duale  del  piano  punteggiato  ò  la  stella  di  piani,  e  del  piano  rigato  è  la 
stella  di  ragyi.  Cosicché  in  conchiusionc  le  forme  di  2'  specie  sono  sempre  a  due 
a  duo  duali  o  per  rispetto  a  sé  stesse    u  per  riiipelto  allo  spazio. 

Napoli,  Settembre  1895. 
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SUL  MOVIMENTO  D'UN  PUNTO  MATERIALE 

SOPRA  UNA  SUPERFICIE  NON  LEVIGATA 

DI 

AMILCARE  RAZZABONl. 


In  una  Nota  inserita  nel  fascicolo  del  15  fcbbrnìo  1892  del  Comples  rendus, 
l'AppcII,  modiOcando  opportunemente  il  metodo  di  Lagrange,  determina  le 
equationi  del  movimento  d'un  sistema  di  punti,  quando  alcuni  di  essi  siano  sog- 
getti  a  legami  senza  attrito  ed  altri  invece  debbano  muoversi  su  altrettante  super- 
Scie  non  levigate. 

Successivamente  il  De  Saint-Germain  (BuUetin  dea  Sciences  vialhémali- 
qiies,  1892),  prendendo  a  trattare  la  stessa  questione  per  il  caso  d'un  punto  solo, 
ma  nell'ipotesi  che  le  coordinate  anzi  che  rettilinee  siano  curvilinee  ortogonali,  de- 
duce delle  formole  analogbe  dalle  equazioni  di  Lagrange,  determinando,  come 
applicazione  delle  medesime ,  il  movimento  d'  un  punto  pesante  sopra  un  cilindro 
di  rotazione  ad  asse  verticale,  rrducendonc  la  soluzione  alle  quadrature. 

Per  ultimo  il  Hayer  (Kònigl.  Sàcks,  GesHlschfifi  der  Wissemchafieit  za  Lnip- 
zig,  1893),  considerando  più  generalmente  il  movimento  d'un  punto  non  libero, 
distingue  due  casi,  secondo  che  il  moto  h:i  luogo  sopra  un-i  curva  od  una  super- 
ficie non  levigata.  Per  le  curve  egli  dà  una  classe  notevole  di  problemi  ,  la  solu- 
lione  dei  quali  dipende  d:ille  (juadrriture,  mentre  per  le  superQcic  si  limita  a  trat- 
tare il  caso  del  movimento  <run  punto  pes^mte  sopra  un  piano  obliquo,  mostranlo 
come  nella  stessa  maniera  potrebbe  risolversi  anche  quello  del  Saìnt-Qermain 
su  ricordato. 

D'altra  parte,  se  si  osserva  che,  introducendo  la  reazione  incognita  della  su- 
perGcie  sul  punto  (risultante  della  reazione  normale  e  della  forza  d'attrito),  il  mo- 
vimento può  allora  considerarsi  come  quello  d'un  punto  libero,  seguendo  un  pro- 
cedimento analogo  a  quello  che  conJuce  alla  determinazione  della  equazioni   in- 
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trìosccbe  del  moiimento  di  un  punto  sopra  una  snpcrQcin  levigata  (*),  si  otlen- 
f^ono  facilmente  tre  equazioni,  le  quHii,  avuto  riguardo  alla  loro  fonna ,  potranno 
in  taluni  casi  utilmente  sostituire  quelle  in  discorso.  Cosi,  se  la  superficie  è  quella 
d'un  cilindro  verticule  e  il  punto  è  soggetto  unicamente  sU' aiione  della  gratili, 
troveremo  un  nuovo  caso  nel  quuie  un  tal  movimento  può  completamente  deter- 
minarsi :  quando  cioè  la  sezion  retta  sia  una  spirale  logaritmica  ;  giacchÈ  ilimo- 
strcremo  che  in  allora  la  soluzione  del  problema  in  questione  si  riduce  alle  qu:i- 
drature,  precisamente  come  nel  caso  del  cilindro  circolare. 

5  I. 

Ci6  premesso,  supponiamo  che  H  sia  un  punto  di  massa  »t,  obbligato  a  muo- 
versi sopra  una  superficie  S  non  levigata,  e  sia  P  la  risultante  delle  fone  diret- 
tamente ad  esso  applicate  :  rappresentando  con  B  la  reazione  della  superficie  sul 
mobile,  potremo  riguardarlo  come  lìbero  sotto  l'azione  delle  forze  P  ed  B,  e  della 
loro  risultante  F.  Ciò  posto,  se  denotiamo  con  N  il  valore  algebrico  della  reazione 
normale  e  con  a  il  coefficiente    d'attrito,  alla  fona  R  potremo  sostituire  le  due 


la  tangente  e  l'altra  Fp  =  m  — secondo  il  raggio  di  curvatura  p  della  traiettoria, 

esprimendo  v  la  velocità  del  punto  ;  e  quindi,  per  quanto  abbiamo  osservato,  dovrì 
aver  luogo  l'eguaglianza  geometrica 

(a)  {F^  +  (Fp)  =  (P)  +  (N)  +  (aN) , 

dalla  quHie  sari  fucile  dedurre  le  equazioni  del  movimento  che  consìderiaiRo. 

Per  questo  ,  iniiicliiamo  con  31T  la  tangente  alla  traiettoria,  con  HC  la  nor 
male  alla  superficie  e  con  HG  la  perpendicolare  al  piano  delle  prime  due,  sce- 
gliendo per  direzione  positiva  della  MT  quella  secondo  cui  crescono  gli  archi  della 
curva,  per  direzione  positiva  della  MG  quella  che  va  dal  punto  H  al  centro  di  cur 
vatura  C  della  sezione  normale  tangente  e  finalmente  per  direzione  positiva  della 
MG  quella  che  forma  un  angolo  acuto  colla  direzione  positiva  della  normale  prin- 
cipale alla  curva.  Chiamando  ij;  l'angolo  che  il  piano  osculatore  della  traiettoria 
forma  col  piano  della  sezione  normale  tangente  ,  e  indicando  rispettivamente  con 
^(  >  ^n  '  ^ir  '^  componenti  della  P  secondo  le  HT ,  MC  ,  UG  ,  proiettiamo  sulle 
medeaaie  ì  due  sistemi  equivalenti  (a)  e  otterremo  le  relazioni 


l')  P,  Appetì,  Traile  de  Micaniqu*  rationelle,  T.  I ,  p,  469 
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od  anche,  introducendo  il  raggio  di  curratura  R  delln  sezione  normale   taageiite 
B  il  raggio  di  curTatura  geodetica  p^  della  traiettoria , 

II)  m-  =  P,-.N    ,    ■b-  =  P.  +  »    .     -^  =  P,. 

elle  sono  le  equazioni  che  trattafansi  di  determinare  e  delle  quali  l'ultima,  come 
u  vede,  è  indipendente  affatto  dalla  reazione. 

5  2. 

Applichiamo  queste  formolo  alla  dcterminasione  del  moTimento  d'un  panto  pe- 
sante sopra  un  cilindro  Terticalo  qualsiasi  non  levigato. 
A  (ale  oggetto,  supposto  che 

ivd  l'equazione  in  coordinate  polari  della  sezione  retta,  prendiamo  per  origine  il 
polo  0  e  per  asse  delle  z  la  verticale  condotta  per  esso,  scegliendo  per  direzione 
positiTft  quella  che  va  dall'alto  al  basso.  Avremo 

as  =  r  cos  u    .    j/  =  r  sen  u  , 

da  cui,  indicando  con  do  l'elemento  d'arca  della  curva  considerata, 

do- -- ir- +  (is'=[r' +(£)']  dio-, 
od  anche 

{iì  de  =  i  (ia)  dia  , 

essendo  posto  per  sempliciti 

Se  poi  cbiamìamo  ?  l'angolo  che  la  traiettoria  Torma  con  Io  generatrici  del  cilin- 
dro, siccome  allora  si  lia 
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seguirà 

(2)  z  —  f     cot<[i6(w)dw, 

supposto  che  ni  principio  del  mOTÌmento  il  mobile  si  trovi  sul  piano  in/ ,  ci  u, 
sia  il  valore  corrispondente  dì  w  :  la  traiettoria  sarà  per  conseguenza  determinala, 
tosto  che  Io  sia  cp  in  funzione  di  (o.  Per  trovare  questa  relazione ,  si  indichi  eoa 
da  l'arco  elementare  della  traiettoria  e  si  avrà  subito  per  esso  L'espressione 


da  cui 
(3) 


mentre  per  la  curvatura  della  sesion  normale  tangente  e  per  quella  geDdctìca  della 
traiettoria  avranno  luogo  le  Tormole 


(4) 


sen*y  I  _     dip  _     sen  <f  df 


nella  prima  delle  quali  p,  essendu  il  raggio  di  curvatura  della  sesion  retta,  po- 
tremo considerarlo  come  una  funzione  di  u.  Avendosi  inoltri}  P  =  m^r  .  poiché  nel 
nostro  caso  la  forza  che  agisce  su  H  è  la  gravila,  sarà 

Pj  =  mgcoBf    ,    P„  =  0    ,    Pg  =  mg  sen  ip 

con  che  le  (I)  nelle  quali  siansì  fp-tte  le  sostituzioni  (1)  si  trasformeranno  nelle 

(n  m— =  m3C0S9-aN    , 7—^  =  ^    •    t)»=~Bfl(w)  — , 

fra  cui  eliminando  v*  ed  N  si  otterrà  un'equazione  dirTerenziale  in  7  ed  u ,  che 
sarà  la  relazione  richiesta  fra  queste  due  quantità.  Per  eseguire  questa  elimloa- 
sione ,  si  sostituisca  nella  seconda  delle  (l'j  il  valore  di  v*  dato  dalla  terza  e  li 
avrà 
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aiuto  riguardo  alla  (3') , 

e  poiché 

di>_l  de* 
(«"ad»' 

sostituendo  nella  prima  delle  (1')  e  tra  essa  e  la  (5)  eliminando  la  N,  si  giungerà 
lenia  difficoltà  all'equazione  ' 

che  è  quella  che  tratlavaei  di  determinare. 
Scrivendola  sotto  la  forma 

«,  dti)      „     .    d«     0'     „    0 

(6')  — ; 2  col»  T^  =  r  +  2o  -  sentp , 

df  '  dw     6  p       ' 

che  si  ottiene  dalla  precedente  divìdendola  per  {-^j  ,  bÌ  vede  subito  che  essa 
sarà  lineare  rispetto  a  -r^  e  per  consegueoza  integrabile  ogni  qual  volta 

r-  +  2a  -  sen  9 
s  p 

sarà  funzione  della  sola  f.  Ciò  avverrà  certamente,  quando  siano  soddisfatte  l'è- 
guaglianze 

OTFcro  le  altre 
(8) 

che  immediatamente  conseguonoi  denotando  a  ,b  ,  k  delle  costanti,  che  potremo 
TOL.  xzztv  6 
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evidentemente  supporre  poaitive.  Considerando  dunque  questo  caso  p^rliulare,  u- 
stituiamo  nella  (I)  a  6  il  suo  valorn  dato  dalla  prima  delle  (8)  e  otterremapcrlt 
luDghezta  o  dell'arco  dcHa  curva  sezione 

fra  essi. e  la  seconda  delle  (8)  eliminando  to,  risulterà 


che  è  l'equa2Ìon&  intrinseca  della  spirale  logaritmica;  ma  ricordando cbe il raggii) 
di  curvatura  di  questa  curva  è  uguale  alla  normale  polare,  dovrà  essere 


e  corrispondentemente  b  =  i.  r.a  (C*)  si  trasformerà  quindi  nella 

.  d? 

dw  d»  _ 
2cot«:j^  =  a+2asen» . 

da  cui  seguìrìt  subito ,  integrando  , 

dw  'L/        8en*9         '       J 

ovvero,  eseguendo  le  quadrature, 

^  =  Ben*  (p  [-  a  cottp  +  2  a  log  tang  |  +  c]  , 
e  Analmente,  integrando  di  nuovo  , 

w        »=/■'  — f ^ r-r 

j       sen'tp  [-  a  cot?  +  2  «  log  tang  |  +  CI 
dove  C  rappresenta  una  costante  arbitraria  e  f,  il  valore  di  f  corrispondente  li 
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u  =  0.  Se  poi  osseniamo  che  Tacendo  nelle  (1)  a  =  0,  segue  subito  p^Cost.,  pos- 
siamo concludere  che  la  forinola  (9)  oltenuta  nell'ipotesi  che  il  cilindro  considerato 
abbia  per  sczion  retta  una  spirate  logaritmica  comprende  anche  il  caso  del  cilindro 
di  rifoluzione,  quando  cioè  si  supponga  a  =  0. 

Ha  per  non  occuparci  che  del  primo  di  questi  oasi  facciamo  nella  stessa  (9), 
la  sostituzione 

(lOj  tang  ?  =  eS 

e  poiché  allora 

troTeremo  per  u  l'espressione  più  semplice 
,.,.  fx  coshX  dX 


a  senhX  +  2  aX  +  C 


mediante  la  quale,  e  tenendo  presente  la  (10),  potremo  esprimere  facilmente  in  fun- 
Eione  della  nuova  variabile  \  i  diversi  elementi  del  moto  che  consideriamo.  Infatti 
osservando  U  (5),  che,  per  essere  qui  p  =  6,  si  riduce  alla 


-mgsen*^-^-  , 


seguirà 
(») 


aseahX  +  2aX  +  G 

giacché  per  lo  formolo  precedenti 

_     1  dw_  cosh'X 

coshX    '     dip  "~  a  seohX  +  2a  X  +  C  ' 

e  per  la  velocità  che  per  la  terza  delle  il")  e  la  prima  delle  (8)  è  espressa  da 
(12)  iJ*=-flAe""  ''"' 


troveremo 


coshX  dì 
coshU  '•'i    rr-. 


j^gasenhX  •)-  2it.  +  C 
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Annlogamente  per  l'ordìData  z ,  avuto  riguardo  alla  (2)  e  alle  espressioni  io 
?>  che  abbiamo  diito  per  le  quantità  che  ia  essa  compariscono,  avremo 


senhX  coshik  rtX      |       ^ju, 
osenhi  +  2aX  +  C  '  i 


fl3)  z=     A    «eniiA  C08DA  rtA      I       "Jn^aaenW  +  a^i  +  C 

^  asenhi  +  '>-'^  -..ri. 


mentre  per  il  culcolo  del  tempo,  bisterà  far  uso  dell'equazione 


dnll»  quale,  sostituendo  a  e  e  a  ds  i  loro  valori  espressi  per  X,  si  rieatcrà  facil- 
n)cnte  la  formola 


n  1     r         coBhi.fi 

<I4)    .  =  -  /mhtdxJ-  ^/,^  ^■^i>..».J.>^.2■M^ 

J  y,  \      ff(oscnhX  +  2o[X  +  C) 

che  colle  altre  risolve  completamente  la  questione  che  ci  eravamo  proposta. 

n. 

Facciamo  ora  una  breve  discusBÌone  del  problema,  osservando  in  primo  lui^ 

che,  afQnché  il  valore  di  v  dato  dalla  (12)  sia  reale,  è  necessario  che  -—  siaco- 

Etanlemente  negativo,  ossia  che  la  f  decresca  col  crescere  di  w  ;  ciò  significa  cbe 
l'angolo  che  la  direzione  positiva  della  traiettoria  forma  colle  gcneriitrici  del  ci- 
lindro, preso  per  senso  positiro  quello  dell'asse  z,  dovrà  divenire  sempre  più  tcuto 
col  crescere  del  tempo. 

Supposto  che  al  principio  del  movimento  ?  sia  compreso  fra  o  e  -  e  che  il 

mobile  sia  lanciato  dalla  parto  secondo  cut,  sulla  superficie  ,  cresce  il  paramclro 
(<) ,  vediamo  subilo  per  la  (10)  che  X  dovrà  essere  negativa  ed  in  valore  assolulu 
andar  crescendo  oltre  ogni  limite  col  tempo.  Avendosi  poi,  come  abbiamo  trontu, 

dw  cosli*X 


dif  "  osenhX  +  2aX  +  C  ' 

ne  segue  che  anche  a  senhX  -f  ZoX  +  C  dovrà  essere  negativa,  e  ,  come  lo  motln 
la  sua  forma,  dovrà  crescere  in  valore  assoluto  oltre  ogni  limite  con  X.  La  rei- 
zione  normale  (II)  sarà  quindi  positiva  e  percid  diretta  dalla  parte  della  coocaviil 
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del  cilindro,  come  del  resto  è  evidente,  ed  andare  ìnollre  continuamente  dimiouen- 
do;  mentre  la  velocità,  v  e  l'ordinata  z  Qniraano  col  diventare  iaUaitameote  gran- 
di,  come  è  fucile  persuadersi,  esaminando  le  espressiooi  (12')  e  (13)  che  abbiamo 
trovate  per  esse. 

Supponendo  invece  che  il  valore  iniziale  dì  7  sia  compreso  fra  t  e  it  e  che  il 
mobile  sìa  sempre  lanciato  dalla  parte  secondo  la  quale  cresce  il  parametro  (>>,X 
airà  un  valore  positivo,  che  andrà  diminuendo  sino  a  scro  (per  f  =  -],  per  di- 
ventare poi  negativo,  continuando  a  decrescere,  nel  modo  che  abbiamo  visto  pre- 
cedt!ntemente.  La  pressione  andrà  continuamente  diminuendo  anche  ora,  dovendo 
evidentemente  il  valore  della  costante  C  essere  negativo,  e  cosi  la  velocità,  quc' 
st' ultima  però  non  oltre  un  certo  limite;  giacché  essa  passerà  per  un  minimo  di- 
verso da  zero ,  dopo  di  che  incomincerà  a  crescere  sino  a  diventare  sempre  più 
grande,  come  sappiamo.  Derivando  infatti  la  (12')  rispetto  a  X,  vediamo  subito  che 

dv* 

—  rimarrà  positiva  per  tutti  i  valori  di  X  compresi  fra  quello  iniiiale   e   quello 

che  soddisfa  l'equazione  de)  minimo 

(15)  8enbX(a  senhX  +  SoX  4-  C)  -  afiosbX  =  0  , 

che  dovrà  essere  negativo ,  come  facilmente  si  vede  :  ne  segue  che  la  posizione 
corrispondente  del  mobile  sulla  traiettoria  non  sarà  precisamente  quella  per  la 
quale  il  valore  dell'ordinata  z  si  otterrebbe  dalla  (13)  facendo  in  essa  X=:0,  vale 
a  dire  il  punto  pia  elevato  della  curva  ;  ma  corrisponderà  invece  a  un  arco  di 
maggior  lunghezza ,  di  cui  1'  ordinata  z  dell'  estremo  sirebbe  il  valore  espresso 
dalla  (13)  stessa,  quando  al  limite  superiore  X  del  primo  integrale  fosse  sostituito 
il  valore  che  veriDca  la  (15);  mentre  facendo  la  medesima  sostituzione  nella  (14) 
si  avrebbe  il  valore  corrispondente  del  tempo. 

È  superfluo  avvertire  che  le  circostanze  del  moto,  appena  X  diventa  negativa, 
sono  quelle  esaminate  nel  primo  caso,  e  le  considerazioni  ora  svolte  mostrano  che 
anche  in  quello  la  velocità  potrà  non  incominciare  subito  col  crescerò,  ma  passar 
prima  per  un  mìnimo. 

Per  completare  questa  discussione  sarà  utile  verificare  che  l'equazione  (15) 
ammette  effcttivtimeDte  una  sola  radice  reale  e  per  di  più  negativa,  come  abbiamo 
affermato. 

Indicando  infatti  con  AX)  il  primo  membro  di  queir  equazione,  vediamo  subito 
che,  mentre  AX)  <  0  per  X=0  e  pei  valori  positivi  che  essa  può  assumere  (e  ciò 
perchè,  come  abbiamo  osservato,  la  quantità  asenliX  +  2aX  +  C  deve  essere  ne- 
gativa allìnchè  il  valore  della  velocità  (IS")  sìa  reale),  si  trova  invece  /);  -  00)  >  0; 
ciò  che  permette  d:  concludere  che  esiste  sempre  una  radice  reale  fra  0  e   00  ed 


,y  Google 


)(  w  )( 

una  sala,  perchè,  come  si  verìfica  facilmente,  ^'(X)  conserva   sempre  il  lurdesimo 
segnojpcr  tutti  1  ?alorì_di  l  che  cadono  nell'  intervallo  consideralo. 


s*. 


ie^forroole  generali  (I)  Bono  state  ottenute  indipendentemente  da  qualsiasi 
ipotesi  particolaie  sulla  natura  delle  forze  agenti  d  rettamente  sul  punto;  nel  cuo 
che  esistesse  una  funzione  di  forza  sarebbe  facile  dimostrare  col  Hayer  (I.  e.)  che 
in  allora  la  solusione  del  problema  potrebbe  farsi  dipendere  dalla  determiauione 
della  traiettoria  percorsa  dal  mobile.  Uostriauiolo  eSetlivamente  per  il  caso  che 
il  punto  non  sia  soggetto  all'azione  diretta  di  alcuna  forz»;  per  le  (!')  avremo  al- 
lora le  formule 


(1") 


]'  ultima  delle  quali  prova  intanto  che  il  movimento  non  potrà  aver  luogo  che 
lungo  una  geodetica  della  superficie.  Eliminando  la  N  fra  le  prìme  due,  si  oUeiri 
r  equazione 


0,  ciò  che  è  Io  stesso. 


-"1'.  w 

w»  =  t,«e        J»«  ■* 


dove  0,  rappresenta  il  valore  della  velocità  iniziale  ed  R,  ora,  il  raggio  di  cur- 
vatura della  trajettoria,  che,  quando  la  curva  sia  conosciuta,  potremo  supporre 
determinato  in  fnnzionc  dell'arco  s.  Sostituendo  il  valore  di  v  nella  seconda  delle 
(1'') ,  avremo  per  la  reazione  normale 


--/:.!• 


=,  Google 
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i;  entro  sostituendo  nella  prioia.  o  pii^  semplicemente  nella 


troieremo  per  il  tempo  l'espressione 


(  =  -!-   le   •'"•  R  de. 


Osservando  queste  formole  possiamo  quindi  concludere  cbe  :  il  mori'menia 
(f  un  punto  sopra  una  superficie  non  levigala  e  non  soggeUo  aiX  azione  di  al- 
cuno forza  è'  picnonjenlc  delerminofo,  («He  te  voUa  che  si  conoscano  (e  geode' 
litke  della  sitper^cie. 


Bologna,  giugno  1893. 
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SUI  NUMERI  E  POLINOMII  DI  BERNOUUI 


L'Ing.  Dott.  CARLO  PIETROCOLA 


Scopo  della  presente  nota  è  la  dimostrazione  del  celebre  teorema  di  Staudt 
e  Clausen  sui  numeri  di  Bernoulli  e  ta  gencralizzatìone  di  un  teorema  di  Adan». 
Ha  intanto  a  questo  argomento  principale  si  sono  andati  naturalmente  inoestaodo 
e  coordinando  altri  cbe  ne  sono  o  una  preparazione  o  un  complemento.  Cosi  si 
sono  presentati  spontaneamente  le  funzioni  che  noi  ctiiamiamo  IIj,'(n]  ed  /i,(a)  ed 
abbiamo  creduto  fermarci  su  di  esse  più  del  necessario  per  l'intimo  legame  che  esse 
banno  coi  numeri  di  Bernoulli  ;  ed  inoltre  per  la  facilità  stessa  delle  deduiioni  ab- 
biamo creduto  di  non  dover  tralasciare  di  notare  alcune  proprietà  interessanti  dello 
funzioni  /i-(n) ,  le  quali  d'allra  parte,  abbiamo  riunite  in  nota  per  non  tare  una 
troppo  lunga  digressione  dall'argomento  principale. 

In  questa  nota  stessa,  abbiamo  pensato  sieoo  anche  al  loro  posto  taluue  pro- 
posizioni sui  resti  dei  polinomiì  di  Bernoulli  S,(n),  rispetto  al  modulo  n  ed  al 
moJulo  n*,  le  quali  noi  abbiamo  dedotte  appoggiaudoci  al  teorema  di  Staudt  e 
Clausen  e  seguendo  costantemente  quello  stesso  processo  che  ci  ha  condotti  li 
risultati  precedenti. 

Infine,  se  qualche  volta  abbiamo  esposto  più  di  una  dimostrazione  di  una  stessi 
verità,  ciò  non  abbiamo  fatto  per  amore  di  prolissità,  ma  quante  volte  ci  è  pino 
giustificato  0  dagli  altri  risultati  che  abbiamo  cosi  potuto  alTermare,  o  dall'inte* 
resse  stesso  della  dimostrazione,  e,  d'altra  parte,  speriamo  che  non  dispiacerà  il 
conoscere  le  diverse  vie  che  abbiamo  battute. 

Abbiamo  creduto  dover  premettere  questa  specie  di  introduzione,  per  giusti- 
ficare, esponendone  e  coordinaDdone  il  contenuto ,  la  omogeneità  della  nota  cbe 
Bperiarao  veoga  benevolmento  accolta. 
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Notazioni  e  richiami. 


DeflDiamo  i  numeri  di  Bernoulli  B, ,  ed  i  polinomii  di  BernoulU  S,(tl)  rispet- 
tifamente  con  le  due  eguagliarne  simboliche 


e^-  I 


C«Bi")  = 


e"  -  1 


(I) 


(2) 


e"-  1 
Useremo  inoltre  le  due  comunisaime  funzioni  aritmcticlie  dellnite  dalla  (3)  e  (i) 


C.'  = 


iBly!        [x[y 


w 


[     1  perysO 
zj'  =  e^  =  i    i  per  y  intero  divisibile  per  l'intero  05  <i) 

\    0  Degli  altri  casi. 

Avrò,  inflnc,  frequente  bisogno  di  adoperare  le  seguenti  notissime  relaiioni 

(B  t  I)'  =  B'    (ci  =  2  ,  3 B,  =  1)  (!) 


S,fn)  =l'  +  2»  +  3»  +  ... +  n-i''  per  11  =  1,  2 e  g  =  1,  2, ...  ì 


5,(11)  =  « 


(6) 


^.'"'='°"trr°"'  ■  ^=«.'.2-         m 
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Polinomii  Hfc«(i) 
Definizione   e  proprtelù. 


Definiamo  i  polinomii  H;^'(i,y)  o  semplicemente  Bt^Ct)  con  l'identità 

H'»(f,y)  =  Hft'(0  =  C(V-'  +  CVfty'-'+*4-CV«!r'*^4-...,       (S) 

in  cui  i<h,y,q  sono  interi  positivi  o  nulli,  ed  in  cui  la  somma  al  2*  membni 
deve  essere  prolungata  fincliò  il  coeflleiente  della  y  non  diventi  nullo. 

Teorema.  Essendo  p  un  numero  primo  qualunque  ed  n,m  interi  posilÌTi,  k 

ti  =  m  (mod.  p  —  1)    J 

si  ha  pure  [         (9) 

H%.,(t ,  y)  =  H"p_,(i  ,  y)  (mod.  p)    \ 

1.*  Dtniosfraztone.  Dal  teorema  di  Fermat ,  e  da  un  suo  corollario  iBn^ 
diate  si  deduco  facilmente  il  seguente  teorema  che  li  riassume  ; 
Affinchè  la  congruenza  di  modulo  primo  p 

f{w)  =  0  (mod.  p) 

(in  cui  f(x)  è  un  polinomio  intero  in  ce  a  coefficienti  interi,  di  grado  quilunqae] 
abbia  p~l  radici  incongrue  e  prime  con  p,  occorre  e  basta  che  si  abbia 

e^AO^O  (OKPd    p) 

per  p  —  1  valori  di  h  incongrui  a  primi  con  p,  notando  che  nel  primo  membn  il 

prodotto  ò  simbolico,  e  si  conviene,  a  sviluppo  compiuto,  di  sostituire  e — |KI 

eV.  Se  poi  fix)  ammette  qualunque  n.'  per  radice  allora  h  non  é  soggetta  ad  il 
cuna  restritione. 

Premesso  ciò  notiamo  che  soddisfacendo  n  ed  m  alle  condizioni  imposte  dil 
teorema,  per  qualunque  coppia  di  valori  interi  di  os  e  di  y  si  ha 

{X  +  y)*  s{a>+  y)*  (mod.  p) 

onde,  supposto  dato  ad  y  un  valore  arbitrario  ma  fisso  si  nrri 

i''((  +  y)"ss*(e  +  y)"  (mod.  p) 
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qudunque  sia  A ,  e  quiodi ,   per  una  convientc  scelta  di  A  e  guardando  la  <j)  si 
deduce  la  verità  del  teorema. 

2.'  Dimostrazione.  Dall'eguaglianza  simbolica 

si  deduce  facilmente  Taltra 


1 


S'We"'*'"  =  é  e'*'" 


BuppoDCBdo  r  intero,  sostituendo  nel  2°  membro  ad  -p-^  .   U  suo  valore 
e^'-i-  e^^"  +  .  .  .  +  e*  +  1 

ed  eseguendo  prima  la  derivazione  accennata  e  quindi  il  prodotto  si  avrà  un  po- 
lÌDomio  intero  in  e*,  ed  il  coeQiciento  di  x*  in  esso  sì  deduca  derivando  rispetto 
alla  X  m  volte  dì  seguito  e  quindi  facendo  x  =  0. 

Eguagliando,  dopo  avere  eseguito  questo  calcolo,  i  cocilìcienti  di  a;"  nei  due 
membri  dell'  ultima  equazione  risulterà 

S'(r)[(S{r)  +  y)"-S*(r)]  =  (r-!)*  [7^T+y"-i^"] 

+  (f  -  2)*[r-2  +  y"-  r"^"]  +  .  - .  +  [rpy"-  i"]  +■  y". 

Ora  poiché  r  ,  tn  ,  n  sono  interi  e  positivi  e  poiché  per  ipotesi 
m  =  n  (mod.  p  — 1) 

pel  teorema  di  Fermat  sui  resti  di  potenze  si  avrà 

S*(r)[(S(r)-ryr-S*ir)]  =  SV)[(S(r)  +  s)''-S"{r)]     (oiod     p)('>        (IO) 


(*)  Essendo  p  qaalnnqne,  se  ai  indica  con  X  il  più  grande  esponente   dei   fat- 
tori primi  contenuti  in  p  e  si  iodica  con  <^(p]  V  indicatore  ridotto   di  p  (Lucas  E. 
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Intanto  è  noto  che  (essendo  p  primo) 


(mod.  p> 


(11) 


dunque  Tacendo  nella  (IO)  pHina  r  =  p  e  poi  guardando  (11)  e  notando  essere  le 
e"  periodicbe  col  perìodo  p-  1  risulta  la  verità  della  (9)- 

■3.*  Dimostrazione.  Generalizzazione  II  teoFBma  conteuuto  nella  forinola  (3) 
si  riferiEce  al  triangolo  di  Pascal.  Vedinino  di  generaliziarlo  ad  uno  scacchiere  qua- 
lunque. ConsidertatDo  lo  scacchiere  illimitato  di  cui  1'  elemento  di  coordinate  x]f 
sia  rappresentato  d»  A;,*  e  mettiamo  identicamente 


D«A.-  =  A%^ 

V'D'A."  =  D'V'A."  =  a'^ 


Ao»  Ao'  A,*  Ao 
A,»  A,'  A,»  A, 
A,»    A,'    A,*    a; 


I  simboli  T  ,  l>  godono  le  proprìeii 
associativa,  distributiva  e  comaiutslifi 
La  legge  di  formazione  dello  scacchìert' 


in  tutta  la  estensione  di  esso,  sia  espressa  dall'equazione 
V  D  A„*  ^  (1  +  D)  A," 
VD=1  +  D. 


ossia 


(12) 


Tbéorìe  des  nombres),  pel  teor.  di  Eulero  perfezionato  da  Laoas,  qualunque  nwo 
gli  interi  a;  e  p  si  ha 


a^(a.+(i"-i)sO 


(mod.  p) 


donque  la  (tO)  si  può  genentlizzare  nel  seguente  modo.  ■  Se  m,n  sono  interi  nj:»^ 
0  maggiori  di  X  ed  inoltre 

m  =  n  (mod.  <|'(p)) 

BÌ  avrÀ  pnre  la  (10)  anche  quando  p  è  qualunque.  > 
Se  p  è  primo  X  =  1  ,  ^{v)  =p~  1, 
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Supposto  p  primo  risulterà 

VD^sl+D"  (mod  p) 

Om,  estendendo  il  significato  del  nsuibito  H  incttìatgo 

H'i,„  =  V«(D*  +  D»*  +  D"  f  .  .  .  +  D"*) 

e  inteodendo  le  congruente  riferite  al  moJulo  primo  p  risulta  successivamente  e 
simbolicamente 

H».,'+''=V'VP(D*+D'*+..  -  D"*)  =  V«CD-''  +  l)(D*  +  ...  +  D^) 

=  H\„  +  V»D-P+*  I  1  +  D*  +  D»*  +  ..  +  D'~*! 

=  H'j_,  +  VD-"**  +  V«(V  -  lìP-^D*  +  D»*  +  ...  + 1)^=^*) 

=  U»^^  +  v'D-"^*  --  VD-'*^'  *  +  H»(H  -  l)p-* 

dunque 

Ha.,'*''  =  HV„  +  V'I>''^*-''I>"''*'^''  +  H»(H-  I)P-*  (modp)         (18) 

dove  l'ultimo  prodotto  è  simbolico  e  bisogner&,  a  sviluppo  compiuto  sostituire  H* 
con  tfji,„. 

SuppoDiamo  in  particolare  cbe  tutti  gli  elementi  SJ'  situati  sulla  diagonale 
principale  sieno  uguali  all'unità:  in  virlù  della  legge  di  formasione  (12)  tutti  gli 
elementi  al  di  sotto  di  tale  diagonale  saranno  nulli  «d  allora  nell' applicare  la  13 
un  nomerò  finito  di  volte ,  si  potrà  determinare  per  n  un  valore  suOlcientemente 
grande  in  maniera  che  risulti 

D"'*"***  Aj."  =  0  qualunque  sìeno  y>0  ai^O. 

In  tali  ipotesi  particolari  le  H  clie  compariscono  nella  (13)  acquistano  il  no- 
vello significato 

Ha«=V»(D''  +  D»*  +  D»*+  .  .  .        indefiniUmente)  (14) 

e  la  (13)  diventa 

Hi'+PsHi'  f  V  D-P+*  +  H'iH  -  t)P-*  (mod  p)  (15) 

OTC,  a  sviluppo  compiuto,  bisognerà  sostituire  II'  con  11/  che  è  definito  dalla  (U). 
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La  (IS)  per  h  =  p  —  ì  porge  la  formoln  di  ricorrenta 

H      =H      +V'D-'  (laodp) 

p-i       p-i 

1.1  quale  risoluta  ed  applicata  airelemenlo  Ag^,  d&  il  seguente 

Teorema.  Se  per  qualunque  valore  di  m>0  e  di  n>-  1  si  abbia 

a"^'  =  a"  +  a" 

ed  inoltre  A^*  =  A,'  =  A»*  =    .  .  =  )  si  a^rà 

A' _,  4  A»  _.  +  A»  —  1- . . .  s  e  -^  +  A'-'-'='  +  A_,'-'-»^  +  . . . 
"  '  ip-i         IP-I  p  —  i 


^^,_._fl=l],^,) 


(mod  p)    (•)  (te) 


p  essendo  un  numero  primo  qualunque 

Applìcbiiimo  questo  teorema  al  triangolo  di  Pascal  col  mettere 


Eseguendo  tale  sostitueione   nella  (16)    e  cambiando   q   in   g-i  e  i 


■l   p-1    J 

n-i  9-1-P-l  «-1-W-I 

C»  +  C,- +  C'    +...  =  e^ — 7  +  0  +C  +... 


.  .  .  f  C  .  (mod  p) 

Supponendo  in  questa  formola  i  <  p  Tiene  C,"'"''  =  Cj*  o  quindi  ìl  2*  membra 


i,*i  Con   1^— J  rappresentiamo  la  parte  intera  del  quoziente  —  , 
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dell'ultima  congruenza  diventa 


risalta 


gO  +  cv.  +  C      +...+C     *     =s5_Ì+c,'+"i-CA 
p-J         *  *-i  (-1  p-l        '  ' 


f.='-'-'-['-f:^']<^-" 


e  quindi 

Teijrerna.  Quulunqae  sia  il  n."  primo  p ,  per 
0^1  <p 
ii  ha 

Ci»  +  C',^p.,  +  CV.P=ì+-=<^  +  C,  *"'  ,    (modp)      (11) 

Si  noti  che  la  (17)  e  la  (9)  non  sono  cbe  f'jnae  diverse  di  una  stessa  pro- 
prietà. 

Per  {  =  0  la  (17)  diventa 


C%-.  +  C,_^.  +  C  V,  +  .  .    -  e  T~-        (mod  p) 


(18) 


Questa  forinola  per  q  dispari  è  stata  data  da  Rermite   in  omaggio  al  quale 
abbiamo  adottato  il  ùmbolo  H  (*). 

Funzioni    /i,(n). 
Beflnizione-T^zioni  con  le.  S,(n)-lcorGnta  fondamenlaie. 


Hettiamo  idcntloamente  per  qnalunque  valore  intero  di  9  >  0  e  per  qualunque 
valore  di  n. 


(49) 


(*}  E.  Lncaa.  Tbeorìe  dea  nomhrea  p.  506. 
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Risulta  cl)0  ad  eccezione  dì 

Wn)=-j- 

tutte  le  /t^n)  con  indice  pari  sono  nulle. 

È  facile  riconoscere  che  la  Tunsione  generatrice  dei  numeri  A,(n)  è  data  da 

Dalla  quale  si  deduce,  con  Tacile  trasformazione ,  guardando  la  (2)  la  rela- 
zione simbolica 

[ft{n)  +  nl'  ■ft'  =  S,(n)  ■  {21) 

£  ijsibile  che  per  n  intero  positivo  la  <20)  si  può  scrivere 


fi*-I        e"-l  e-K        "        ff=-l 

donde ,  guardando  la  (2)  ed  uguagliando  nei  due  membri  i  coefHcienti  di  x*  si 
ricava 

[S(n)  +  h(.i)]'  =  8,{n-l)  +  S,(ii-a)  +  ...  +  S,(2)  +3,(1) 

(ì  quindi,  essendo  n  intero  e  positivo,  per  una  nota  formola  O 

[8{n)  +  /i(n)  ]'=(«-  1)  S,(n  -  i)  -  S,,,(n  -  1).  (2!) 

Questa  formola  ci  sarà  molto  utile  in  segnito.  Essa  per  n  :=  2  sotto  forma  leg- 
germente diversa,  ma  per  altra  via,  ò  stata  trovata  da  WorontzofE  (**). 

Facendo  una  breve  digressione  deduciamo  dalla  (22)  una  relazione  fra  le  B. 

Dopo  avere  sviluppalo  il  primo  membro  si  sostituiscano  alle  h(n)  i  valori  dati 
dalla  (19)  ed  alle  S(n),  quelli  dati  dalla  (7):  eguagliando,  quindi,  i  coefflcieoli 
delle  stesse  potenze  di  n  nei  due  membri,  e  notau'lo  essere  per  n  >  1 

(B-l)"  =  (-1)-|B„-?nB,|, 


(*)  E.  Lucas  op.  e.  pag.  245. 

(**)  WorontzofiF  (KonveUes  annales  de  Matliematique  t.  XV,  Gemi.  1876  p.  16 
e  seguente). 
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dopo  facili  rtdutioni  viene 


(B  +  BT  +  ni.B^_,  +  (m  -  1)  B„ 


(23) 


qualunque  sia  l'intero  m  >  0  ,  e  dove  ,  a  8vilu|ìpo  conlpiùto  ,  bisognerà  sostituire 
B'  e  E''  con  B( 

La  123]  è  stata  dnta  da  Wurontzo[l'  e  da  Lo  Paige  (*J. 

Bilornando  alla  (22)  notiamo  che  essa  fornisco  una  rulaiionc  di  ricorrenza  li- 
neare fra  le  ft(n),  a  coefDcienti  interi,  ed  inoltre  notiamo  che  il  coefllciento  della 
h(n)  col  più  grande  indice  è  sempre  Su(n)  =  n,  dunque  sì  può  etiunciiire  11  se- 
Ijuente  teorema,  che  è  fondamentale  in  quel  che  segue. 

Teorema.  Qualunque  sicno  gli  inlert  n  e  q  sì  ha 


l-n' 


B.  =  intero 


m 


Teorema  di  Staudt  e  Claueen 
Generalizzazione  di  un  teorema  di  Adams. 


Teor.  di  SI.  e  CI.  /.*  Dimoutrazione.  Ad  un  numero  qualunque  e  quindi  a  B, 
si  può  dare  la  forma 

(25) 


B,  =  A,_^ 


dove  j  &  un  numero  primo  qualunque ,  A,  è  un  n.*  che  ridotto  alla  più  semplice 
espressione  non  continue  /  a  denominatore  e  dove  (i,  ,  X,  sono  interi  positivi  o 
nulli  ed  inoltre  (i,  </,  ,  v-q  primo  con  j. 

Il  teor.  ili  St.  e  CI.  consiste  in  questo  che 


•/ -1 


qualunque  sia  j. 


Per  dimostrarlo  supponiamo  nella  {ii)  che  la  più  alta  potenza  di  j  per  la  quale 
sia  divisibile  q  sia/;  allora  dulia  (21)  risulterà  che  la  congrucazu 


(raod.  }^*^) 


(*)  Le  Pftige  (Bnlletin  de  l'Àcadémie  de  Belgiqne  t.  XLL  Maggio  18T6). 
VOL.  xxziv.  S 
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ò  soddisratta  per  tulli  i  vnlori  di  n  primi  con  3  e  quindi  ammetterà  im  n.' di  ra- 
dici uguale  a 


d'altra  parte,  per  un  nolo  teorema,  il  n.  di  radici  della  stessa  congruenza  6  qunnlo 
il  mass.  com.  divisore  di 


Dunque  deve  essere  X,  =  •  e  g  dÌTisibile  per  j'—  I  il  che  dimostra  che  se  j  è  on 
n.  primo  qualunque,  esso  potrà  far  parte  (con  un  esponente  =  all'unità)  dei  i'.- 
nominatori  di  quei  numeri  D^  tali  clic  q  è  multiplo  di  j-  !. 

Cerchiamo  ora  il  valore  di  ^g. 

Sostituendo  nella  (5)  (dopo  avervi  fatto  q=j)  i  valori  delle  B  messi  ntlla 
forma  (2S},  dividendo  ciascun  termine  dello  sviluppo  per  j  (pel  quale  ciascun  coeF- 
flciente  binomìnle  >  1  è  divisibile),  per  quanto  or  ora  è  stato  dimostrato,  la  soli 
parte  che  potrà  contenere  j  a  denominatore  è 


-!i?-•^ 


e  quindi  dovendo  essere  late  somma  un  n.  intero  risulta  necessariamente  che  den 
essere  [ij_,  =  1. 

Supponiamo  ora  che  si  abbia  ^g=  I  fino  al  valore  di  q  =  ulj  —  I),  Tiigliuis 


dimostrare  clic,  messo  per  brevità  |i(. 


;+i)U-i)  = 


avrà  pure  fc=  I  ,  il  che. 


i-1 


,    completerà  la  dimostrazione  del  teorema  di 


considerato  il  valore  di  >.„ 
St.  e  CI. 

A  tale  uopo  scegliamo  l' intero  r  in  modo  che  si  abbia 


(u  +  l)y-t)<r~I  <(u-h2)(^-l) 


r  =  («+l)0-l)+P 


p=l  „ 


Per  la  ipotesi  fatta,  per  il  valore  di  r,  e  per  la  forma  dogli  esponenti  ì>,  ri- 
sulta che  nello  sviluppo  dì 

In  cui  le  B  slcno  Biute  messe  nella  forma  (23)  la  loIa  parte  che  può  conleneref 
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a  denominatore  è 


K59)( 


I  C^i  +  C\p;  +...+  C'«;r;  +  a:C',^,)y_,) 


e  quindi  dovrà  aversi 


e  conrrontaiido  con  la  (18)  viene 

35C  «-DlB-i-i)  =  e  (J. 


(inod  j) 


xC/aCp'      (mody)    ,    p  =  l  ,  2  ,  .  .  .  ,  j  -  1  . 

e  quindi ,  polendosi  scegliere  f  in  modo  che  Cp'  non  sia  divisìbile  pBr  j  risulta 
X  =  1    q.  b.  d. 

2.*  Dimoatrazione.  Cominciamo  co)  dare  una  formola  che  ci  servirà  moltissimo 
in  seguito. 


Dall' identità 


e  quindi 


!      e"'  —  ! 
-  I   7^-1 


le^  =  ef"B+S(«)la: 


[nB  +  S(n)]'-nB,  =  0. 


(20) 


Il  teor.  di  St.  e  CI.  6  verìGcato  evidentemonte  per  B,  e  B^  :  ammeltiaiiiolo 
allora  dimostrato  Uno  a  B^.j  e  di  mostriamolo  per  B,. 

A  tale  scopo  racciamo  nella  (26)  n  =  j,  e  diviiiamo  ciascun  termine  per  j, 
indi  sostituiamo  i  valori  delle  B  messi  nella  forma  (2^)  dove  ,  per  l'ipotesi  fatta  , 
bisognerà  supporre 


per    i:^0  , 


.9-2. 


oyCoOglO' 


f 


/ 


)(  60  X 
/  La  solu  parte  dello  sviluppo  che  può  contenere  j  a  denominatore  È 

ossia,  notando  essere 

8,(i)sevf-,  (modi) 

e  conserfando  dell'espressione  prendente  la  sola  parte  elio  contiene  3  a  denomi- 
natore, risulta 


|5ij-'-l|+j.r4j  =  intero. 


e  quindi,  essendo  ij^,  ì  ;*'  —  1  {  primo  con  j ,  affinchè  abbia  luogo  la  precedente  re- 
Iasione,  occorre  e  basta  che  sia 


Teorema  di  Adams  generalizzalo.  —  Ln  condisìon»  necessaria  e  suRlciciile  af 
finché  un  divisore  p  (primo  0  no)  di  q  di  'ida  il  numeratore  di  B,  è  che  tale  di- 
visore p  sìa  primo  col  denominatore  di  B  . 

Questo  teorem»  che  per  quiinto  sappiamo,  è  nuovo,  contiene  come  ea^i  par- 
ticolari evidenti  due  proposizioni  intuite  da  Adams  (')  nel  calcolare  ì  numeri  di 
Bcmoulli  fino  a  B,^,  della  cut  verità  egli  aFTermava  di  non  dubitare  malgrado  cbe 
non  ne  possedesse  una  dimostrazione. 

Ecco  le  due  proposizioni  di  Adams. 

1.'  Se  p  designa  un  numero  primo  impari  divisore  dì  9  0  non  divisore  del 
denominatore  di  B,^ ,  il  numeratore  di  B,,  è  divisibile  per  p. 

?.o  Se  p  >  3  ò  un  n  0  primo,  il  numeratore  dì  B|p  è  divisibile  per  p. 

Il  Lucas,  nella  sua  Théorie  des  nonibrcs  per  più  volte  citata  a  pag.  435  di 
mostra  solamente  la  2.*  proposizione  di  Adams  (che  è  un  corollario  della  ).*)  ri- 
servandosi di  dimostrare  l'altra  nel  2."  volume  dell'opera  citata  il  quale  non  up- 
piamo  se  sia  comparso  alle  stampe. 

fassiamo  ora  alla  dimostrazione  del  nostro  teorema,  per  la  cui  verità  biiti 
dimostrare  che  la  condizione  imposta  ape  HuIBcicnte,  essendo  evidente  cheesu 
è  necessaria. 


(•>  Adams— Journal  de  Borchardt,  t.  LXXXV  p.  269. 


,y  Google 


X6l  )( 
Supponiamo  anzitutto  essere  il  <lJTÌEore  p  di  q  della  forma 

p  =  K*       u  ^  numero  primo 

e  sia  g  una  radice  primitiva  della  congruenza 

a;*"*  -1  =  0  (mod  u) 


sarà  g  primo  eon  u  e  quindi  per  I»  (2i)  la  espressione 


1-fl' 


B„  ridotta  a  minimi 


termini,  non  potrà  contenere  a  denominatore  u ,  onde  se  con  N,  si  indica  il  nu- 
meratore di  B. ,  dovrà  essere 


(i-fl')rr,=o 


(mod  u^) 


imperocché  u  è  primo  ,  per  ipotesi ,  rol  denominatore  di  B,.  Ha  poiché  ij  appiir- 
tieoe,  relatifamente  al  modulo  «,  all'esponente  u-1,  e  d'altra  parte  q  non  è 
di¥i8iblle  per  u-l  giacché  diversamente  u  pel  teor.  di  3t.  e  CI.  non  sarebbe 
primo  col  denominatore  di  B^ ,  cosi  \~ff^  non  è  divisibile  per  u  o  quindi 

N.  =  0.  (mod  u*) 

È  evidente  poi  che  se  p  divisore  di  q  fosse  della  forma  u*  «' .  . .  (u ,  w  . .  . 
primi  tra  loro)  Il  teor.  per  quello  clie  è  stato  dimostrato  hn  luogo  del  pari,  poi- 
ché N.  dovendo  ossero  divisibile  per  n" ,  to', ...  Siirà  divisibile  pel  loro  prodotto. 

Resti  dei  polinomii  di  Barnoulii  S,(n). 


Resti  di  S^(n)  rispetto  al  modulo  n.  Vogliamo  ora  cercare  come  si  comporta 
S,(n)  rispetto  al  modulo  t»  Cominciamo  dall'osservare  che  dalla  (6)  risulta  diret- 
tamente per  9  >  0 


/  1 


per    n  pan 
S,(n}s'  (mol2) 

'  s(n—  I)      per    n  dispari 


ossia  In  ogni  easo  per  9  >  0 


(inoij  l: 


(21) 
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)(  68  )( 
Poi  sviluppata  la  (36)  e  tenuto  presente  il  teor.  <Ji  St.  e  CI.  dopo  aver  diviso 
ogni  termine  dello  sviluppo  per  n,  risulta  die  la  sola  parie  del  1."  membro  della 
(26)  clic  può  contenere  a  denominatore  dei  divisori  di  ti  è 

is,(n)-iqS,.,(«)-B, 


So  quindi  supponiamo  n  =  ii,  '■«(  * ...  con  n,  ,  h,  numeri  primi  diversi  f  appli- 
ciuiilu  ancora  ima  volta  il  teor.  di  St.  e  CI-  all'ultima  espressione  trovala,  e  con- 
servando di  essa  la  sola  parte  che  contiene  a  denominatore  dei  divisori  di  n,  viens 

5S,(n)  +  i  .5s,.,(n)  +  .22i-6^_-L„i„,e,„  per  ,  >  1 

ossia  guardando  (37) 

ìiS,(.0  +  |q«e"  +  E|2]^^e^^  =  intcroperq>l  ' 


-  S,  (n}  +  -  E  ;  =  intero 


(28) 


dove  la  S*  formola  é  stata  dedotta  direttamente  a  complemento  della  prima  oelU 
quale  il  sommalorio  è  esleso  a  tulli  i  divisori  primi  n^  di  n 

Da  queste  due  Tormole  si  traggono  diverse  proposizioni ,  fra  le  quali    ooto  le 
segnentì 

ì."  Se  g  ed  n  sono  entrambi  dispari 

S^(n)  =  0.  (modn) 

2.°  Se  g  >  I  è  dispari ,  S,(n)  è  divisìbile  o  no  per  n  secondo  che  n  è  di- 
visibile 0  no  per  ì. 

In  vero  per  ii  =  2  il  teor.  è  dimostr.  dalla  (21);  per  n^*  si  deJuce    dnlla 
1.*  delle  (-28)  nella  quale  il  sommatorio  sparisce, 

3."  1,3  condÌEione  necessaria  e  sulKlciento  allìnchè  sia 

Stj(n)sO  (modn) 

è  ctio  n  sia  primo  col  denominatore  di  B,,. 


,y  Google 


)(  63  )( 
In  vero  la  (38)  Tornisce 

Z.—  i  — ^  =  intero 
'-'Vii    n(-l 

donde  e  ■        .  =  0    e  viceversa  q.  b.  d. 

4."  Se  n  è  numero  primo  diapnrì  e  g  >  I 

Ss(n)=-e^-^  (modn) 

Risulti!  iinmedintamcnte  dalla  (28j.  Questo  notissimo  teorema,  di  cui  ci  siamo 
serviti  più  volte,  si  può  dimostrare  di  rettilmente,  ed  in  modo  semplicissimo ,  nella 
maniera  seguente. 

Folcile  per  n  primo 

(iC-iXx-S  ,  ...  {sc-n-  1)  =  »"*'-  I  +n/'(a) 

ove  f{x)  6  un  polinomio  in  x  a  cocir.  interi  e  di  grado  n  —  2  si  deduce  che  S,(ti) 
è  una  funzione  intera,  a  coelllcienti  nutncricì  interi,  nei  coenTcienti  de)  2."  membro 
dell'equazione  prcceilente  e  quindi  secondo  il  modulo  il,  S,(n)'è  congruo  alla  somma 
delie  poterne  q"*  delie  radici  dell' cquaz.  se""'  -1=0  che,  com'è  noto,  ha  il 
valore 

5."  AFftnchò  il  numero  dispari  n  sia  primo  occorre  e  basta  cho  sia 
Sp_,  (II)  =  0  (raod  n) 

per  qualunque  valore  primo  di  p  <  -Jn. 

Occorro  dimostrare ,  dopo  la  proposizione  i.%  che  tuli  condizioni  sono  suf- 
ficienti. 

In  vero  se  n  non  è  primo,  ammetterà  almeno  un  fattore  primo  n^  <  <Jn, 
onde  messo  nella  (28)  q  =  nj~\  viene 

I  „        V  1     "i~l 


%_l(")-^Z;J;S-;f^  =  intero 


il  sommnforlo  essendo  esteso  a  tutti  i  divisori  nj  di  n. 


oyGooglc    .^ 


r 


'",  )(C4)( 

tuie  sommatorio  ,   quale  somma  di   friitioni   irriducibili  a  denominatori 
\  loro  non  può  essere  né  intero,  né  nullo ,  poicliò   comprende  almeno  il 

«  —  corrisponOente  ni  valore  di  i  =  /,  dunque  -  8      ,(rt)  &on   pu6  essere 

,■0.  contrariamente  all'ipotesi,  se  n  non  è  primo. 

Hnii  di  Sj(n)  listello  ni  mottwio  n*.  Cercliiamo  come  si  comporta  S^(n)  ri- 
cetto al  modulo  n*  mn  nel  solo  caso  parlicolare  di  q  >  l  dispari  e  di  n  dispari. 
Imitando  il  procedimento  precedente  si  divida  la  (26)   per  n*  e   si   conservi 
dello  sviluppo  la  sola  parte  che  può  contenere  a  denominatore   dei  divisori  di  u. 
Tale  parto  è 


Supponendo  ora  q  dispari  >  1  ed  n  dispari  si  lia 

"'"       •    2n     2  »  '     12     3     t 

onde  sostituendo  e  conBervando  i  soli  termini  che  contengono  a  denominatore  dei 
divisori  di  n  viene 

-i  S,(n)  -  8  S,.,(ii)  — - —  +  jj  ?  S,_,(n)  •  -  =  inlero. 

Intanto  osservo  che  se  n  è  diftsibile  per  3,  guardando  la  (6)  risulta 

S,(n)  =  l)+C-l)'l"  (m»") 

e  quindi  per  q  dìspari  ed  n  dirisibile  per  3 

s,(ii)  =  0  (moda) 

dunque  l'espressione  precedente  si  riduce  a 


jiS,Cn)-,s,.,(n)^--_  = 
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refi- X ...  . 

Ha  d'altra  parte  poicbÈ  Q  —  1  é  pari  ed  n  dispari,  si  lia  dalla  (28> 


-j  S,(n)  +  — =—  fl  ^ —  E  ■    _    =  intero  per  q  disp.  >  1  ed  n  disp.    (29) 

Dalla  (29)  possiamo  trarre  diverse  proposizioni,  come  abbiamo  fatto  per  la  (28), 
notando  che  il  sommatorio  deve  essere  esteso  a  tutti  i  diflsori  primi  n,  di  n.  Ci 
limiteremo  alle  più  immediate. 

1.  La  condizione  necessaria  e  sulììciente  che  S^(n)  sia  divisibile  pern*  (per 
q  disp.  >  1,  n  disp.)  è  che  n  non  abbia  col  denominatore  di  B,.,  altri  Tattorì  primi 
comuni  che  quelli  che  sono  comuni  anche  a  q. 

Ciò  risulta  poiché  deve  essere 


t^'gS--'-' 


-  q  2j  —& r  =  intero , 


«i   «(  - 1 

ed  Hf  Don  può  dividere  l'intero  —r—  • 

2."  La  condizione  necessaria  e  sufficiente  allineile  il  numero  dispari  n  sìa  pri- 
mo è  che  aia  verificata  la  congruenza 

Sj  s  0  (mod  n*) 

per  tutti  ì  valori  di  q  della  forma 

P  (P  -  1)  +  1 

ja  cui  p  è  un  numero  primo  impari  inferiore  a  •fn. 

Che  la  condisione  sin  necessaria  risulta  dalla  proposizione  precedente;  dimo- 
strìamo  dunque  che  è  sulììciente. 

Sia,  se  è  possìbile,  n  impari  non  primo  :  esso  ammetterà  almeno  un  fattore 
primo  p  <  Vn . 

SI  Ciooia  nella  (29)  9=p(p  — 1}  +  1  viene 
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0  ra  il  sommatorio,  che  è  composto  di  fraiioni  tutte  positiTe  irriducibili  a  de- 
nominatori primi  fra  loro,  non  è  nullo,  poiché  vi  è  almeno  il  termiDe  -,  eorrì- 

P 

spo  ndente  al  valore  p  di  «j  e  quindi  — ^  S'")p(p.,)^,    non   può    essere    intero    se 


—5—  lp(p-1)  +  1  t-  =  intero 


n— 1   1 

il  che  non  è  polche-^  -  =  frazione  irriducibile,  aumentata  di  un  intero  e  quindi 


Dunque  se  n  non  è  primo  esiste  almeno  un  valore  disparì  di  q  delia  forma 
p(p-l)+1  (con  p  primo  disp,  tnf.  a  •fn)  pel  quale  la  congruenia  S,(n^O  (mod  n*) 
non  È  soddisfatta.     Q.  B.  D. 

Osservazione.  Se  non  si  conoscessero  i  valori  dì  p  da  un  certo  valore  Pf  in 
sopra,  per  assicurarsi  se  n  è  primo  0  no  basterebbe  esaminare  se  la  congruenti 

S,  C")  s  0  Cmod  n) 

£  soddisfatta  0  no  per  tutti  i  valori  dispari  superiori  a 

Pi(P(-0  +  l  ed  inferiori  ad  n: 

nel  primo  caso  (ammessa  verificata  la  congruenza  pei  valori  di  p  <  p;)  n  sari  pri- 
mo, nel  secondo  no. 

Con  procedimento  analogo ,   cui  per  brevità  tralascio  di  sviluppare   abbiaou 
dimostrato  le  seguenti  proposizioni. 
I.<*  Se  p  6  primo  impari  si  ha 

2Sp(p)  =  p*(pj/-  1)       con  y  intero  positivo. 
Esempii.  2S,(3)  =  3»(3-1)    ;    2S,(S)  =  5»(5.2l- 1). 

2.0  Se  p  6  primo  maggiore  di  8  si  ha 

12  S„+,  (p)  =  p*  (py  +  1)       y  =  intero  positivo, 
esempio:  perp^S,       128,(5)- S' i  8-nM  + 1 1. 
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3.*  Se  p  A  primo  dispari  maggiore  del  numero  dispari  g 

SpH-t^P)  =  ^  (modp»). 

4."       2S,p_,{p)  =  p(py  +  1)  con  p  primo  dispari    j/=inlero  positivo. 

Nota  sulle  funzioni  h^(n). 


Dal  teorema  dì  St.  e  CI-  e  da  quello  di  Adams  general iziato  risulta  che  in- 
dicando  con  D^  il  denominatore  di  B^,  la  espressione  '<,_,(")  ridotta  a  mìnimi  ter> 
mini ,  contiene  a  denominatore  i  soli  fattori  primi  comuni  ad  n  e  D^  ciascuno 
con  un  esponente  eguale  a  quello  che  esso  ha  nel  prodotto  q  D..  Ora  traendo 
profitto  da  questa  osservazione  stabiliremo  qualche  proposizione  sulla  parte  fra- 
zionaria di  /t,(n)  e  per  abbreviare  la  scrittura,  per  simbolo  di  tguaglìanza  nllorchft 
si  prescinde  da  interi,  adoprcremo  il  simbolo  ij(  onde  in  particolare  m^O  signi- 
Gcherà  che  m  è  numero  intero. 

Teorema  I.  Qualunque  sia  l'intero  positivo  q  si  ha 

/.g(n)#ì:h,(ni)  (30) 

in  coi  il  sommatorio  k  esteso  a  tutti  i  divisori  primi  di  n. 

Bisognerà  considerare  il  solo  caso  di  q  dispari  poiché  per  q  pari  positivo  , 
si  ha  /t,(n)  =  0  qualunque  sia  7t. 

Supponiamo 


con  n,  Tti . .  .  n^  numeri  primi  diversi  tra  loro. 
Dimostreremo  prima  che 

e  poi  che  &,(«("*)  =  ft,(n()  con  che  il  teor.  sarà  completamente  dimostrato. 
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'••  li,(n)i'ì\,(n'<). 

In  fatti  ammettiamo  dimostrato  il  teorema  per  n  decomponibile  io 'c-l  fattori  primi 
tra  loro  e  dimostriamolo  nel  casa  di  n  decomponibile  in  k  fattori  primi  tra  loro. 
Si  Uà  identicamente 

V") ^:pi V.  - 

=     ,  +  1     »,«  +  «.        ^TT *'•' 

e  quindi  per  l'ipotesi  fatta 

— -■  *-» 

Ora  consideriamo  il  termine  generale 

n»         /"aCii  )  =  "i  ^.jTì — Vi- 

per  la  verità  del  teorema  basta  dimostrare  essere 

n,'''^"^^/.,(n/')#/t,(n,\    per    i  =  2,3,.../t. 

quando  la  hg(nf  ')  non  è  intera,  poiché  nel  caso  opposto  tale  relazione  è  tiiil»l- 

mento  vera.  Supponiamo  dunque  /i^(nf ')  frazionario ,  per  questo  occorre  cbe 
9+1  sia  diTisibile  per  n^  —  1  ,  onde  per  maggiore  generalità  ,9  +  1  sarà  della 
forma 

q  +  l  =  u  «,'"'  (n,  —  1)  =  u  ?  (n/) , 
con   t>l  ed  u  primo  con  ?){. 
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Per  le  ipotesi  fatte  sarà  inoltre 
con  11  intero  primo  con  n^  ed  inferiore  ad  n/;  e  quindi 

ma,  essendo  u,  ed  Ttj  primi  tra  loro,  pel  teorema  di  Fermai  generalizzato  da  Eu- 
lero si  ha 

dunque 


2.'  Resta  a  dimostrare  che  essendo  n  numero  primo  si  ha  A,(n^'''*J#A,(n), 
per  V  intera  e  positivo. 

Basterà  dimostrare  che  si  abbia  qualunque  sia  l'intero  positivo  v 

ciò  cho  è  Tisibìlmente  vero  per  la  nostra  formola  (2i). 

Dunque  il  teorema  generale  enuocìato  resta  completamente  dimostrato. 
Teorema  li.  Qualunque  sia  l'intero  positivo  n>  2  sr  ha 


K-tW^Zj-t—^.  (31) 


il  sommatorio  essendo  esteso  a  tutti  i  divisori  primi  n^  di  n. 
Io  vero 


'".-uW  =  - "' '  i' B,.,  =  - (n-'  +  n"-'  +  .  .  .  +  i>  +  1) B,., 


»+l 
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e  quindi  pel  teor.  di  St.  e  GÌ. 

/*.*!(«) #(n"-'  +  n*+»  +  . . .  +  n+  1)2 76751. 

d'altra  parte,  poiché  il  primo  membro  noa  può  contenere  a  divisori  che  solo  i  di- 
visori  di  n ,  cosi  verrà 

q.  b.  d. 

Corollario  1."  La  condizione  necessaria  e  sufllciente  afSacbà  il  numero  dispari 
n  sia  primo  è  cbe  si  abbia 

Questo  corollario  teoricamente  è  notevole,  poiché  con  una  semplice  divisiMie 
permetterebbe  di  riconoscere  se  un  numero  dispari  è  primo  0  no. 

In  vero:  se  n  è  primo  la  (31)  dimostra  che  tale  condizione  è  soddisralln,  se 
n  non  è  primo  il  2.**  membro  della  (31)  0  sì  riduce  a  zero,  ovvero  ad  una  sumini 
dì  frazioni  positive  irriducibili,  con  numeratori  tutti  uguali  all'unità,  la  quale  non 

può  essere  uguale  ad  - . 

Corollario  3.*  Se  il  numero  primo  p  ò  dirisore  di  g  +  2  si  ha 
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In  fatti ,  pel  teorema  1  si  ha 
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mcntro  pel  teorema  li  sì  ba 


dunque  confrontando 

che  con  altre  lettere  esprime  la  diretta  della  proposizione  enunciata.    La  propoai- 
tione  inrersa  ò  immediata. 

Teorema  HI.  Qualunque  sia  l'intero  n  >  0 ,  si  lia 

»■<»'*- ?s;'rirn  <=^' 

il  Bommatorio  essendo  esteso  a  tulU  i  divisori  n|  di  n. 

La  dimostrazione  sì  conduco  analogamente  a  quella  del  teor.  Il  osscrtando 
che  per  n  dìspari 

n"+*  —  I 

j-  =  n*  -  n""'  +  n""*  -  .  . .  +  n  - 1. 

Corollario  I.»  Se  n  è  primo  maggiore  di  3,  h„{n)^0. 
Corollario  %."  Se  il  numero  primo  p  divide  q. 


MP>»-^i^. 


1 


P-i 
Questi  due  corollarii  bì  dimostrano  come  1  precedenti. 
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Etempii  numerìct.  Baccolgo  in  una  tavola  i  primi  valori  della  inininis  parte 
frazionaria  di  /i,(n)  estesa,  naturalmente,  ai  soli  valori  primi  dì  n  che  danno  luogo 
da  una  parte  frazionaria. 
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La  minima  parte  frazionaria  di  /t,(n)  è  segnata  nell'incrocio  della  coktODa con- 
trassegnata in  testa  dal  numero  n  con  la  orizsontale  contraddiiitìiita  dal  numero  ;• 
Per  agevolare  la  ricerca  del  denominatore  di  A,(n)  abbiamo,  a  tergo,  aggiunti  li 
colonna  dei  valori  ài  q  +  ì  ,  e  quella  dei  valori  D,^,  dei  denominatori  dei  Dumerì 
B,^.,  di  Bernoulli,  decomposti  entrambi  nei  loro  fattori  primi.  Se  nel  posto  di  A,(n) 
corrisponde  un  vuoto ,  vuol  dire  che  /i,(n}  #  0.  La  tavola  6  completa  per  tutti  > 
valori  primi  di  n  ed  è  limitata  ai  valori  compresi  fra  1  e  11  di  q. 

Esempio  per 
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ALCUNE  PROPRIETÀ  DEI  PUNTI  ISOBARICI  NELLO  SPAZIO 


FRANCESCO    FERRARI, 


1.  Dirò  punii  isobarici  rispetio  al  tetraedro  A,A,A,At  i  punti 

P,(op-rS)  ,  P.(5sipTf)  ,  P,(y8«P)  ,  P*(jn8a) 

in  coordinate  bariceotricbe  riferiti  al  tetraedro  Tondanientale  A,^^K^^^.  Dal  primo 
si  deducono  gli  altri  tnediante  perni iitaiioni  circolari  retrograde,  o  dall'  ultimo  si 
deducono  gli  altri  mediante  permuthEioni  circoliiri  dirette. 

Dirò  punii  semiisobarici  rispetto  al  leiraedro  A,AiA,At  i  punti 

S,(a/9YS)  ,  S,(j3a5Y)  ,  Si(-{S(tp)  ,  StiSiN 

io  coordinate  baricontriclie  riferiti  ul  tetraedro  fondamentale  A,A,AjAt.  Dal  primo 
si  deducono  gli  altri  scambiando  a  con  j3  e  ^  con  S ,  a  con  -f  e  j9  con  S ,  a  con 
S  e  j9  con  Y' 

2.  Considerando  un  punto  qualunque  Q{a^fS),  essendo  a.jS.Y.S  proporzio- 
nali ai  tetraedri  QA^AgA^  ,  -QAjA^A,  ,  QA^AfAi ,  -  QA^AjA, ,  si  ha  che  i  rapporti, 
che  proiettando  Q  da  AjA,  ,  A^A^  ,  A|A,  ,  A,Ag  rispettiTainente  Bui  Iati  opposti 
A,A,  ,  A,Ai ,  AjA^  ,  A^A,  si  vengono  a  determinare  su  questi  Iati  (*; ,  sono  rispet- 

liTamente  —  ,  —  .    -  .  -r-  Onde  se  sono  m. ,  m,  ,  m. ,  m.  i  rapporti  corrispon- 

«•fi'Y'8  ..J.i.iKF 


(*)  Per  rapporto  che  un  punto   M   determina    eu  qq  segmento  AB  iatenderò 

AM 
sempre  in  valore  assoluto  e  segno   il  rapporto  — ^  - 
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denti  a  I*, ,  quelli  corrispondenti  a  P, ,  P, ,  P^  saranno  rispettivamente  (nii ,  m, , m, ,in,), 
(in,  ,m^,m^,  m^)  ,  (m,  .  tn,  ,  tn^  ,  tii,>,  che  ii  deducono  da  quelli  cornspoiidmlt 
a  P,  colla  slessa  legge  colla  quale  (e  coordinale  barieenlriche  dt  P,  .P|,P,  « 
deducono  da  quelle  di  P,.  Analoga  proprietà  non  ba  luogo  per  i  punti  semiiso* 
barici. 

3.  Se  (P,  ,  P, ,  Pj ,  P,)  costituiscono  un  gruppo  di  punii  isobarici  rispetto  al 
tetraedro  AiAiAjAt ..  sono  evidentemente  gruppi  di  punti  isobarici  rispetto  allo  atesso 
tetraedro  anclie  i  seguenti  (P,  ,  P,  ,  P4  .  P,)  ,  {P, ,  P*  ,  F,  ,  P,)  ;  (P*  .  P,  .  P, ,  Pj . 
che  si  oUcngono  dal  gruppo  dato  con  permuroztoni  circolan. 

Se  (S,  ,  Sj ,  S,  ,  S()  costituiscono  un  gruppo  di  punti  semiisobarìci  rispettosi 
tetraedro  A,A,A,A( ,  sono  gruppi  dj  punti  semiisobarici  rispetto  allo  stesso  tetne- 
dro  anche  i  seguenti  (S,  ,  S,  ,  S»  ,  S,> ,  (S,  ,  S,  ,  S,  ,  S^  ,  (S»  ,  S,  ,  8, ,  S,) ,  che 
si  deducono  da  Quelli  del  primo  dato  colla  stessa  legge  colla  quale  le  eoordtnaJe 
bartcenlric/te  di  S, ,  Sj ,  S,  si  deducono  da  quelle  di  S,. 

4.1  punti  A,(l  ,0,0.0)  ,  Ai(0,  t  ,  0  ,0)  ,  A,(0  ,  0  ,  1  ,  0) ,  A^(0  ,  0  .0,4)  sodo 
nello  slesso  tempo  isobarici  e  semi  isobarici  rispetlo  al  tetraedro  AiAjAjAf. 

Se  uno  di  quattro  punti  isobarici  (se  mi  isobarici)  rispetto  ad  A,AiA,At  coincide 
col  centro  di  gravità  G  del  tetraedro  stesso,  gli  altri  coincidono  pure  con  6. 

5.  Un  gruppo  di  punii  isobarici  (  s«miisotiarici  )  rispeilo  ad  A,AiA,A,  i  de- 
terminalo, dato  uno  di  essi.  Ne  sarà  facile  la  costniEÌone  degli  altri,  osservanilo 
i  rapporti  che  a  loro  corrispondono  sui  lati  A,Ai ,  A^Ai ,  AjA^ ,  A^A,. 

6.  Se  (P,  ,  P, ,  P,  P4) ,  (P'i  ,  P',  ,  P',  ,  P'i)  sono  due  gruppi  di  punti  isoba- 
rici rispetto  allo  stesso  tetraedro  A,AiA,A, ,  rirerendo  i  punti  P,  ,P(,Pi,'P,  al 
tetraedro  P'tP'tP'iP'*  mediante  le  formolo  di  trasformaiione  delle  coordinate  bari- 
centriche  (•),  si  trova  tosto  che  (P,  ,  P» ,  P»  ,  P»)  sono  isobarici  rispetto  al  letrae- 


(•)  Essendo  (a  ,  P  ,  7  .  *)  -  («■ .  ?. .  Tf.  ■  S,)  ,  (a.  Pi  .  f  1  .  8|)  •  («. .  Pj  •  Ti  ■  Ìi). 
(«4 .  (*« .  f*  •  8,1  rispettivamente  le  coordinate  barìcentriche  di  M ,  N, ,  N, ,  N, ,  Nj 
rispetto  al  tetraedro  A,AtAgAt,  le  coordinate  (a'  ,  fi'  ,  f'  ,  S'}  ài  1i  rispetto  ti  te- 
traedro NgNjNjN^  SODO  date  dalle  fonnole 


o':p':i':8'=o, 


«  0,  «,  a. 

P  f.  Ci  f, 
^  Ti  T.  T. 

:-c. 

8  8,  8,  8, 

T  T.  Y4  Ti 
8  S,  6,  8, 


a  ttf  a,  Oj 

/•  h  f,  A 

T  Ti  Ti  T. 

6  8,  6,  8, 


«  a,  a,a,| 

'■  -'* 

T  Ti 

ftf. 
Ti  Ti 

8  8 

8.8.1 

ove  e,  s  oc,  -H  |d,  -t-  Y,  4-  ^1 ,  ecc. ,  le  qnall  bì  trovano  tosto  esprimendo  1  Tolnini  dù 
tetraedri  MNjNiN» .  -MN1N4N, ,  MN.N,17, ,  -UK,N,N,  |Ìo  fìinxioae  deUa  eoordiuM 
del  vertici  (Vedi  formola  «vanti). 
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dro  P',P',P',P'4.  E  altreltanto  accade  per  due  gruppi  di  punti  seniiisobarici.  Onde: 
dati  due  gruppi  di  punti  isobarici  (semiisobarici)  rispetto  allo  slesso  tetraedro,  i 
punti  di  uno  di  questi  gruppi  sono  isobarici  (semiisobarici)  rispclio  al  tetraedro 
the  ha  per  vergici  nell'ordine  dato  i  punii  dell'altro  gruppo. 

No  deriva  in  particolare:  «e  quattro  punti  P,  ,  P,  ,  P,  ,  P^  sono  isobarici  (se- 
miisobarict)  rispetto  al  tetraedro  AgA^AjA^ ,  i  punti  A, ,  A, ,  A,  ,  A4  sono  isobarici 
(aetnisobartci)  rispetto  al  tetraedro  PiPjP^Pi  (n.*  4); 

Se  quattro  punii  Pt .  P»  t  P|  ,  P*  sono  isobarici  (semiisobartct)  rispedo  al  te- 
traedro P',P',P',P', ,  e  i  pumi  P,  ,  ?\  ,  P',  ,  P\  sono  isoborifii  (scmiisobarici)  ri- 
spello ad  un  altro  tetraedro  A,A,A,A^,  i  punii  P,  ,  P, ,  P,  ,  P,  i^ono  isobarici  (se- 
miisobarict)  rispeilo  al  tetraedro  A,A,AjA,,  Perchè  difalti  (P,,P,  Pj.  P»),  {Ai.Aj.Aj.AJ 
sono  due  gruppi  di  punti  isobarici  (  semiisobarici }  rispetto  allo  stesso  tetraedro 
P',P',P',F,. 

7.  Sieno  P, ,  P,  ,  P,  ,  P4,  quattro  punti  isobarici  rispetto  al  tetraedro  A,A,A,A4. 

Dalle  relazioni 

P.AjAjA,  :  -P,A,A4A,  :  P.AtA.A.  :  -P,A,A,A,  =  «  :  fi  :  ^  :  3 
e  dalla  nota  forinola 

(1)  P.A.AjA.  -  P.AjA.A,  +  P.A^A.Ai  -  P,A,A,A,  =  A,A,A,A4 

si  ottiene  componendo,  e  posto  AjA^AjA,  =  T  ,  a  +  fi  -i-^  +  8  =  e, 


e  permutando  fra  le  a  ,  ^  ,  -y  , 


P»A,A,A»  =  !^  ,  PjAjAjA,  =  -  —  ,  PjA4A,A,  =-  ~   ,  PjA.AjA,  =  -  ^ 


dalle  quali  segue 

P,A,A,A4  +  PtAjAjA,  +  PjAtAjA,  +  P.AiA.A*  =  A,A,A  t^^ 
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P,A,A,A,  +  P,A,A,A,  +  PjAjAtA,  +  P^AjA^A,  =  -  A,4tA,A,  =  A,A,A»A, 

P,A,A,A,  +  P,A,A,A,  +  PjA^A.A,  +  P,A,A,A,  =  A,A,A,A«  =  A,A4A,At 

P.AiAjA,  +  P,A,A,Aj  +  P,A,A,A,  +  PjA.AjA,  =  -  A.AiA.A,  =  A«A,AiA,. 

fndicnndo  con  ai,  ,  Xt ,  Xg ,  Xi  ìe  perpendicolari  coniiotte  da  P,  rìspettiraraenle 
sulle  faccJe 

A,AjA,  =  /-,  ,  AjA,A,  =  /;  ,  AtA,A,  =  /i  -  A,A,A,  =/"». 

e  con 

(y, .  y» .  y» .  yO  .  (zt ,  z» .  z» .  z.)  ,  (e, .  d,  ,  e, ,  p.) , 

le  »njilogtie  perpeniiicolari  relative  a  P^  ,  P,  ,  P( ,  e  con  A,  ,  A^  ,  A, ,  A,  le  pct' 
pendicolari  condotte  da  A,  ,  A^ ,  A,  ,  A^  sulle  fiiccie  opposte  f,  ,  fi  ,  ft  ìfi-  ^i  ^^ 
qnindi 

X,  +  y,  +  js,  +  tj,  =  /i,  , 

03,  +  y,  J-  J!,  +  «,  =  fit , 

(2) 

a:»  +  yi  +  ««  +  l'i  =  '»» . 
^1 + y*  +  ^«  +  ^Ji  =  ^1  ; 

e  poiché  /),  rappresenta  la  somma  delle  distanze  di  A,  ,  A^  <  Aj  ,  A^  da  f,,  tte., 
tre  qualunque  delle  (2)  dimostrano  che  ;  ti  tetraedro  che  ha  per  vertici  quaUn 
punti  P,  ,  Pi .  Pj  .  P*  isobarici  ri$pelto  ad  un  altro  tetraedro  A,  A,  A,  A4  i  ìm- 
baricenlrico  con  questo. 

In  alcuni  casi  notevoli,  come  si  vedrà,  è  vero  anche  il  teorema  inverso- 
Se  S, ,  Si ,  S,  ,  S^  sono  punti  semiisobarici  rispetto  ad  A|  A,  A,  A(  si  Iran 
analogamente 

aT  jST  yT  BT 

S,A,A,A,=  —  ,  s,A,A,A,  =  -^^  ,  S,A,A,A,  =  i-^  ,  S,A,A,A,  =  -  — 


M.M*  =  —  .  SjAjA^A,  =  -~  ,  S(A»A,A,  =  —  ,  S,A,A,A,  =  -^ 
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Y.T  8.T 

S,A,Aj4»  =  —  .  S,A,A4A,=  -—  .  S,A,A,A, 


dalle  quali  deriva,  come  precedentemente,  che:  it  tetraedro  die  ha  per  verlici 
iptatlro  punti  S, ,  S, ,  S, ,  S^  setniteobnnci  rispetto  ad  un  aUro  tetraedro  A^AiAiA^ 
è  isobaricenlrico  con  queUo. 

Se  P,  ed  S,  coincidono,  coincidono  pure  P,  ed  S,,  quindi  S,  S,  coincide  con 
P,  Pj;  e  allora,  i  due  tetraedri  P,  P,P|P»  ,  S,  S^SjS^  avendo  Io  stesso  bari- 
centro, gli  spigoli  opposti  ad  S,S,  ,  P,P,  cioè  S,S^  ,  P,P|  si  taglieranno  scam- 
bievolmente  per  metà. 

8.  Dalle  forinole  del  n  "  1  derivano  tosto  le  seguenti  altre  proprietà:  lo  somma 
delle  disianze  di  quattro  punii  isobarici  {scmi(sobarici)  rispetto  ad  A,  A^  A,  ^^ 
da  una  stessa  faccia  dì  A,  A^  Aj  A^  non  varia  con  questi  punii. 

l'I  prododo  delle  disianze  di  quattro  punti  isobarici  [seiniUobarici)  da  una 
foecia  del  tetraedro  A|A,A^,  è  massimo  (per  punti  inferni  al  tetraedro),  quando 
i  quallro  punti  coincidono  con  G,  (a  =  fi=-{  =  Ò); 

i  prodotti  delle  distanze  di  quattro  punti  isobarici  (semiisobarici)  dalle  quat- 
tro faccio  del  tetraedro  A,  A|  A]  A^  sono  eguali, 

3*  «(JyS-T* 
XiiPjajjX,  =  y,Viy.y*  =  z,z^iZt  =  «.o.c.t»,  =  ^  ^  f  r  .„*  ' 

i  prodotti  delle  distanza  di  quattro  punti  isobarici  (eemtieoban'ci)  da  cia- 
scuna faeda  sono  inversamenfe  proporzionali  alle  quarte  potenze  di  queste 
faccie 

t  (efraedrt  cfie  quallro  punii  tsobarict  rispedo  ad  A,  A^  A^  A4  formano  sue- 
cessivamenle  colle  quattro  facete  f,,ft,ft,  /*  sono  e^ufvalenll,  salvo  il  segno 

P,  Al  As  A4  =  P,  A,  A4  A,  =  P,  A4  A,  A,  =  P4  A,  A,  A  j    ecc.  ; 

analoga  proprietà  per  1  punti  semitsobarioi. 

9.  Essendo  P,  ,P,  ,Pj,P4  quattro  punti  isobarici  rispetto  al  tetraedro  fon- 
damentale A,  A|AjAt,  uno  di  essi  sari  su  una  faccia  di  questo  quando  e  solo 
quando  sia  Kero  almeno  una  delle  a  ,  ^  ,  y  ,  S  ,  e  allora  gli  altri  si  troTeranno  sulle 
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iiltrc  faccie  successive  ;  f).  e.  se  a  =  0  ,  P|  >  Pi .  Pj  .  P*  si  trovano  rispeUivnmentc 
su  /; ,  f,  .  /i .  /; ,  e  P,  P,  P,  P«  è  inscritto  in  A,  A,  Aj  ^^.  J  punii  P, ,  P,  P, .  f^ 
hanno  in  questo  caso  rispetto  ai  triangoli  su  cui  (giacciono  coordinate  baricea- 
triche  eguali  (fi,"(,i):  in  particolare  se  /3  =  f  =  3,  i  punti  detti  sono  ì  quattro 
baricentri  delle  faccie  di  A,  A,  A,  A4.  Reciprocamente:  se  qruallro  punii  P„P„P,  P, 
posti  rispeliivamenle  su  f, ,  ^  .  fi  j  fi  /tanno  rispelio  ai  triangoli  su  cut  giaccialo 
coordinate  barieentTìcbe  eguali,  sono  isobarici  rispetto  ad  A,  A,  A,  A^ ,  e  quindi 
il  tetraedro  che  essi  determinano  è  isobaricentnco  con  A,  A^A,  A^;  poiché  se  ciò 
non  fosse,  indicando  con  Qi ,  Q, .  Q*  i  punti  che  con  P,  costituiscono  un  gruppo 
dì  punti  isobarici  rispetto  ad  A,  Aj  A,  A» ,  pel  teorema  diretto  Q^  sarebbe  su  f^  t 
avrebbe  rispetto  ad  f^  le  stesse  coordinate  che  P,  ha  rispetto  ad  f^ ,  onde  Q, 
Goinciderebbe  con  P,  ecc. 

Poiché  un  tetraedro  isobaricentrico  con  un  tetracilro  dato  AiA^AjA^  è  deter- 
minato, dati  tre  vertici,  dal  teorema  precedente  deriva  :  se  un  lefraedro  H,H(II,H, 
è  isobarieenfrico  con  A,  A,  A,  A,  e  Ire  dei  suoi  verlicf  (Mj ,  H, ,  H^  sono  su  ire 
facete  (f|,fi,r,)  di  A,A,  AjA,  ed  /tanno  tispeflo  alia  /accia  su  cut  si  Irocauo 
coordinale  6aricen(nc/ie  cpuaK,  il  guano  vertice  M^  si  troverà  mila  quarta  fac- 
cia f|  ed  avrd  rispetto  a  questa  coordinale  baiiceniricAe  eguali  a  quelle  che  1, 
Ila  rispetto  ad  f,  ed  Mi  ,Ht ,  Uj ,  H^  saronno  punti  isobarici  n'spello  A,AiA,A,. 

Poiché  se  P, ,  Pi ,  Pj  ,  P4  sono  isobarici  rispetto  A,  Ai  A,  A4  ,  A,  A^  A,  A,  sono 
isobarici  rispetto  P,  Pj  Pj  Pi ,  se  una  faccia  del  tetraedro  P, ...  passa  per  un  per- 
tico di  A, ... ,  le  altre  faccie  successive  di  P, ...  passeranno  per  gli  altri  vertici 
successivi  dì  A, ... ,  e  il  tetraedro  P, .  .  sar&  circoscritto  ad  A,  ... , 

Se  Si  ,  Si ,  S, ,  S4  sono  punti  semiisobarici  rispetto  ad  A,  A,  Aj  A4  ed  è  p.  e. 
a  =  0,  essi  giacciono  rispettivamente  su  /, ,  /',  ,  f, ,  ^4  ,  e  le  loro  coordinate  bari- 
centriche  rispetto  a  queste  faccie  su  cui  giacciono  sono  rispettivamente 

fi3 ,  -r .  S)  .  (6 .  T .  ^)  .  Ci9 .  -r .  8)  .  (8  .  Tf .  /«) 

donde  derivano  proprietà  analoghe  alle  precedenti. 

10.  Uno  dei  quattro  punti  isobarici  rispetto  al  tetraedro  A,  A,  Ai  A4  può  ca- 
dere su  uno  dei  lati  del  quadrangolo  A,  A,  A,  A4  ;  ciò  accade  quando  e  solo  quando 
due  consecutive  delle  a ,  jS , -f ,  S  sono  zero;  e  allora  gli  altri  punti  cadono  ordi- 
natamente sui  lati  successivi  ;  p.  e.  se  f  =  S  =  a  ,  P, ,  P,  ,  P,  ,  P4  cadono  rispet- 
tivamente sui  lati  A,Ai  ,  AiA,  ,  A1A4  ,  A^A, ,  e  si  ha  inoltre 

A.P.AiP,     A,P,     A,F4      p 
P.Aj  ~  P^Aj  ~  P,A4  '  P4A,  ~  a 

cioè  :  guallro  punii  isobarici  rùpello  al  tetraedro  A,  Ai  A,  A4  coi  vertici  sui  lali 
del  quadrandolo  A,  A|  A,  A(  dividono  questi  laii  nello  stesso  rapporto.  Becipro- 
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camente  (per  assurdo)  ;  quaUfO  punti,  che  dividono  i  lati  del  gnadranj/olo  gobbo 
A, AjA, A|  nello  stesso  rapporto,  sono  isobarici  rispetlo  al  tetraedro  A,  A^AsAf 
e  determinano  quindi  un  fefraedro  isobariccnirico  con  questo. 

È  vero  anche  il  seguente  teorema,  clic  6  per  questo  caso  l'inferso  di  quello 
del  n.'  1  :  se  un  tetraedro  P,  MjM,M,  6  iS'ìbaricenlrico  con  A,  A,  A,  ^^  ed  ha  i 
verUci  ordinatamente  stiilali  del  quadrangolo  A,A,A,At  i  suoi  vertici  Pt^Hi,Mj.U( 
tono  punii  isobarici  rispello  a(  (elra^dro  A,À|A,  A|  e  dividono  quindi  questi 
lati  nello  stesso  rapporto.  Difatti  se  P, ,  Bf^ ,  H, ,  H*  non  fossero  isobarici  rispetto 
A,  Aj  A,  A(  ,  costruendo  i  punti  isobarici  Pr  i  Pi .  Pg  >  P*  rispetlo  ad  A,  A^  A,  A^ , 
Bì  avrebbe  in  P,P(P,P,  un  tetraedro  isobaricentrico  col  tetraedro  A,AiAtAt, 
con  un  vertice  coincidente  con  un  vertice  del  tetraedro  P,H,  H,  H«,  cogli  nitri 
lerticì  sugli  stessi  lati  del  quadrangolo  gobbo  A,  AfAgA, ,  sui  quali  si  trovano  or* 
(IJnatsimcnte  Hit  ,ÌS^,'!S^,  e  non  coincidente  con  P,  H^MiMi;  il  clic  ò  assurdo, 
perchè  si  può  costruire  uno  e  un  solo  tetraedro  isobaricentrico  con  un  altro  dato 
the  abbia  un  vertice  in  un  punto  dato  e  gli  altri  vertici  su  tre  rette  date ,  non 
tutte  tre  poste  nello  stesso  piano,  o  parallele  allo  stesso  piano  (*). 

Poiché  i  lati  del  quadrangolo  A,  A^  A^A^  sono  divisi  nello  stesso  rapporto  dai 
vertici  del  tetraedro  P(]ll|ÌIiH, ,  si  ha;  i  vertici  dei  fefraedri  isobartcenfrici  con 
un  tetraedro  dato  A,AiAsA,  e  inscrifti  nel  suadraiigolo  A,AtA|A(  descrivono 
sui  lati  di  questu  punteggiate  simili. 

Gli  spigoli  di  un  tetraedro  AfA^AjA^  determinano  tre  quadrangoli  A,A,A,A, , 


(*)  Sia  G  il  baricentro  ed  M,  un  vertice  di   un   tetraedro.   Prolnogaiido  M,G 

cosi  che  QQf  =  -  M,G,  la  faccia  dì  questo  tetraedro  opposta  ad  M,  dovrà  passare 

per  G|.  Se  dae  vertici  X,T  di  questa  faccia  si  suppone  che  percorrano  due  rette 
b ,  e ,  il  punto  medio  X'  di  XT  si  tnaoverà  nel  piano  perpendicolare  alla  minima 
distanza  di  6,  e  net  eoo  ponto  di  mezzo  (o  nel  piano  b  e  se  b,  e  sono  in  uno  etesso 
piano),  e  qnindi  il  terzo  vertice  Z  si  moverà  nel  piano  parallelo  a  questo  tale  che 
sìa  ZO,  =  2.G,X',  piano  determioato  da  due  posizioni  qnalunque  di  X  ,  Y.  Se  quindi 
é  a  nna  terza  retta  tale  che  a ,  b ,  e  non  sieno  nello  stesso  piano  né  parallele  allo 
stesso  piano,  ed  U,  il  sno  ponto  d'incontro  col  piano  del  vertice  Z,  tirando  MtG,, 

e  poi  Gj  G'  =  ^  Mj  G, ,  e  poi  da  Q',  che  sarà  nel  piano  del  ponto  X',  la  retta  che 

sega  b  ,  e  (in  M, ,  ìi^),  ai  avrà  in  M,  Mj  Mj  M,  il  tetraedro  domandato. 

Ne  deriva  che  :  due  tetraedri  isobaricentrici  ohe  anno  un  vertice  comune ,  de- 
vono avere  le  faccie  opposte  a  questo  vertice  nello  stesso  piano  oppnre  tali  che  le 
rette  ohe  tiaiecono  1  vertici  dell'  una  a  quelli  dell'  altra  sieno  parallele  allo  stesso 
piano. 


,y  Google 


)(80)( 
A,AtA4A,  ,  A,A|AtA«,  e  i  tre  in  direziono  opposU  A(A,AiA,  ,  AjÀ^AjA,, 
A^A,  AjA,.  Considerando  punti  isobarici  rispetto  ad  ognuno  dei  tetraedri 

A,AtA,A4  ,  A,AiA(A(  ,  A.AtAiA.  ,  A^A|A.A,  ,  A,A,A,A,     AtA,A,A, 

si  giungerà  a  conclusiont  identiche  alle  precedenti,  e  i  teoremi  si  potranno  gene- 
ralizzare :  p.  e.  si  potrà  dire  :  i  vertici  di  un  tetraedro  isobancenlrico  con  ut 
tetraedro  dato  e  inscritto  in  uno  dei  quadrangoli  del  tetraedro  slesso,  ditidmo 
1  Ioli  di  questo  quadrangolo  nello  stehso  rapporto. 

11.  Ne  deriva  la  risolueione  del  problema:  dato  un  vertice,  cosfruire  ti  f^ 

(raedro  isobaricenlrico  con  vn  tetraedro  dato  A,  AjA,  A^,  e  inscriffo  in  uno  dei 

quadrangoli  di  questo.  Il  problema  avrà  due  soluzioni  :  se  p.  e.  è  P,  il  nrlice 

dato  posto  sul  lato  A, A^ .  si  otterranno  due  tetraedri  isobaricentrici  con  A,AtA,A, , 

l'uno  inscritto  nel  quadrangolo  AiAiAjA^,  l'altro  nel  quadrangolo  A,A,A,A,, 

A,P 
dividenda  gli  altri  lati  di  questi  quadrangoli  nel  rapporto    —'  . 

F,A, 

Cosi  pure  la  risoluzione  del  problema:  costruire  i  tetraedri  tsofrarìcenfrici 

con  un  tetraedro  dato  A,  A^A^A^  e  ùiscrifd'  nei  quadrangoli  di  questo,  datoH 

rapporta  m  secondo  cui  un  vertice  deve  dividere  un  lato  di  questi  quadrangoli. 

Evidentemente  vi  saranno  sei  e  soli  sei  di  questi  tetraedri ,  inscritti  rispetlin- 

mente  nei  sei  quadrangoli  del  tetraedro  A,AiAiAc 

12.  Il  volume  del  tetraedro  di  quattro  punti 


M,  (a,  ,fi,,yt,  S,)  ,  M,  (a.  ,  . . .)  ,  M^  («, 


.),  M,K 


In  coordinate  barieentrìche  riferite  al  tetraadro  fondamentale  A,  A,  Aj  A^  è  iliti 
dalla  formoia 


"^t 

^1 

Ti 

!| 

M,  M,  M,  Jl. 
4,  A,  A,  A, 

». 

Ti 
Ti 

s. 

». 

fi. 

T. 

«. 

0,  =  a,  +  /i,  +  T,  +  8,    ,    0,  =  a,  +  ,9,  +  fi  +  8,    ecc. , 

ornr-ola  i/Ue  si  ricava  facilmente  dalla  formoia  corrispon denta  in  coordinale  CU> 
tesiane. 


,y  Google 


K  81  )( 
Se  P, ,  Pt ,  P, ,  P*  sono  isobarici  rispetto  A,  A,  A,  A(  la  forinola  precedente  <ìà 

(3)  l'I^l'll  =  [C«*  - 1)*  ~  (i^*  -  S')*  +  4  (^v  -  Sa)  («^  -  y3)  ]  7  o*- 

Il  secondo  membro  non  varia,  salvo  il  segno,  scambiando  a  con  t»  oppure 
^  con  2,  oppure  a  con  ^  e  y  con  S,  oppure  a  con  2  e  ^  con  y- 

Il  numeratore  del  secondo  membro  è  divisibile  per  a ,  ma  dividendo  non  si 
trova  espressione  più  semplice. 

Se  P,  ,Pi,P,  ,P«  si  trovano  sui  lati  del  quadrangolo  A,  A,  À^A^,  p,  o.  ri- 
spettivamente su  A,A,  ,  A,Aj ,  AjA^  ,  A^A, ,  onde  -^  =  8  =  0,  la  (3)  diviene 


e  posto  ■=—  =  m ,  e  quindi  -  =  m 


PiP«P|P*  _  1  -  w*  .       P,PiPaP«  _  I  -  m  +  ffl'  -  m' 

AiA^AjA,"  (!  +  m)*  '     °  *"''  ^     A.à.A.A^"         (I  +  m)» 

la  quale  perciò  è  la  formola  cbe  d&  il  volume  del  tetraedro  isobaricentrico  con 
A,  A,  A)A^  e  inscritto  nel  quadrangolo  A,  A^AjA^  essendo  m  il  rapporto  in  cui 
i  vertici  dì  quel  tetraedro  dividono  i  lati  del  quadrangolo. 

Perciò  se  PiPiPjPi  fosse  un  tetraedro  isobaricentrico  con  A,AtAsA^  e  inscritto 
invece  nel  quadrangolo  A,AjA^A,  ,  si  avrebbe 

PtV«P4_  i-m* 

A,AjA4A,~{l+m)* 

essendo  m  il  rapporto  secondo  cui  i  vertici  di  P, ...  dividono  i  lati  del  quadran- 
golo AiAtAjA, ,  ecc.  ;  onde ,  salvo  il  segno,  i  volumi  dei  Bei  telraecirt,  di  cui  al 
n.*  Il,  sono  eguali. 

Inoltre  nessun  altro  (elroedro  isobaricentrico  con  A,Ai\,A^  e  inscrUlo  in  uno 
del  quadrangoli  di  quealo  pud  essere  equivaUnte  ai  «ei  (elraedri  predetti.  Difatti 
perchè  un  altro  tetraedro  P,'Pi'P,'P4'  isobaricentrico  con  AgA^AjA^  e  inscritto  in 
uno  dei  quadrangoli  di  questo  fosse  equivalente  a  P,PtPtPi  bisognerebbe  che  il 

rapporto  m'^m,  in  cui  i  vertici  di  P/...  dividono  i  Iati  del  quaJrangoIo,  su  cui 
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giacciono,  soddisracesse  all'eijuazionc 

t  -  m'  +  m"  -  m"         ,   1 

-m  +  m«-m» 

(l+my               -L 

(l+m)» 

ora  l'equazióne 

1  —  m'  +  di'*  -  m'*           1 

.  —  m  +  m*  -  m» 

{ I  +  rn')»  {1  +  mj»  ^  ' 

dividendo  per  m'-m,  si  riduce  alla  seguente 

ni'»  (2m>  +  m  + 1)  +  m'  (m*  -  2m4  1)  +  (m»  +  m  +  2)  =  0  , 

che  non  &  soddisfatta  per  nessun  valore  reale  di  m',  perchè  la  quantiti 

(m*  -  2in  +  i)»  -  4  (2m»  +  m  +  1)  (m»  +  ni  +  2) , 

che  si  può  ridurre  alla  forma 

-  f  6m»  +  6  +  {m  +  1)»  ]  (m  +  ÌV  . 

non  è  mai  maggiore  di  zero,  ed  é  eguale  a  zero  solo  per  tii:z— I,  (P,  dl'iifi- 
nito).  nel  quale  caso  è  poi  anche  m'=  -  1  ;  e  l'altra  equaiiooe 

1  -  m'  +  m'»  -  m'*  !  —  m  +  m*  -  m.* 


(1  +m)» 


si  riduce  alla  forma  della  (4)  ponendo  m'  =  —f,. 

13.  Perchè  uno  dei  punti  P,,Pt,P,,p4  isobarici  rispetto  al  tetraedro  A,AtA,à, 
cada  su  uno  degli  spigoli  A,  A4  ,  A,  A, ,  è  necessario  e  sufficiente  che  Siena  uro 
due  non  consecutive  delle  a,  fi  f ,  S  ;  e  allora  gli  altri  di  questi  punti  cadono  sugli 
spigoli  stessi.  Se  p.  e.  è  f(=  8  =  0  i  punti  P,  ,P,  ,P,  jP^  cadono  rispettiTifflenK 
su  A,  A, ,  Al  A4  ,  A,  A ,  ,  A4  At  e  si  ha  chiaramente 

A,  P,  _  A.  P,      A|  P|  _  A4P4  _  j_ 
?,  A,~P,  Ai^^PiÀi^P*  A,"  a 

cioè  P, ,  P, ,  F, ,  P4  dividono  nello  stesso  rapporto  A,A, ,  Aj^^  ,  A,A, ,  A4A,. 
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Reciprocumento  :  quattro  punti  P,  ,  P, ,  Pj  ,  P4 ,  j)os/i  rispeltivamenle  sui 
segmenti  À,Aj  ,  A,A^  ,  À^A,  ,  A^A^  e  che  li  dividono  nello  slesso  rapporto,  sono 
isobarici  Tispetlo  iil  tetraedro  A,A,  A,  A,,  e  determinano  quindi  un  tetraedro  iso- 
baricentrico  con  questo. 

So  «  =  -)-,  i  quìitlro  punti  coincidono  coi  punti  medi  di  A,Aj ,  A^A^ ,  donde  1» 
nota  proprietà  rclativn  al  baricentro  di  un  Ictratdro.  A  conclusioni  identiche  si 
(jiunge  considerando  punii  isobarici  risjictto  ai  teiraedri  A,  AjA^A, ,  ... 

Se  iì,  U,  SI]  U4  è  un  tetraedro  clic  ha  i  vertici  su  una  copia  di  spi^'oli  opposti 
di  un  tetraedro  A,A,AjA^,  p.  e.  M,,&I,.M},M,  risprttiv.tmpnte  su  A,A,,A,Aj, 
A,  A,  ,  At  A(  .  la  condizione  necessaria  e  sufllcienle  perchè  esso  sìa  ìsobaricentrico 
con  A,  A,  A,  A4  è  die  U , .  Bl,  ,  sieno  isotomici  rispetto  A,  A,  ,  ed  Mt ,  M^  rispetto 
Aj  Aj.  Ciò  risulta  tosto  dalla  proprietà  che  il  baricentro  di  un  tetraedro  è  il  punto 
di  mezzo  del  segmento  che  unisce  i  punti  medi  di  due  spigoli  opposti. 

Ne  deriva  il  seguente  teorema,  che  per  questa  specie  di  tetraedri  tiene  posto 
delt'inverBO  di  quello  del  n."  T  :  se  P,  P,  Pj  P4  è  «n  tetraedro  isolìariccntrico  con 
A,  A,  A4  A4  e  avente  i  vertici  su  uita  coppia  di  spigoli  dpposlt  (A,  A,  ,  A,  A4)  0 
(A,  A,  ,  Aj  AJ  0  (A,  A4  ,  A,  Aj)  così  che  il  rapporto  in  cui  un  vertice  divide  uno 
di  questi  spigoli  sia  eguale  al  rapporto  in  cui  un  altro  vertice  divide  V  altro 
i^pigolo,  i  punti  P,  ,  Pj ,  P, ,  P4  sono  isobarici  rispetto  al  tetraedro  A,  A^  Aj  A4 ,  0 
A.  A,  A,  A4 ,  0  A,  A,  A4  A,. 

Dato  il  rapporto  m  secondo  cui  un  vertice  deve  dividere  uno  spigolo  del  te- 
traedro A,  A,  A,  A4 ,  si  potranno  cosi  costruire  tre  di  questa  specie  di  tetraedri 
isolia  ricentrici  con  A,  AjA,  A4,  ciascuno  avente  i  vertici  su  una  coppia  di  spigoli 
opposti. 

14.  Se  P,  Pt  Pj  P4  è  uno  di  questi  e  P, ,  P, ,  P, ,  P4  si  trovano  rispellivnmentc 
80  A,  A,  ,  A,  A4  ,  Aj  A,  ,  A4A,  ,  dalla  (3)  Si  ha 

P)  Pi  Pi 


,  Pt  P,  P4  _  /a  -  yy 

,  A(  A,  A4~Va+  tJ 


.    A.P,  .     y 

0  anche,  posto  ~-r  =  m,  ossia  ■:- =  ni, 
l',Aj  a 


A,  Aj  A,  A4  ~  Vi  +  m)  ' 

tliviiincnlc  i 

P,  P,  Pj  Pi  _  /  I  -  Tlt\  * 

A,  A,  A,  A4  ~  \  I  +  m) 


Se  P, ,  P( ,  P, ,  P4  si  trovassero  rispeltiviiincnlc  su  A,A, ,  A,A,  ,  AjA,  .  A^Aj 
si  avrebbe 
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essendo  m  il  rapporto  in  cui  P,  divide  A,  A,  ecc.  ;  onde,  salvo  il  segno,  i  columf 
dei  Ire  tetraedri  del  n."  13  sono  eguali. 

Inoltre  si  trova  tosto,  seguendo  il  metodo  del  n.'  12,  che  nessun  alfro  (elroe- 
dro  di  questa  specie  può  essere  equivalente  ai  tre  predetti. 

15.  Essendo  P, ,  P,  ,  Pj .  P,  punti  isobarici  rispetto  al  tetraedro  A,A,A,i,, 
perchè  una  faccia  di  P,  P,  P,  P,  (p.  e.  P,  P,  P,)  passi  per  un  lato  del  quadrangolo 
A,  A,  À(Af  (p.  e.  per  A,  Al)  è  necessario  e  suITlciente  che  ì  tre  rapporti  che  i 
piani  che  proiettano  P, ,  Pj ,  P)  da  A,  A^  su  A,  A^  sieno  eguali,  cioè  che 

S       -f       iS 
—  =  -L=j.  ossia  m.  =  m,  =  m,  ; 

e  allora  le  fiiccie  PtP,P»  ,  PiP*Pi  .  P»P|Pi  passano  rispettivamente  per  gli  illri 
lati  successivi  A,  A,  ,  A.A»  ,  A^A,,  Gli  spigoli  P,  P,  ,  P,Pj  ,  PjP,  ,  P,P,  pa^ 
sano  rispettivamente  per  A, ,  A^  ,  A, ,  A* ,  e  sono  da  questi  divisi  nello  stesso  rap 
porto,  perchè  A, ,  A,  ,  A| ,  A^ ,  sono  isobarici  rispetto  P,  P,  Pj  Pf 

Dicendo  P,' ,  P,' ,  P/ ,  P,'  i  punti  ove  le  faccie  P.PtPj  .  P,PjP»  .  P3P4P, ,  P.P.Pi 
segano  rispettivamente  i  lati  opposti  k,^^ .  A, A,  ,  A,Aj ,  A^A,  sì  ha  chiarnmento 

A,  P,'  _  A,  P/  _  A,P,'  _  A,Pt'  _ 

p,'  A»  ~  pTa;  "  p,'  A,  ~  p;  A,  "  "' 

cioè  le  /accie  dì  P,  P,  P,  P^  (astiano  1*  lari  rispettivamente  opposti  del  quadran- 
golo A,  A,  A,  A|  nefto  Efesso  rapporto. 

Reciprocamente  :  se  quattro  piani  passanti  per  i  ^undro  tati  di  un  ^uadran- 
jfolo  gobbo  AiAiAjAf  tagliano  rispeltivamente  i  lati  opposti  di  questo  quadran- 
golo nello  stesso  rapporto  m  ,  i  punti  di  intersezione  di  questi  piani  sono  iso- 
barici rispetto  al  tetraedro  A,  A^AjA, ,  e  de(ermt«n7io  quindi  «fi  lelraedro  ùo- 
fraricenlr/co  con  questo. 

Poiché  se  sono  P,,  Pi,P},P(  questi  punti  di  intersezione,  e  le  faccie  P|F|P|' 
PjPjP*  ,  PjP,?,  ,  P.P.e,  passano  rispeltivamente  per  A,A,  ,  A»A,  ,  A,*» ,  A,A,, 
ai  punti  P,  ,  Pj  ,  P,  corrisponderanno  su  A,  A,  i  rapporti  m  ,  m  ,  m,  ai  punti 
Pt  .  Pj  .  P*  su  A^  A,  i  rapporti  m  ,  m  ,  m  ,  ai  punti  Pj  ,  P4  ,  P,  su  A,  A,  ì  np 
porti  m  ,  m  ,  m ,  ai  punii  P,  ,  P,  ,  P,  su  A^  Aj  i  rapporti  m  ,m  ,m;  onde,  le- 
nendo presente  il  teorema  sul  prodotto  dei  rapporti  in  cui  i  piani  che  proietlui) 
un  pnnlo  dai  lati  di  un  quadrandolo  gobbo  segano  i  lati  opposti,  ad  ognuno  itti 
punti  P, ,  P, ,  P3  ,  P,  corrisponderanno  sui  lati  A,  A,  ,  A,  A,  ,  A,  A*  ,  A,  A,  i  rap- 
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porti  dati  dal  seguente  quadro 


A,  A, 

A,  A, 

A.  A. 

A.  A, 

p, 

™ 

m 

m 

l_ 

p. 

1 

m 

m 

m 

p. 

m 

1 

m 

m 

p. 

m 

m 

m* 

■  m 

cioè  P)  .  Pj  t  Pg  )  Pi  sono  isobarici  rispetto  al  tetraedro  A^  At  A^  A4. 

È  vero  anche  il  seguente  teorema,  che  è  per  questa  specie  di  tetraedri  l'in- 
terso  di  quello  del  n*  1  :  se  un  tetraedro  P,  P^PiP»  è  isobaricenlrico  con  «n 
tetraedro  dato  A,  A,  A,  A»  e  (e  sue  facete  passano  per  i  lati  del  quadrangolo 
A,  A,  A,  A,  ,  i  euoi  verlici  P| ,  P,  ,  P»  >  P4  sono  punti  iaobarici  rispetto  at  tetraedro 
A,  Al  Al  A,,  e  le  sue  /accie  dividono  quindi  i  lati  del  quadrangolo  nello  stesso 
rapporto. 

Difatti  poiché  il  tetraedro  A,A|AiA4  è  isobaricentrico  con  P,P,P,P4  ed  ha 
)  vertici  sui  luti  «tei  quadrangolo  P,  Pj  Pj  P4  >  i  punti  A,  A|  A,  A4  saranno  isobarici 
rispetto  al  tetraedro  P,  P,  PjP4  (n.*  10),  e  quindi  P, ,  P, ,  P,  ,  P»  saranno  iso- 
barici rispetto  al  tetraedro  A,  A,  A,  A4  (0."  6). 

Generalizzando  come  al  n."  10  si  ha:  le  /'accie  di  un  lelracdrn  ìsobaricen- 
(rtco  con  un  tetraedro  doto  e  passanti  per  i  Iati  di  uno  dei  quadrangoli  di 
questo  tetraedro  dividono  i  Iati  opposti  di  questo  (jfuadranfroio  netto  slesso  rap- 
porto. 

Quindi  anche  :  le  facete  dei  tetraedri  isobarfcentrtci  con  un  tetraedro  dato, 
ciascuno  avente  te  /"accie  cfte  passano  per  i  tati  di  uno  sfesso  quadranj/olo  di 
questo  letraedro,  determinano  sui  lati  di  questo  quadrangolo  punteggiate  simili. 

16.  Ne  deriva  la  risoluzione  del  problema:  dato  il  piano  di  una  faccia  co- 
struire il  tetraedro  isobaricenlrico  con  un  letroedro  dato  A,A,AgA4 ,  le  cui  facete 
passino  per  i  lati  di  uno  dei  quadrangoli  di  questo.  Il  problema  avrà  due  so- 
Inzioni  -,  se  p.  e.  è  p  il  piano  dato  passante  per  A,Ài ,  si  otterranno  due  tetraedri 
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isobaricenlrici  con  A,  A^A,  A,,  l'uno  colle  faccie  passanti  pei  Int!  del  quadrangolo 
^,kt^i^^,  l'altro  colie  fHCcie  passanti  pei  lati  del  quadrangolo  AiA^A^A,,!!!- 
lìdendo  i  lati  del  primo  quadrangolo  mi  rapporto  secondo  cui  p  divide  A,A(,i 
lati  del  secondo  nel  rapporto  secondo  cui  p  divide  A4At ,  e  proiettando  poi  i  puoli 
di  difisione  dai  lati  opposti  dei  rispettivi  quadrangoli. 

Cosi  ne  Tiene  pure  la  risoluzione  del  problema  :  cosfruire  i  tetraedri  itobn- 
riccnlri'ci  con  tm  tetraedro  dato  A,AjAjA(  e  aventi  le  /accie  che  passano  pei  Ioli 
dei  quadrangoli  di  questo,  dato  il  rapporto  m  secoudo  cui  uno  /liccio  dete  di- 
videre un  lolo  di  questi  quadrangoli.  Evidentemente  vi  saranno  sei,  e  soli  sei,  di 
questi  tetraedri,  colle  faccie  passanti  rispettivamente  per  i  lati  dei  sei  quadrangoli 
del  tetraedro  A,  AfAjA^. 

n.  Sia  P,  P,  P,  P4  un  tetraedro  isobariceiitrico  con  A,  A,  A,  A»,  e  le  facti* 
P,P,Pi  ,  P»P»P4  ,  PiP^Pi   ,    P«P|F»  passino  rispellivanicnie  per  A,At  ,  A,A,, 

AjA^  .  A^A,.  Indicando  con  m'=^  il  rapporto  -r-^  ,   le  coordinate  di  A,, A,, 

A,  ,  A^  rispetto  al  tetraedro  P^  Pj  Vg  P^  sono  rispettivamente 

(a'  ,  ji' ,  0  ,  0)  ,  (0  ,  «■  ,  iS' ,  0)  ,  (0  ,  0  ,  a' ,  p-*)  ,  (^'  ,  0  ,  6  .  a')  J 

le  coordinate  di  P,  poi  rispetto  allo  stesso  tetraedro  sono  (1,0,0,0);  onda 
dalle  forniole  di  trasformazione  le  coordinate  dì  P,  rispetto  al  tetraedro  A,A,At^, 
si  trova  essere  a'' ,  -  a'V'  »  *' C''' 1  —  f''' .  6  perciò  il   rapporto  secondo  cui  la 

faccia  P.P. Pi  sega  A,  4,  è  -  ~f-Ji  =  *  "*'• 
a  iì 

Essendo  A,  A,  A,  A,  isobaricentrico  con  P,  P,  P,  P,  e  inscritto  nel  quadraa- 

golo  P,  P,  Pj  P4  si  ha 

AJ^t  Aj  A4  _  1  -  m'* 
PrP»P»P*~0  +™')* 

e  ponendo  m  =  -m' 

P.  P,  P,  Ft  ^  (1  -  w)'  ^         (1  -  w)' 

A,  A,  A,  A»      i-m*"      1  +  m  + m»  +  m>  ' 

la  quale  dunque  è  la  formola  che  dà  il  volume  del  tetraedro  isobaricentrico  con 
un  tetraedro  dato  k^\tti^k^,  avente  le  faccie  che  passano  per  ì  lati  di  un  qua- 
drangolo di  questo  tetraedro  ,  in  funzione  del  rapporto  m  secondo  cui  una  tua 
faccia  sega  il  lato  opposto  del  quadrangolo. 

Se  fosso  P,  P,  PgPf  isobaricentrico  con  A,  A^AjA^  e  le  suo  faccie  passuwro 


,y  Google 


)i  8T  K 
per  i  lati  del  quadrnngolo  A^AiA^A,  si  avrebbe  quindi 

P,P,  P,P,  _  (I  -ffl)* 
A,  A|  A4  Aj        1  —  m* 

essendo  m  il  rapporto  secondo  cui  una  sua  faccia  sega  il  lato  i>pi>osto  del  qua- 
drangolo,  ecc.;  donde  viene  che,  salvo  i(  sr>j7no ,  i  volumi  dei  sai  tetraedri,  di 
cui  al  n."  16  ,  sono  eguali. 

Inoltro  nessun  allro  (ctracdro  Ìso('aricen(rico  con  A,  A^A,  A4  e  avente  le 
/accie  die  passano  per  i  lati  di  u»  quadrangolo  del  tetraedro  slessOf  può  essere 
equivalente  ai  sei  predetti.  Perchè  di  TaUi  un  altro  tale  tetraedro  P,'  P,'  P,'  P4', 

fosse  equivalente  al  tetraedro  P,  PjP,  P4,  bisognerebbe  che  il  rapporto  nt'  tn 
secondo  cui  una  sua  faccia  sega  un  Iato  del  quadrangolo,  per  i  cui  lati  le  faccio 
passHDOj  soddisfacesse  l'equazione 

(I-m')'         _  ^  (I-m)' 

1  +  m'  +  Vi'*  +  m"     ~  i  +  ìn  +  m*  +  m*  ' 

Ora  l'equazione 

C-w')' ^  ^         C-m)*         _ 

i  +m'  +  m'*  +  m"  ""      1  -^  m  +  m*  +  m'  ' 

la  quale,  dividendo  per  m'  —  m,  sì  riduce  alla  seguente 

m™  (2m*  -  m  +  1)  -  m'  (m*  +  2m  +  I)  +  (m*  -  m  +  2)  =  0  , 

non  ha  soluzioni  reali,  perchè  la  quantità 

(m*  +  2m  +  1)»  -  4  (2m»  -  m  +  I)  (m»  -  n»  +  2) 

che  8i  può  ridurre  alla  seguente 

-[6m»  +  (l-m)»  +  6](l  -  m)' 

non  è  Olili  maggiore  di  zero  ed  ò  eguale  a  zeo)  solo  per  m=  1,  nel  quale  caso 
sisulta  poi  anche  m'  =  1  ;  e  l'equazione 

(1  -  m')* (I-m)' 

1  4-  m'  +  m"  +  m"  ~      1  +  m  +  m*  +  m' 

si  riduce  alla  forma  della  precedente  ponendo  m'  =  ■-;;- . 
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18.  Indicando  jn  valore  assoluto  con  T  il  volume  di  un  tetraedro  A,&,ft,^„ 
con  T'  il  volume  del  tetraedro  isobaricentrlco  con  questo ,  i  cui  vertici  esseodo 
posti  su  uno  dei  quadrangoli  dello  stesso  ,  dividono  i  suoi  lati  nel  rapporto  m, 
con  T"  il  volume  del  tetraedro  isobari  centrico  eolio  stesso,  le  cui  faccie,  passiado 
per  i  Iati  di  un  suo  quadrangolo  ,  dividono  i  lati  opposti  di  queslo  nel  rapporto 
nt ,  con  T'"  il  volume  del  tetraedro  fsobaricentrico  con  A^A,  A,  A^,  i  cui  Tertiei 
essendo  posti  su  due  spigoli  opposti  ,  dividono  questi  nello  stesso  rapporto  m, 
dalle  formolo 


Vi  +m/ 


sì  deduce  la  notevole  relaziona 

(6)  T'  T"  =  T""  , 

Eliminando  poi  m  fra  la  prima  e  la  tersa  delle  (S)  si  trova  la  seguente  re- 
lazione ft*a  T  ,  T' ,  T"' 

T"'»  +  2  T  T"*  +  T' T'"  ~-  4  T  T'*  =  0 

fra  la  quale  e  la  (6)  eliminando  T'",  oppure!',  si  trova  una  reiasione  fraT.T'.T", 
oppure  fra  T  ,  T"  ,  T'",  e  cioè 

T"  (T' T"  +  T*)»  =  4  T«  T"  (2  T'  -  T")» 

^  >P  fint  _  fit  f'1  _  2  T  T'"  T"'  —  T' T'"  =  0. 

(conlfntM) 


EHRATA-COBRIGE 


Pag.  41.  —  La  data  della  Nota  del  prof.  A.  BaEzabool  è:  giugno  1895  e 
non  1S9S. 
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ORCA  ra  PARTICOLARE  PROBLEMA  SULLE  SUPERFICIE  MINIME 

DKK 

Dott.    MARIO    FALCHI. 


Il  problema  di  cui  bì  tratta  è  quello  di  «  trovare  l'equaitioDe  degli  elicoidi  gè- 
serali  d'area  rainima  reali  ■■ 

Considerato  un  sistema  solido  come  aoimato  da  ud  moto  elicoidale ,  tutti  i 
suoi  punti  doscriTeranno  delle  eliche  di  egual  asse  e  passo  ;  associando  tutte  le 
eliche  che  incontrano  una  data  curva  (C)  esse  formeranno  una  superficie  continua 
cbe  può  essere  generata  dal  moto  elicoidale  della  curva  stessa.  Una  tale  superflcio 
è  un  elicoide  generale.  Stabilita  allora  l'equazione  di  tutti  gli  elicoidi  generali, 
soddisfacendo  con  essa  alla  nota  equaiionc  delle  superficie  d'area  minima  trovata 
dal  Lagrangfl  (*) 

(1  +g»)r-2pg8  +  (H-p*)i  =  0  (a) 

basterà  discutere  sul  risultato  che  si  ottiene  per  pervenire  alle  equazioni  cercate. 
11  problema  fu  già  in  parte,  ma  in  modo  poco  chiaro,  risolto  dallo  Schcrk  (**)  che, 
cercando  il  maggior  numero  possìbile  di  casi  particolari  dell'integrale  dell' equa- 
tione  di  Lagrange  ,  suddivise  delta  equazione  in  duo  altre  tali  cbe  una  di  essa 
fosse  suscettibile  di  facile  integrazione,  e  le  funzioni  arbitrarie  ricorrenti  nell'in- 
tegrale le  stabili  in  modo  da  soddisfare  anche  all'altra  equasione. 


(*}  e  Essai  d'une  noavelle  métbode  ponr  dèterminer  lea  mazim&  et  les  i 
des  formolea  intégralea  ìndéfinies  »  Voi.  II  della  «  Mitcellanea  Taurinensia  »  176n*61. 
Appendice  I. 

("*)  Àota  aocietatis  JablanOTÌanae  Voi.  IV  pag.  204.  Lipsia  1630. 
TOEf.  XIXIT.  il 
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La  presente  Nota  risolve,  in  moJo  più  semplice  e  diretto,  il  problema 


Stabiliamo  l'equazione  degli  elicoidi  generali.  Osserviamo  perciò  che  non  si 
nuoce  alla  gcnernlilà ,  suppunenJo  che  la  curva  generatrice  sia  piana  invece  die 
essere  qualunque.  Infatti  se  diciamo  a  l'asse  del  moto  elicoidale,  (G)  la  ctim 
gobba  generatrice  della  superficie  (Ti,  e  tagliamo  la  superficie  stessa  con  un  pianv 
meridiano  ic ,  e  diciacno  (G,)  la  curva  di  sezione,  ruotando  it  intorno  ad  a  la  euru 
(G,)  riesce  assoggettata  a  un  movimento  relativo  di  traslazione  nel  piano  stessa  e 
ad  uno  di  trascinamento  rotatorio  intorno  all'asse  a,  non  cessando  mai  di  appr' 
tenere  alla  superficie,  epperò  si  muoverà  di  moto  elicoidale  intorno  ad  a  spostao- 
dosi  con  continuità  su  (r) ,  cioè  generando  (r).  Potretno  dunque  ritenere  che  la 
curva  generatrice  sia  piana  e  situata  nel  piano  zx  essendo  z  l'asse  del  moto  elì> 
coìdale.  Sìa 

■*.  =  /■(«.)  (fi) 


y 


■T-^ 


rcquationc  dì  della  curva.  Considerando  la  superlìcìe  da  essa  generata  e  una  pò- 
Nìzione  qualunque  P  di  P,  su  essa,  delta  p  la  disianza  di  P  dall'asse  n  (la  qnile 
è  uguale  a  x,),  e  9  la  longitudine  di  P,  le  sue  coordinate  x,y,  sono  dale  dalit 
a;  =  fC0S9  ,  ^  =  p3en7,  e  quanto  alla  z  essa  è  uguale  a  z,  aumentato  di  uni 
quantità  che,  detto  h  il  passo  del  moto  elicoidale,  si  dimostrerebbe  Tacilmeote  es- 
sere ^-t-  l'etto  quindi  A  ÌI  parametro  del  moto  elicoidale,  per  la  (^)  si  ha  the 
le  coordinate  di  P  sono  : 

03  =  p  cos  ¥    ,    y  =  p  sen  9    ,    2  =  ^(p)  +  k^.  f*() 

Eliminando  9  e  p  fra  queste  tre  equazioni  st  ba  l'equuione  degli  elicoidi  gè* 
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ner.tlì  in  coorJiiuite  rettangolari,  mentre  la  teraa  dello  {■()  ci  dà  l'equazione  stessa 
in  coordinate  cilindriclie. 

Dalla  terza  delle  (y)  si  ha,  passando  prima  alle  coordinate  rettangolari  e  poi 
di  nuoTO  alle  cilìndriche  : 

dz      X  .,    !>-y  dz      y  ,,    ftaj  d^z     <r*  ,„    y'  ,,     2ftxy 

j_._£2__ocy     _«y  ,,_^^--j/»        ^  _  d^z  ^  y*  .„    a;'  ,    gftay 
dx.dy     f  ■         p'  p*       '  dj/»  ^  p*  '      p'  '        p* 

e  quindi  sostituendo  nell'equazione  (a;  di  Lngrange  : 

^"'''=-t('^?tì?)'""''-?tf'"'*>  '" 

che  integrata  risolve  il  |>robIcnia  (*). 

La  (S)  si  riduce  ad  un'equazione  lineare.  Infatti  si  ponga 

eoa  ciò  la  (S;  diviene  : 

che,  diTìdendo  tutto  per  T',  »>  può  anche  scrivere  : 

posto  ora  : 


^-P,i-  +  Q, 


T-'  =  Z     ,     P  =  2P,     ,     Q  =  2Q, 
la  nostra  equazione  ai  cangia  nella 

dp 


(*)  E  chiaro  che  f  &  ^  ai  possono  interpretaire  come  nn  sistema  di  coordinate 
currilinee,  ed  infatti  partendo  dall'espressione  dell'elemento  lineare  e  dall'equazione 
delle  superficie  minima  in  coordinate  curvilinee,  si  arriverebbe  facilmente  alla  (Sj, 
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Applicando  il  sistema  della  Tariazioae  della  eostante ,   l'integrale  gcnerslt  dì 
questii,  delta  C  una  costaate,  è  : 

2  =  J''*[c+/Q.-'f'''dp] 

che  per  le  posiiioni  fatte  diverrà  : 

e  quindi  detta  D  un'altra  costante  ; 


Irature  indicate,  si  ha  intanto  : 


Eseguendo  ora  le  quadrature  indicate,  si  ha  intanto  : 


e  la  (E)  divci](a  : 


m= 


Ora  per  eseguire  la  quadratura  qui  indicata  si  presentano  due  Tie,   la  priiu 
consiste  nel  porre 


rioaTaro  di  qui  p  e  dp  e  sostituire  nella  (^. 
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Questa  TÌa  quantunque  più  breve  si  presta  meno  alla  discussione  circa  la  co- 
stante G  che  è  la  sola  importante.  L'altra  via  consistei  nel  moltiplicare  numeratore 
e  denominatore  della  frazione  sotto  segno  per  2^ ,  si  ha  cosi 


jpVOp»-!  -ajpWCp»-! 


e  posto  p*=x  e  moltiplicati  i  due  termini  della  runzfooe  integranda  pel  numera- 
tore, detto  I  l'integrale  da  calcolarsi  sì  ba: 


j_l /■ ^ +  — /*- 


VCa»  +  (Ck*  -l)aì~ft* 


Questi  due  integrali  sono  rispettivamente  del  tipo  : 
/  dai  ( 


ed  eseguili  danno ,  come  è  noto ,  un'  espressione  differente  a  seconda  delle  varie 
ipotesi  che  si  possono  fare  sui  coefllcienti  a  e  f ,  dati  nel  «iso  presente  da 


Si  hanno  cosi  9  casi,  cioè  : 

Ìi:>o 
Tf  <0 

Ha  da  questi  9  casi  sono  a  priori  da  escludersi  quelli  che  corrispondono  al- 
l'ipotesi t;  >  0  ,  perchè  nel  caso  presente  equivarrebbe  all'ipotesi  -  &»  >  0  che  non 
può  veriflcarsì  «&  non  per  k  immaginario ,  ed  essendo  inconcepibile  un  moto  eli- 
coidale di  parametro  immaginario  si  vede  che  per  I  si  otterranno  6  espressioni. 
Volendo  poi  considerare  separatamente  i  casi  limiti  dovremo  escludere  altri  tre 
casi,  quelli  cioò  corrispondenti  alla  ipotesi  "^  =  0,  ossia  —  ft*  =  0  come  quella  che 
importa  non  più  un  moto  elicoidale  ma  un  moto  di  rotatione.  Quindi  restano  i  tre 
casi  che  per  k  reale  e  diverso  da  zero  nascono  dal  supporre 


■J>0 

f  T>0 

T  =  0 

,          a<0 

lf  =  0 

•^<o 

'y<o- 
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Fatti  i  calcoli  si  tia: 


[11    „=  _—  log    Ci»  - 1  +  2 Cx  +  2 ^/C»J;»  +  C(.C&«  -  i)  a:  -  *•  | 


(1  +Ch')x 

,    2ft»  +  £B 


[1      „  =  —7=  are  sen  +  — ^—pn-z —  +  -tt  are  eoa  — t-stt, 

La  seconda  di  queste  espressioni  contiene  gli  immaginari.  In  deflnitiTa  duD- 
(|ue  si  hanno  due  curve  generatrici,  e  però  rilornando  alla  tersa  delle  (-[),  ii 
cGonlinate  cilindriche  p  ,  7  ,  z  si  lia  cbe  se  la  costante  C  è  p«6itiva  l'equaiioDc 
dell'elicoide  generale  d'area  minima  reale  è  : 


1 


jlog    Cf-  t +2Cp*  +  2  v'C»p*  +  C(CA:»-  |)p»_ft*(  + 
2  VO         l  ' 


(1+Ck»)p* 
Se  invece  U  costante  C  è  negativa  la  sua  equazione  é  dala  dalla: 

Riserband«  a  nn  altro  lavoro  lo  studio  dr  queste  due  superQcie,  mi  occupen 
ptr  ora  dei  easi  lìmiti  e  deHa  soluiione  singolare  che  fitcilmente  si  vede  essere 
posseduta  d-alia  (S) ,  come  quelli  che  per  via  elegante  eondueoao  a  soperficìe 
già  not«. 


Sia  fc  =  0 .  allora  dalla  k  =  ^  si  deduce  che  sarà  A=  0  e  quindi  il  moto  * 
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di  rotazione.  Allor»  l'equazione  della  superflcio  It  data  daTla  tena  delle  {y:,  fatto 
in  essa  A  =  0  ,  cioè  dalla 

e  ]'espres»one  di  f{p)  sarà  ora  : 


'  ■JCf'-i 


■JCf' 
Anche  qui  secondo  che  G^O  si  ha: 


'    v/Ce'-l      V- 


,/_C  II 
-  are  sen -. — - 


v/Cf'  -  1      V-  C 
quindi  solo  ncllii  ipotesi  di  G  >  0  si  ha  una  supcrdcie  reale  e  la  sua  equazione  è: 

i-igloglp  +  ^p'-Jr!'» 

la  quale  è  l'equaiione  della  catenoide  e  la  si  avrebbe  facìlaionte   sotto  la    solita 
lorma  ponendo 

V  e  e       =  e 
otteniamo  allora 

Va»  -1-  «■  =» -4= 

2  ve 

Con  ciò  si  Tede  che  la  catenoide  è  l'unica  superficie  reale  di  rotatione  chd 
ik  dNiren  inrnima,  e  questo  per  altra  vìa  fu  dapprima  dimostrato  dal  Jleunier  (Hé- 
moires  des  SaTants  étran^rs  :  Voi.  X,  1716.  n  Sur  la  courbure  des  surfaces  i. 
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Sia  k  =  ta  ,  allora  la  tersa  delle  (t)  diventa 
Z  =  ^(p)  +  w 

cioè  le  rormole  che  danno  le  coordinate  di  un  punto  Qualunque  della  superficie  in 
discorso  diventano  illusorie.  Per  ovviare  a  tale  mancanza  sì  ricordi  che  eoaside- 
rando  un  punto  a  distanza  i  dall'asse  z  del  moto  elicoidale,  detto  a  lo  scorrimeoUi 
corrispondente  alla  rotazione  r ,  si  ha  per  definizione  : 


allora  la  terza  delle  (');)  potrà  scriversi  : 

2  =  f(p)  +  o 

cbe,  anche  supposto  Jt^»,  ossia  ?-=0,  non  dìTenta  illusoria.  In  tal  caso  d 
si  ha  i)  moto  di  traslaiione    Le  espressioni  di  a;  e  jf  sono  ora  : 

epperÒ  l'equazione  della  superficie  è  : 

z  =  f{x)  +  o 

per  cui  l'equazione  dì  Lagrange  diventa  : 

f"(x)  =  f) 
ossia  ,  detta  a  una  costante  : 

f'(x)=a 

e  detta  b  un'altra  costante,  si  ha  di  qui: 

f(x}  =  ax  +  b. 

Quindi  posto  e  =  6  +  0  l'equazione  della  superRcIe  6 


che  è  l'equazione  di  un  piano.  Epperò  l'unica  suporS^Jo  minima  reale  dovati  il 
molo  di  traslazione  di  una  linea  (la  quale  è  una  retta)  A  II  piano. 
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Si  è  già  rilevato  come  apparisce  evidente  die  la  (ò)  possiede  anche  una  so- 
luiioue  singolare  die  è  la 

r  (P)  -  0. 

Ha  ciò  torna  a  dire 

np)  =  K 

essendo  K  una  costante.  Allora  la  terza  delle  (f)  dà  come  superficie  elicoidale 
d'area  minima  reale  la  superficie: 

z  =  ftcp+R 

che  è  l'equazione  dell'elicoide  gobbo  a  piano  direttore. 

Quest'ultima  superficie  elicoidale  d'area  minima,  per  via  molto  lunga  era 
stata  ottenuta  dal  Meunier  nella  gii  citata  opera.  Lo  Sctierk  in  una  seconda  me- 
moria  (*)  concludeva  che  verisimilmente  è  questa  l'unica  superficie  rigata  d'  area 
minima,  il  che  veniva  poi  rigorosamente  dimostrato  dal  Gatalan  (") ,  dal  Serret  (***), 
dal  Beltrami  (•«•)  e  dal  Dini  (*"••;. 

Genova  ,  Giugno  189.1. 


(•)  «  Journal  fttr  die  teine  nnd  angewandte  Katliematik ,  voti  A.  Creile .  Vo- 
lume Xin  pag.  185—1835. 

O  Journal  de  Liouville.  I.  Sèrie,  Voi.  VII  pag.  203—1848. 
(•••)  J,  A.  Serret.  «  Jonmal  de  Liouville.  Voi.  XI  pag,  451 — 184G. 
(•^•)  Annali  di  Tortolini.  Voi.  VII  pag.  105—1865. 
(•••••)  Ibid.  pag.  205. 
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DELL'  EQUAZIONE  DI   PELL 

A  COEFFICIENTE  ALGEBRICO 


GIOVANNI  FRATTINI 
iConlimazione  v.  Voi.  XXXIU  pag    311). 


i.  V  introduzione  di  quantità  estranee,  come  luk  del  numero  precedente,  poi 
spesso  evitarsi,  e  si  poteva  evitare  anche  nell'esempio  ivi  trattato  ,  con  T assog- 
gettare la  cercata  soluzione  (intcrn  rispetto  ad  u)  alla  sola  condizione  dì  avere 
cocfTìcìenti  razionali.  Trovata  la  soluzione  con  coedlcieiiti  razionali,  sarà  poi  facile 
dedurne  le  condizioni  allineile  i  detti  coelDcicnti  risultino  interi ,  qualora  il  pro- 
blema Io  richieda.  Cosi  procedendo  nclh  trattazione  del  precedente  esempio,  invece 
di  porre  id=ou+ft,  si  porrebbe  più  semplicemente  (i>=au,  perchè  w*-4(=-&i»-t) 
nel  campo  dei  polinomi  interi  rispetto  ad  u  e  a  coelìlcienti  razionali,  è  primo,  li, 
invece  di  tornare  sull'esèmpio  precedente  per  proilttare  in  esso  «ti  quest' ulCinu 
censidernzionc ,  cosa  che  ìl  lettore  può  fare  da  sé,  è  preferìbile  recarne  qualche 
altro  die  valga  altresì  a  meglio  illustrare  la  regola  che  è  argomento  del  preunte 
lavoro. 

S.  Sia  A  di  secondo  grado,  ma  non  primo  nel  campo  dei  polinonni  interi  ri- 
spetto ad  u  e  a  coelìlcienti  razionali.  Esso  avrà  la  forma  (au  +  b)  (cu  +  d) ,  ion 
a,  b,  e,  d  indicano  numeri  razionali.  Sarà  inoltre  ac  =  S*,  condizione  necesnrìa 
afllnchè  l'equazione  a!*-Ay*-l  ammetta  soluzioni  intere  e  a  coelìlcienti  rauonili. 

Posto  M  =  3u ,  ne  risulterà 

w*  -  4  =  -  (ad  +  6c)u  -  bd , 
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bìDOmio  clie,  essendo  di  primo  grado,  è  primo  Del  campo  stabilito.  Pongasi  ora, 
come  al  n.  3  . 


4(B*  - 1  )  =  (au  +  ft)(cu  +  d)  [  (mu  -1-  n)»  -  1  ]. 

Se  si  pone 

(8)  (mu  +  n)*  -  1  =  (pu  +  q)iru  +  s) , 

la  decomposizione  di  d(B*  - 1)  nei  due  fattori  f  ed  f,  oltreché  come  al  n.  3,  po- 
trà farsi  come  segue  : 

f={au+b){pui-q) 

/"  =  (cit  +  d)(ru  +8). 

E  per  determinare  m,  n,  p,  q,  r,  g,  sì  avranno  lo  due  terne  di  equazioni 

m'  =  pr  ap  —  re  =  0 

2mn  =  ps  +  qr  aq  +  frp  -  cs  -  dr  -  23 

n*  -  I  =  (js  itg  —  (Js  =  0 , 

ricavate  dalla  (8)  e  dalla  condizione  /'-/^  =  2tti  =  3du. 
Risolfendo,  si  trova  facilmente  : 


-  Wd                 -  4!o 
'      ad-  be        '     od  -  le 

-5S6 
'-iM-bc 

ApplicaDdo  da  ultimo  la  forinola 

r=^-f'±f-n. 
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si  Ila 

-  48acu*  -  S5u(ad+  6c}  -  iSbd ±  Sudaci  -h  he  +  ad) 
""  (6c  -  ad)  [  (ad  +  bc)u  +  bd] 

Per  una  conveniente  scelta  nel  doppio  segno,  il  numeratore  dì  quest'ultima 
formola  deve,  come  fu  già  dimostrato  in  ^^eaerale,  essere  divisibile,  rispetto  adii, 
pel  denominatore.  Si  ha  difatti,' prendendo  il  segno  +, 

ad  —  6c 
Si  soddisfa  dunque  l'equazione 

X*  -  (au  +  b)(cu  +  d)  y»  =  1        (oc  =  5») , 
oltrcchd  come  si  è  detto  al  n.  3,  anche  ponendo 

od-6c 
Si  ha  infatti  per  X, 


6.  Sia  A  delia  forma 

(nw^  +  bH^-'  +  cu^-»  +  .  .  .  )(ou^  +  ptt^"'  +  -^u^"*  + . . .  )  =  a*  «*'■  -  ^  < 

e  si  supponga  che  P  sìa  primo. 
Pongasi 

/  =  (au*  +  6u^-»  +  . .  0  {mlP+nV) 

r  =  (ou^f  pii^''  {■...)  ('nO*-nVì  , 

intendendo  per  V  un  polinomio  intero  in  u  e  a  coemcientt  indeterminati,  e  per  m 
ed  n  duo  costanti,  soddisfacenti  la  condizione 

(IO)  n»  =  2m. 

Il  prodotto  /7*  avrà  la  forma 

AiB'-i), 
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Disponendo  adunque  di  m  ed  »,  nonché  dei  coefficienti  di  (7,  per  modo  da 
soddisfiire  la  condizione 

(11)  /■-r  =  2ou*. 

oltre  all'  altra  n'  =  2m  ,  si  otterrà  per  l' equazione 

Z*  -  {au^  +  6u^-'  +  .  .  .  )(au^  <■  ^u^"'  +  . . ,  )  Z*  =  1 

una  soluzione  intera  rispetto  ad  u,  data  dalla  (9),  che  in  questo  caso,  dopo  aver 
posto 

J,  =  a%^  +  pu*-»  4- .  -  .  , 

diviene  : 

„  ^  TnU*(4,  +  ^,  ±  2qu^)  +  ng(i,  -  A^i  T  2au^ 
*    ■*  2P 

Bisogna  tuttavia  avvertire  che,  ove  per  soddisfare  la  (tO)ela(tl)  le  costanti 
indeterminate  non  bastassero ,  e  bisognando  qualche  condizione  tra  le  quantità 
noie,  essa  contradicesse  air  ipotesi  che  P  sia  primo,  potrebbe  la  divisione  per  P 
del  numeratore  dell'ultima  formola  non  essere  esntta ,  epperò  mancare  la  solu- 
zione intera  rispetto  ad  u  alla  quale  si  mira. 

Per  chiarire  la  cosa  con  qualche  esempio,  sìa 

^  =  (au  +  6)(au  +  ^) 
e  conseguectemente 

P  =  -a«(6  +  p)-fep, 

binomio  di  primo  grado,  epperò  primo  rispetto  ad  u.  Si  ponga  {/  =  u  ed 

f  ~  (au  +  &)(mu*  +  nu) 

/*  =  (ou  +  p)(mu'  —  nu) , 
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e  si  disponga  di  m  ed  n  per  modo  da  soddisfare  lo  coDdisioni 

Ti»  =  2ni 

2an  +  (6  -  fi)m  =  0 

(6  +  f)n  =  2u  , 

lii  ficconda  e  la  terza  delle  «juali  equivalgono  alla  condizione  f  —  f  =  laa. 
Ne  risulterà 

-  _^  -     *"* 

"  "  ^  +  6   '  "*  "  ,i»  -  6' 

e  la  rondizione 

p  +  3fc  =  0 

fra  le  costanti  note  fi  t  b.  Nonostante  quest'ultima  condizione  per  la  quaìei  di- 
venta della  forma  (ou  + 6)(au  — 36),  P  si  conserva  primo  rispetto  ail  «.  Pe/tiò 
applicando  la  (12)  si  avrà  per  l'equazione 

a;'  -  (au  +  b){aiL  ~  36)y*  =  1 

una  soluzione  intera  e  di  secondo  grado  rispetto  ad  u,  die,  fatto  il  calcalo,  ri- 
sulta essere 

a?v*  —  Zabii 

»= — w— 

e  ammette  come  valore  di  x  il  seguente: 

a?u*  -  3a'(iU'  +  26* 


26» 
Si  abbia  invece  l'equazione 

0!*  -  (aw*  +  6«  +  c)[au}  +  pu  t  •jjj/'  =  1. 
Se  si  pone,  come  nel  caso  precedente,  [7=u, 

f  =  (au*  +  6u  +  c){mit*  +  n«) 
/»  =  (ali*  +  j3H  +  Y)(init*  -  nu) , 
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si  iroT»  die  le  condizioni 

t*»  =  2m    ,    /■-r  =  2au- 
traggono  seco  le  seguenti  fra  le  costanti  note  : 

e  +  Tf  =  i> 

Ma  quest'  ultima  condizione  fa  si  che  la  quantità 

-  P  =  a(^  +  6}ii'  +  6^u*  +  c{fi-  b)u  -  e* 

sia  ditisibile  per 

2c 

epperò  si  decomponga  in  due  fattori  interi  rispetto  ad  u  e  a  coemcient!  razio- 
nali, il  che  contradice  all'ipotesi  che  P  sìa  primo,  necessaria  per  potere  applicare 
la  (13)  con  successo. 

7.  Per  ultima  applicazione,  supponendo  A  primo,  di  i"  grado  nella  u  e  della 
forma 

a*u^+  ei(*+  du  +  r, 

proponiamoci  di  trovare  quelle  soluzioni  dell'  equazione 

X»  -  {a*u^  +  cw*  +  dii  +  r)r»  =  1 

che  sono  intere  rispetto  ad  u ,  razionali  nei  coeflleienti  ,   e  il  cui  grado  (grado 
della  Y)  è  inferiore  a  quello  del  coefficiente,  cioè  al  quarto. 
Si  ponga  A  sotto  la  forma 

(au-  +  ,i)'-(-d»-v+il) 
e  si  prenda 

tasau*  +  4-     .     i*  =  -  dw  -  r  +  ;^, . 
Con  ragionamento  analogo  a  quello  fatto  al  n-  3  per  dctermlnaro  il  grada 
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della  S  Telatili  all'esempio  ivi  trattato,  sì  dimostrerebbe  che,  nel  caso  presenta, 
essendo  .1  il  grado  massimo  ammesso  per  la  Y,  B  dev'essere  del  S"  grado  al  più. 
Pongasi  dunque 

B  =  Mu'  +  JVu*  +  RU  +  S. 

DoTCDdosi  ora  decomporre  il  prodotto  A(B*  —  I)  in  due  fattori  f  ed  f  la  cai 
difTerenza  sia  Z(a ,  è  cbiaro  che  tali  fattori  dovranno  essere  dello  stesso  gradt, 
perchè  altrimenti  la  differenza  loro  non  potrebbe  ridursi  al  grado  di  Za,  cioè  la 
secondo.  Dovendo  poi  uno  dei  due  fattori  contenere  A,  primo  per  ipotesi  epperò 
indecomponibile,  ne  risulta  che,  posto 

(13)  C«uHffu»  +  iÌ«+S)*-l  =  (pw+9)(au'+^H*+-ru'  +  5u*  +  eu+«), 

si  avrà 

f  =  (a'u'  +  cit*  +  du  +  r)(pu  +  g) 

f  =  m'  +  fiu*  +  fw'  +  Su*  +  ew  +  6. 

Dalla  (13)  e  dalla  condizione 

/-/•  =  2pu»  +  - 
a 

ai  ricavano  poi  le  due  serie  di  relacioni  : 

M*  =  pa  a  =  po* 

2JtfjV  =  pj3  +  g«  p  =  qa^ 

N*  +  2MR  =  pf+  gfi  f  =  cp 

(14)  (IS) 

sas  +  ÌNR  =  jiS  +  qf  S  =  dp  +  eq-ia 

Jì»  +  2JVS  =  p«  +  qè  t  =  dq  +  rp 

2BS  =  pi  +  qt  •  a  rg . 

S'  -  1  =  qO 

Dalla  1*.  3*,  3*  e  6*  delle  (li),  dopo  averne  eliminato  et,  ^,  Yi  *  ed  I  !«• 
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dianti!  le 

(15), 

si 

ricava 

facilmente 
M  =  ap 
»  =  «, 

C16) 

fi-"'' 

adg'- 

m 

Talori  che,  sostituiti  nell;i  4*.  S*,  e  7*  delle  (l()  in  un  con  quelli  di   f ,  S ,  e  e  S 
dati  dalle  (15),  mostrano  che  p  e  g  debbono  soddisrare  Ir  seguenti  tre  equazioni  : 

(2orpg  +  fldg*  -  cp)*  =  cV*U  +  fg»  -  —  j 

(11)  ìaitarpq  +  adq*  -  cp)  =  cp(dp  +  cj  -  Za) 

e*p*  +  Ba*q(2arpq  4  adq*  —  cp)=  4a*.  p(2dpg  +  rp*  +  cq*  -  taq). 

Perebè  il  problema  sia  possibile,  occorre  dunque  una  condizione  tra  i  coef- 
ficienti di  A,  come  si  poteva  prevedere  eguagliando  F  ed  X  a  due  polinomi  a  coef- 
flcienti  indeterminati,  e  confrontando  il  numero  di  tali  coeOlcienti  con  quello  delle 
eondÌEioni  alle  quali  essi  avrebbero  dovuto  soddisrare. 

Per  ricavare  dal  precedente  sistema  la  detta  condizione ,  nonché  i  valori  di 
p  e  g,  si  chiami  X  una  nuova  indeterminata,  e  si  ponga 

E  la  prima  delle  (17)  diverià: 

Sarpv  +  adq*  -  cp  =  cpX. 

Sostituendo  il  valore  del  primo  membro  di  qucst'  ultima  cquaiione  nella  se- 
conda delle  (O)  questa  diviene  : 

2aX  =  dp  +  cg-2«. 
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Mcditintc  le  ultime  ilue  egunglianze,  la  terza  delle  (11)  si  sempliGQ,  e  si  r 
duce  a  quest'altra: 

jjc'  =  ia^dq  +  rp). 

CoRicctiè  ni  siblema  (17)  può  sostiluirsì  l'altro 

tarpq  +  adq*  -  cp  =  \cp 
(18) 

2aX  =  dp  +  cq  -la 

I)c»  =  4u*((/<7  +  rp). 
Dalla  2*  e  dalla  4*  di  qucst'  ultime  ricavando  9  e  p,  sì  ottiene 

_  4(ic(X+  1)  _     ià'dq 

^  "   e*  +  ta'r       '  e*  -  4«'r  ' 

E  sostituito  il  valore  di  q  nella  1'  : 

I C aVf(X  + 1)» -  4c*{X  +  l)(c'  +  4a*r)  =  (X'  -  l)(c»  +  4aV)*. 

D'onde  per  X  due  valori,  che  sono  ;  X=-l    e 

.         3c»  +  4a*r 


Escluso  il  valore  X  =  -l  che  annullerebbe  q  0  p  e  conseguentemente  A  resi* 
l'altro,  dal  quale  risultano  per  9  0  p  i  valori  seguenti  : 


pi  6  posto;  l  =  e'  -  iii*i-).  Sostituiti  nnalmento  i  valori  di  X,  p  e  9  nellii  V  Jellt 
(18)  si  ottiene 

(Ifl;  A»  =  -  ia*d'c  , 

condizione  liì  possibìliid  del  problema. 
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Cogniti  j>  e  g ,  dalle  (tS)  e  dalle  (16)  si  otterranno  mediante  semplice' sosti- 
tuiione  tutti  gli  elementi  nccessurii  per  l'apiilicazione  della  formola 

^_r+r±B(f-f) 

Fatti  ì  calcoli,  con  riguardo  iill* equazione   (19)   di  condizione,    si   trova  che 


Zia  A  \ 

/■  =  {u*«t  +  cu'  +  da  +  r)  \^-^  u  +  — ,J 

„  in'  .  Aa  ,  iac  ,  /a  Ac\  ,  e*  /ir  c\ 
/'  ^  _A  u«  +  ■rr  't'  i-  -r  "  +  (  2a  +  -;;  1  «*  +  — 7  u  +  (  — 7  -  -  ) 
'         (t  d'  (i  V  a(r/  ad  \aa*      aJ 

.V      *"'    ,       i     ,       Se  /3Ar      ^\ 

B  =  — -  It'  +  -;t-  t(*  +  —  Il  +  l  — =■   -  3  )  . 

Sostituendo  nella  formola  clie  dà  Y  e  preniliind;»   il  sciano  —  davanti   al  ter- 


,y  Google 


)C  108  ){ 

iDine  Bif—  f)  del  numeratore,  afTlachè  Y  rUuIti  di  grado  inreriore  al  quarto, uni 
è  richiesto  dal  problema,  si  trova  che 


(iu  +  r-n-f 
quDzieate  che,  a  cagione  della  (19) ,  risulta  esatto  rispetto  alla  u  ed  eguale  ) 

d   "  A    ■ 
Perciò  finalmente  : 


(*)  Del  resto  questa  soluzione  e  la  condizione 

(c»-4a»r)»  =  -8a»<Ì*c 

possono  trovarsi  come  segue  :  È  facile  verificare  che  se,  rispetto  ad  u,  H  e  E  seno 
due  polinomi  interi,  ed  H  divisibile  per  K,  l'equazione 

ammette  la  soluzione  intera 

2H  2H»      . 

Ora,  se  si  pone 

Bi  ha 

a»  u*  +  cu»  +  dw  +  r  =  H»  -  Z. 

Se  dunque  la  divisione  di  H  per  K  sarà  esatta  rispetto  ad  u,  se  cioè  U  rMi« 
dell'equazione  K  =  0  annullerà  H,  l'equazione 

se'  -  (a*  w*  +  cu'  +  du  +  1-)  y»  =  1 
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Rimane  tuttavia  dimostrato  che ,   se  il  coefficiente  di  Y*  è  primo  ritpelto  ad 
u ,  l'equazione 

^*  -  (a*  u*  +  cu»  +  £im- r)  r»  =  1 

non  pud  (ifnmellcre  alcuna  soluzione  infera  in  u,  razionale  nei  coefficienti  e  di 
grado  inferiore  al  quarto,  perchè  la  condiEìone 

(e*  -  4  a»r)*  =  -  8  a»  tfc 
distrugge  l'ipotesi  che  A  sia  primo. 


ammetterà  una  Boluzione  Inter».  Di  qui  la  condizione 
(e*  -  4a*  r)*  =  -  Sa*  d'c 
e  poi,  applicando  le  formole 


2H                2H' 

ri  di  y  ed  », 

che  sono 

2au     iac 

_  2a»    ,  _  4a^    ,       c_      _  e*  +  4aV 
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SULLA  DERIVABILITÀ  RECIPROCA   PER  POLARK 

DI  DUE  FUNZIONI  DELLE  STESSE  SERIK  DI  VARIABILI 

DEL 

Dott.  ALFREDO  PERNA. 


Il  prof.  Capelli  ha  dimoslrato  (*)  die,  se  due  funzioni  razionali  intere  dcllu  slesse 
serie  di  variabili,  oniogerice  rispetlo  alle  vnriabili  di  ciascuna  serie,  non  diffcriscosa 
l'una  dall'altra  che  per  una  permutazione  qualunque  delle  serie,  esse  sono  sempre 
derivabili  l'una  dall'altra  mediante  un'operazione  di  polare.  In  quesbi  nota  io  mi 
proponilo  di  dinioslrare  la  stessa  verilà ,  tenendo  di  mira  la  ricerca  dell' efffLiìvj 
espressione  di  tale  operazione. 

1  Poiché  o^ni  sostituzione  è  sempre  decomponibile  nel  prodotto  di  soslitii- 
zioiii  circolari  fra  gruppi  di  elementi  tulti  distinti,  non  si  nuocerà  alla  geucraliU 
delia  quìstione  occupandosi  soltanto  del  caso  in  cui  le  serie  di  variabili  si  permu- 
tano circolarmente. 

Sia  f(.x  ,y,z,l,...,v,ii)  una  funziono  razionale  intera  delle  serie  din- 
riabili  della  stessa  specie  x  ,y  ,  z  ,  i ,  ...  ,  v  ,  w  ,  omogenea  e  rispettìTamcnlc  dei 
gradi  m  ,n  ,  j> ,  7  ,...,  r  ,  3  rispetto  alle  variabili  dì  ciascuna  serie;  sicclié  potremo 
scrivere,  ricorrendo  alla  rappresentazione  simbolica  nota  , 

C(.x,y  ,z,i,.  .  V,  uì  =  aj"6j''  ej'il,i...  h/lj. 
Indichiamo  con  [(^ct—vut)  ciò  che  diventa  la  f  quando  in  essa  sì  permotano 

(*;  *  Fondamenti  di  una  teoria  generale  delle  forme  algebriche  »  (Memoria  dti 
Lincei  1882)  oppure  :  «  Sulle  operazioni  nella  teoria  delle  l'orme  algebriche  >  Jfo- 
thematiscke  Annalen.  Voi.   XXXVII. 
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circdliirnientn  te  serie  a;  ,y  ,z  ,t,  ...  ,v  ,  u,  che  entrano  neiriii'licc,  in  modo  dn 
poter  scrivere,  p.  es.  , 

e  poniamo 

(nn|ia,..r))  ra      n       p  ri 

D  =D      D     D     .  .  .D     D      , 

(xy!t'"ti^)  .xy      yz      zt  eijì      bix 

<!oTC  i  fattori  del  secondo  membro  sono  le  note  operazioni  elementari  di  polare 


2.  Esibendo  te  I)  delle  operazioni  di  derìTazIone,  noi  possiamo  scrivere,  come 
per  la  formola  del  Lcìbnitz  , 

*"*    ■  n-( 

cio6 

m  D\,  («'.  I>\ì  = ..  !  '  I  2;  ,!(,.-,)'.  (,^<7ì  "-''  V  \  <  ■ 

(loTe  i  termini  del  V  sono  evidentemente  tutti  diversi  da  Bero ,  se  n  non  supera 

nessuno  dei  numeri  a  e  t  ,  e  sono  in  p:irtc  nulli ,   se  n  supera  almeno   uno  dei 
delti  ilue  numeri.  Per  n  =  c,  l'ultima  eguaglianza  diventa 

he,  ritenen'lo  soltanto  i  termini  diversi  da  zero,  può  scriversi 

|i.  essendo  il  più  piccolo  dei  numeri  a  «  t. 
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=  n!p!(/!..  r!sI6  c  ...  A    D    (a"  l')  ; 


dunque  per  la  (i*) 


(*wpj..,r}  ■    p  r    f  'vt  1  •-(  *    "-i    "1 

D  ^  =  n!pU!.-He!6  e  ...ft    jmlsl  >  ttt — '„     ^,1     iD      a     , 

fayrt-t»)  '^  ^  ,  t        0,1         j-Ji!Cm-Ì)!(8-i)I  «     y  »,     ,1' 

|i  essendo  ora  il  più  piccolo  dei  nntneri  m  ed  s. 

Mettendo  in  evidenza  il  termine  corrispondente  ad  i  =  0, 

D  /  =  iiiln!p!...r!s!6  e   ...  &     a    (  -f-ìiy^^ ^r^^.  l     Ih    a 

=  min'pl  ...fU!  laVc'  ...  ft'  t'+  (s!^  ,        l^     J'\'   D^'^a^ìò"/  ..i'  [ 
l  t  i  t        ù,  »    V  ^i!(m-i)I(8-i)!*     "    =ni    '/  t  t       »l 


(«■pj...rt)  I 


*  (",?  ■um-m.-iiT  V-'  •',  !>;;,■'  ».-)  ".v,- ...  r.  j . 


C"  C  "■•"''.)=I^C '•'"-■  C''.'' 


e  quindi ,  in  virtù  della  (I) , 


l"''n"'r„  •  I.  >  _'!('"-J)!(«-i)!'y'"'  I  .V-<  «.-(•!  . 

"„  "„  ("-    ' .> Ti L  ,.,„-^.,l(.-j-OI  '.       ',  \     °. 


I*  essendo  sempre  il  più  piccolo  del  numeri  m  ed  $, 
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Cambiando  i  in  i—j,  ai  ottiene 


e  però,  moltiplicando  per  ■    _  ,    _.■, .  e  prendendo  la  somma  da  j  =  l  ad  j=;i , 

;^t!(m-ii!(8-ijl    *     »    »v 
con 

Ma  dalle  idenlllà 

o=o-i,'=|(-.K;)='^(-'K9='-|(-')'-0)' 

si  deduce 


quindi  Cj  =  l,  e,  sostituendo 

'/■ero 


Sf^brrCCi""" '•.-"!;  Hi^^-^nr-T,^'''"^ 


T0L,  SXXIV, 
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Questa  iiguiiglianza  ci  permette  ili  scriTerc  la  (ìì  come  segue  : 


L — -  .  , ,      ,  ,  D       U     I  o  -  ò,"  e  "  .  .  Il'   I'.    . 


(■t<.p...r.)  .  («U)  , 


(-!>'■< 


Dalla  (3)  si  ricava  finalmente 


D  / 

i!  Ji!  ...  r!s!      (lyf'eiu) 


(4)  W-'Tio)      m[„t ,,!...  H«!(«,i-.,«y~  *™    '''V» 


Il  rngionaincnlo  fatto  sussiste,  evidentemente,  anche  nel  caso  in  cai  'a/. 
oltre  a  contenere  le  serie  co  ,y  ,  z,  ...v  .tu  ,  che  si  permutiino,  contiene  oinage 
neamente  altre  serie  di  variabili  della  stessa  specie,  come  pure  nel  caso  iocuiii 
riducono  a  due  le  serie  die  si  permutano.  Oalla  ^i)  si  ricavano  quindi,  sacees^i- 
Tamente,  Io  uguaglianze 

1  (■«...«)  {—ì 


1         ("J  (") 


1     t")        1") 
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che  ci  permettono,  con  sostituzioni  BUCcessWe,  operate  in  (4) ,  d'avere  Analmente 


Jl!(/!...t■!^!   ry     m        (K—tu)      q\...r\s\   a»     J!     -■»        U—tio) 

.  .  .±-i.l'-V"''4'''"...4'''*'D"*'  -Ti'""4''"'A""'--.i'"'!/'- 
r.  «1    zy      VI      :<  v'B       (f<u)  'H       gì       f  vin  ) 

r'  e  v'  essendo  rispettivumcnte  l'esponente  e  l'indice  che  precedono  r  e  v  nelle 
(lue  successioni  m  .  n  ,p,  g  ,.  ,r  ,»  ed  ce  ,  y  ,  z  ,(,...,  o  ,  w, 

L'openizione  che  converfì  f{x  ,  y  ,  z  , .  .  .  ,  e  ,  u)  in  /■[„,..  ^n,)  ^  dunque  un 
aggregato  raiionale  ed  intero  delle  operazioni  elementari»  e  quindi  un'operazione 
di  polare. 

Delta  ly  tale  operazione  (v  è  il  numero  delle  serie  x,y,2,.    .  ,  v,  <») ,  si  ha 

4    —  ^ Jj fin»ji—J-.) l ^(mi)jj(np— ri)  ^  ___  :p  4'"''  A'""..,  l'"'  , 

*      ni!/i!/j!...rM     (jeji*"oùiì      ti!ji!...t'!«!  nr     ((i"'«w)       "        »»      »>     "    tu 

uguiiglianza  che  deGnisce  perfettamente  l'opcrasiono  medesima. 

(«■p..,r-)  (BP7...»«,         ((i7„.i«») 

3    Invece  ili  partire  da  D  .si  poterà  partire  da  D  i.  D  ce, 

cioè  (Ih  tutte  quelle  operazioni  D  i  cui  indici  sono  lo  v  pcriDutazioni,  che  si  otten- 
Ijono  permutando  circolarmente  v  volte  di  seguilo  x  ,y  ,  z  ...  vm  ,  e  s\  sarebbero 
ullenuto  V  opt-razioni 

a;  ,  i/'  ,  .  .  .  ,  i/' , 

compresa  quella  già  trovata,  dello  stesso  rumerò  di  termini  e  soddisracenti  nlln 

A  essendo  un'  operazione  di  polare. 

Mediante  le  formolo  fonda  me  ntiili  sulle  polari  {*),  si  potrebbe  dimostrare  l'e- 
quivalenza delle  operazioni  A/  ,  A/'  ,  ...  ,  A/*'. 


(•)  Vedi  Memoria  citata. 
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i.  Fra  le  diverse  forme,  di  cui  è  suscettibile  la  (5),  scgaaliamone  due,  che 
potranno  occorrere  in  seguito, 
a)  Per  -)  ^  2  ,  si  ha 

4,  =  — T— ,D       -A       , 

min!    cxpi        xy 


1 


D"-'  D"-' 


m  !  n  !    xy    v«     (m- 1)  !  (n-l)  \    x«      ,x 


*^{ni-2)!(n-2)l     „      ^^ 


(-1)" 

(m-n)! 

+ 

(-1)- 

(m>8) 
(m<») 


\  (n-m)!    v> 
Per  m  =  n=l      fn=sn-2,  possiamo  dunque  scrivere,  rispettivamente, 

'    6)  Nel  caso  di  n  serie  di  variabili,  tutte  dello  stesso  grado  X,  la  (S)  dimU 


+  J_  i'iX)iiU)___iaxjD(U>  ipi'UlifiM  ...iiii'ja*  6'c^..ftS*  . 

(À!)*     rs       Dz  «'«       («cai  xy       y:  «u)    '      x     y    i  (o  « 

c  per  X  t=  I 

Questa  Tormola  d'altronde  si  può  stabilire  immediatamente,  notando  cbe.ptr 
m  =  n  =  p  =  ...  =8  =  1  ,  la  (2)  diventa 


^xy  ^yz  ■■■  ^b,x  t—  f{xìitt    ■■  »ul  +  f(yt, 


^ 
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da  cui 

'Uve   •■  eiu)  =  ^i»  ^yi  —  ^ax  f  ~  f(va--tiaì  » 

ed  analogamente 


e  però  ,  sostituendo  ,  sucoesfivamonte  ,  si  ottiene  la  (6). 
Napoli,  Febbraio  1896 
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UNO  SITJDIO  GEOMETRICO 

DE!  MOVIMENTI  DEL  PIANO  ISTANTANEO  DELI/ORBITA  LU.Va: 

PEI 

Dott.    RAFFAELE    FOA 


Da  quando  Newton  ebbe  scopertit  la  legge  dt  gravitazione ,  hi  Luna  assunse 
in  Astronomia  un'iinporlania  che  prima  non  aveva.  Questo  satellite,  per  la  sua  tì- 
cinanza  alla  Terra,  meglio  era  atto  a  palesare  tutte  le  anomalie  del  moto  dei  corpi 
celesilì,  e  se  già  nel  passalo  aveva  futicnti  i  migliori  ingegni  dell' anticliilà  dietro 
r  ipotesi  empirica  degli  epicicli  e  degli  eccentrici,  poi  doveva  acuire  le  memi  ino 
derno  alla  conferma  di  quella  legge  che  portò  una  delle  più  grandi  rivoljitoni  nel 
pensiero  umano. 

La  Luna  cade  verso  la  Terra  come  un  corpo  pesante  posto  sulla  superfìcie  <Jvl 
pianeta;  Tu  il  primo  passo  Tatto  da  Newton  (*].  Di  qui  egli  assurse  ad  am  Icoria 
quasi  completa  della  Luna.  Tutte  le  inegua>;lianze  die  via  via  sì  rosero  iioie  ila- 
gli  Kgizi,  dai  Caldei,  dai  Greci  (Ino  agli  Arabi  e  ai  moderni ,  che  vanno  dal  pe- 
riodo dì  Saros  alle  scoperte  di  Tycho  Brahe,  furono  tosto  da  Newton  ridotte  alla 
legge  d'attrazione.  Il  molo  dei  nodi,  conosciuto  dai  tempi  piìt  antichi,  die ilerin 
dilli'  inclinazione  della  Luna  sull'  eclìttica,  la  nulnzt'one  che  ha  la  stessa  cau«i.  U 
ìiariazioiìc  che  ò  dovuta  all'eccentricità  dell'orbita  lunare,  V  cgitazion'.  nanaa 
all'  eccentricità  dell'orbita  solare,  scoperte  tutte  dal  grande  osservatore  dì  Copen- 
hagen ,  Turono  spiegate  da  Newton  completamente  se  non  calcolate  colla  raassinw 
esattezza.  Di  una  sola  ineguaglianza  egli  dif^de  la  spiegazione  iuiperfetta,  l'eouio- 
ìf.  noia  già  a  Tolomeo  del  11  sec.  d.  Crislo  ,  e  dovuta  all'  eccentricità  delle  dot 
orbite.  Il  mulo  divello  della  tiiioa  Ucgii  absidi   tu   uno  scoglio  contro  cui  pane 


(*)  Newton  (1642-1727).  —  Philosophiae  natnralis  principia  mathematica  (1G86); 
De  mundi  Systemate  Liber  tertius. 
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rompersi  il  genio  di  Newton,  benché  ci  ubbia  lasciato  a  questo  proposito  qualche 
bel  ti'orcnta  (*). 

Sembrò  in  (\\ic&t\  ultimi  anni  che  nuova  luce  si  gettasse  aui  proti;ressi  fatti  da 
Newton  nella  Teoria  della  tona:  il  conle  i)Ì  Portsmouth  diede  all'esame  di  scien- 
liati  inglesi  molti  njanoscrilli  del  ftrande  di  Woolstorpn  ,  che  dopo  furtunose  vi- 
cende erano  venuti  nelle  sue  mani;,  ivi  si  rinvenne  trattato  il  moto  degli  absidi  da 
un  punto  di  vista  diverso  da  quello  seguito  nei  Piiucipin  per  lo  studio  dello  stesso 
molo;  i  due  lemmi  fondamentali  sull'azione  delle  due  componenti  della  forza  per- 
turbatrice secondo  il  raggio  vettore  e  la  perpendicolare  sono  scrìtti  con  cura, 
forse  pronti  aU&  slampa  ('*). 

Ma  neppure  ivi  è  del  tutto  sciolto  il  problema ,  il  quale  del  resto  fu  dinicile 
anche  ai  matematici  che  vennero  dopo  (•"*). 

Neppure  fu  nota  a  Newton  Ve.ijuazione  aecolire  della  Luna,  acuì  primo  porse 
attenzione  l'inglese  Edmonuo  Halley  ;  ancora  oggi  tale  ineguaglianza  è  oggetto  di 
discussione  tra  gli  astronomi. 

Ad  ORni  modo  lo  studio  iniziato  da  Newton  con  mezzi  molto  deboli  ('"•)  fu 
potuto  perfezionare  o  continuare  merco  ì  soccorsi  potenti  dell'Analisi  e  cosi  venne 
man  mano  scoprendosi  quel  vasto  campo  di  speculazione  matematica  che  è  la  mec- 
canica analitica. 


Il  problema  che  qui  appresso  è  risolto  in  modo  elementare  è  approssimato  è 
solo  ana  pr.rte  del  Problema  dei  Ire  corpi. 

Si  sa  che  la  causa  che  produce  il  moto  detta  linea  dei  nodi  6  della  stessa 
natura  di  quella  che  produce  la  precessione  ilof)ti  equinozi. 


("j  Newton,  Principia:  Do  mota  corporum  Liber  primus.  —  Sectio  IX:  De  motu 
corpomm  in  orbibns  mobilibas  deque  motu  apaidum. 

UtibÌQS.  —  Hechanick  iles  Himmels  §  125  e  seg. 

(•*)  A  Catalogue  of  the  Portamoath  Earl.  Collection  of  Booka  and  Papera 
wrìtten  by  or  belongiug  to  sir  Isaac  Newton.  Cambridg  1S88. 

Tiaserand.  Hécanique  celeste.  T.  Ili  alla  line  del  capitolo  che  espone  la  teoria 
della  Luna  secondo  Newton. 

(***)  Lagraoge  riuscì  a  colmaro  queata  lucana  dei  Principia  seguendo  il  metodo 
stesao  di  Newton:  Théorie  géometrique  da  moavement  des  apbeliea  dea  planétea 
pour  servir  d'addìtìon  aus  Priocipes  de  Newton.  Oeavres,  T.  V. 

(""••)  A  questo  proposito,  Herachell  disse  che  la  Geometria  di  Newton  era  come 
l' arco  d'  Ulisse  ohe  uesauno  poteva  curvare  fuorché  il  suo  signore.  E  Daniel  Ber- 
Doulli  nel  trovar  oacari  alcuni  passi  dei  Principia:  —  Ce  grand'  Homme  voyait  à 
traverà  d' im  voile ,  ce  qne  un  aatre  ne  distingae  qa'  à  peioe  avec  un  microacope. 
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Qui  ci  proponiamo  appunto  di  ricercare  la  causa  ohe  produce  il  moiimeDto 
dei  nodi  e  la  variazione  dell' inciìnaEione,  e  se  in  questo  movimento  si  hanno  dei 
periodi,  ai  quali  sarebbe  dovuta  la  nutaeione  ,  e  in  ultimo  di  calcolare  la  durata 
della  rìvolusione  retrograda  dei  nodi  (,')- 

Quel  che  importa  in  fine  notare  è  che  il  modo  con  cui  ci  venne  dato  risol- 
vere il  problema  è,  come  sì  vedrà,  molto  semplice. 

I.  Considerazioni  general). 

Sia  e  il  piano  dell'eclittica,  X  il  piano  dtU' orbita  lunare  e  NN'  la  linea  dei 
nodi  ed  N  il  nodo  ascendente  della  Luna  sull'eclittica. 

La  Terra  {i  in  T.  Se  non  ci  Tossero  che  le  attrazioni  mutue  tra  la  Ternelt 
Luna  secondo  la  legge  di  Newton  il  moto  di  questa  relativo  a  quella  sarebbe  un 
puro  moto  ellittico  e  tutti  gli  elementi  dell' orbita  lunare  non  varierebbero  col 
tempo- 

Ma  di  Tatto  ciò  non  accade  ;  vi  è  il  Sole  che  più  d'ogni  altro  corpo  perturbi 
quel  semplice  moto  ;  sebbene  la  sua  mnss.^  superi  di  gran  lunga  quella  della  Terra, 
tuttavia  per  la  sua  lontananza  l'azione  perturbatrice  non  è  molto  grande. 

È  ciò  clie  accado  del  resto  in  tutto  il  sistema  sohire. 

Perciò  appunto  il  miglior  modo  di  studiare  le  perturbazioni  è  quello  di  sop- 
porre  un  puro  molo  ellittico,  in  cui  gli  clementi  non  sono  costanti,  ma  subiscoao 
col  tempo  piccolo  variazioni  periodiche  o  secolari.  E  questo  si  fa  tanto  nelle  spie- 
gazioni elementari,  come  nnlie  analisi  più  rigorose. 

Quei  tre  corpi.  Terra,  Luna  e  Sole  cadono  l'uno  sull'altro  e  ciascuno  si  muore 
soggetto  alle  accelerazioni  dovute  agli  altri  due.  Il  moto  che  si  studia  è  un  mobi 
relativo  della  Luna  rispetto  alla  Terra,  si  sludia  cioè  come  si  muove  la  Luna  sog- 
getta alle  due  accelerazioni  prodottevi  diilla  Terra  e  dal  Sole  e  a  due  altre  tbe 
sono  eguali  parallele  ed  opposte  a  quelle  che  ha  la  Terra. 

In  particolare  ,  quando  non  ci  fosse  il  Sole ,  il  moto  relativo  è  come  qaelio 


(*)  H  concetto  delle  coppie  di  cui  Ito  fatto  uso  nel  lavoro  è  tolto  al  Lecpiult 
Théorie  géometrìqne  de  la  variatioa  dea  elémente  dea  planètee.  Memoiro  de  U  Go- 
dete des  Sciences  phyaiqnes  et  naturelles  de  Bordeaux  1867. 

Vedi  pnre  :  Moebìus.  —  Variationum  quas  elementa  motna  perturbati  nbemt 
nova  et  feciiìa  evolntio.  Journal  de  Creile.  T.  XXSIL — Die  elemonte  derHeok- 
nick  dea  Himmels.  Opere  complete  per  cura  di  Scheiner  e  Klein  T.  IV. 

Un  esame  della  Teoria  della  Luna  di  Newton  si  trova  in  Laplace:  Oenvres  T- 
V.  Lib.  XVX  Mécanique  celeste;  e  al  principio  del  volume  terzo,  uscito  da  poco, 
della  UecCBuica  celeste  del  Tìseerand,  volume  dedicato  tatto  olla  Teorìa  della  Luu. 
«■posta  mediante  i  lavori  fatti  dai  matematici  da  Nevton  in  poi. 
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assoluto,  0  meglio  bì  riduco  a  pensare  la  Terra  come  fissa,  purché  alla  massa  della 
Terra  si  aggiunga  quella  della  Luna. 

Ciò  posto  si  decomponga  la  forza  perturbatrice  applicata  alla  Luna,  cioè  quella 
ebe  non  produce  anzi  perturba  il  moto  ellittico  della  Luna  relativo  alla  Terra, 
secondo  le  tre  direzioni  del  raggio  vettore,  della  perpendicolare  ail  esso  nel  piano 
dell'orbita  e  della  normale  a  questo  piano,  prendendo  rispettivamente  come  posi- 
tivi il  senso  in  cui  cresce  il  raggio  vettore,  quello  in  cui  si  muove  il  satellite,  che 
dieesi  senso  direno,  e  quello  rivolto  al  nord. 

Le  due  prime  componenti  perturbano  gli  elementi  dfìlla  ellisse,  ma  non  fanno 
uscire  la  Luna  dal  piano  dell'orbita,  cioè  producono  variazioni  sul  grand'asse,  nel- 
l'eccentricità e  nel  perigeo  o  non  alterano  l'inclinazione  e  il  nodo. 

Le  variazioni  dell'  inclinazione  e  della  linea  dei  nodi  sono  dovute  solo  alla  com- 
ponente, normale  al  piano  dell'orbita,  della  forza  perturbatrice- 
li.  Espressioni  delle  variazióni  della  longitudine  del  nodo 
9  dell'  inoltnazione. 

Una  fona  applicata  ad  un  punto  muta  la  velocità  del  punto  ad  ogni  istante 
in  intensità  e  direzione  ,  perciò  al  posto  di  un  punto  soggetto  ad  una  forza  pos- 
siamo pensare  il  punto  come  soggetto  ad  ogni  istante  ad  una  scossa  di  data  in- 
tensità e  direzione. 

Questo  Goncelto  seguito  dal  Uobius  e  dal  Lespìault  nel  calcolo  delle  variazioni 
degli  elementi  ellittici ,  dal  Lagrange  nello  studio  del  movimento  degli  afelii  dei 
pianeti ,  conduce  per  via  geometrica  agli  stessi  risultati  ottenuti  dalla  meccanica 
analitica. 

Questa  osservazione  ci  permette  dì  ragionare  sullo  quantità  di  moto  per  ogni 
elemento  di  tempo,  come  si  ragiona  sulle  forze. 

Orbene:  se  trasportiamo  alla  Terra  le  quantità  di  moto  della  Luna,  come  sa 
fossero  forze ,  avremo  delle  coppie  che  ci  definiscono  ad  ogni  istante  il  piano  6u 
cui  si  muove  la  Luna. 

Se  la  Luna  avesse  solo  il  moto  ellittico ,  questo  coppie  sarebbero  tutte  nel 
piano  della  ellisse  e  sarebbero  anctie  costanti,  come  del  resto  vedremo,  e  misu- 
rerebbero l'area  descritta  nell'unità  di  tempo.  Ha  la  perturbazione  del  Sole  pro- 
duce delle  coppie  perturbatrici.  Componendo  gli  assi  delle  due  coppie,  quella  do* 
vota  a)  moto  ellittico  e  quella  perturbatrice ,  colla  legge  del  parallelogrammo , 
l'asse  risultante  sarà  normale  al  piano  istantaneo  dell'orbita. 

È  di  qui  cbe  nasce  un  mezzo  semplicissimo  per  studiare  le  ineguaglianze  del- 
l'inclinazione  e  della  linea  dei  nodi. 

Esse  sono  dovute  soltanto  alla  componente  della  forza  peHurbatrice  che  è 
aormale  si  piano  dell'orbita. 

FOL.  XXXIV.  16 
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Trasportiamo  pertanto  alla  Terra  la  quantità  di  moto  che  possiede  la  Ludi 
per  elTetto  di  questa  componente,  considerando  seni|)re  la  Terra  come  fissa,  per 
il  elio  basta  accrescere  la  massa  della  Terra  di  quella  della  Luna.  La  coppia  per- 
turbutrlce  che  nasce  da  quel  trasporto  ha  l'asse  nel  piano  dell'orbita;  conTeoians 
che  tale  asse  sia  diretto  in  modo  che  un  osservatore  coi  piedi  all'origine  e  coll'oe- 
chic  all'estremo  vegga  la  coppia  girare  nel  senso  coatntrio  a  quello  delle  lanctìU 
d'un  orologio  ;  è  il  senso  che  si  dice  diretto  n 'I  moto  dei  corpi  celesti. 

Decomponiamo  la  coppia  perturbatrice  in  due  TA.dl  e  N.dl  di  cui  gUassisooo 
diretti  rispettivamente  secondo  la  normale  alla  linea  dei  nodi  nel  piano  dell'orbib 
e  secondo  la  lìnea  stessa  dei  nodi. 

Siano  TA  ,  TG  le  normali  all'eclittica  e  al  piano  dell'orbita  lunare,  TB  la  per- 
pendicolare alla  linea  dei  nodi  net  piano  stesso  dell'orbita. 

La  TG  è  l'asse  della  coppia  dovuta  al  moto  ellittico,  che  diciamo  6. 

Per  il  principio  della  composizione  dei  piccoli  movimenti ,  volendo  eoooHcre 
come  vari  di  posÌEione  la  coppia  G  durante  il  tempo  dt,  basta  studiare  il  cambia- 
mento prodotto  da  ciascuna  coppia  ìt.di  e  ìi.dl  componenti  della  aiìone  perturbi- 
trice  che  si  considera.  Orbene  queste  azioni  parziali  si  determinano  racilmente. 

La  ceppiti  N-itt  composta  con  G  dà  per  risultante  TG,.  Ora  TG  e  TG,  pos- 
sono considerarsi  come  due  gpncralrici  infliiitamente  prossime  d'  un  cono  a  base 
circolare  avente  per  asse  la  TA  perpendicolare  all'eclitlicd  ;  gli  angoli  che  esse 
formano  con  quest'  asse  non  dilTeriscono  che  d'un  inOnìtamenie  piccolo  del  secoaJo 
ordine,  si  che  la  coppia  ìì-dt  non  produce  alcuna  variazione  nell' inclinuiione.  Lo 
stesso  non  si  può  dire  della  posizione  della  linea  dei  nodi.  Questi  retta cosUnte- 
menle  perpendicolare  al  plano  che  passa  per  le  due  normali  ai  piani  dell' eclittica 
e  dell'  orbita  va  da  TN  in  TN,  descrivendo  un  angolo  NTi^,  che  diremo  dS,  eguale 
all'  angolo  GHG,  essendo  H  il  |iieilc  della  perpenJicolarc  da  G  sulla  TA. 

Con  &  indichiamo  la  longitudine  del  nodo  ascendente  della  Luna,  eoo  t  l'ia- 
clinuione. 

Ora 

'  "  Iltì  "Gseni 


Gsent 

Per  quel  che  riguarda  il  senso  del  movimento,  esso  sari  diretto  o  retrognlt 
secondo  che  l'ass'e  della  coppia  N  è  diretto  verso  il  nodo  ascendente  N  o  veno  U 
nodo  discendente.  Cosi  perchè  l' equazione  precedente  si  possa  riguardare  w» 
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generale ,  è  necessario  considerare  la  N  come  positJTa  o  negativa  secondo  che   i) 
suo  asse  cade  su  TN  o  sul  «uo  prolungamento. 

Bimane  la  coppia  M  di  che  composta  separatamente  con  6  le  farà  prendere  la 
posizione  TG,.  Si  Tede  subito  che  non  ne  risulta  alcun  cambiamento  nella  posi- 
tìone  della  linea  dei  nodi,  ma  l' inciinaiione  t  varia  di 

GG,         Mdr 
•'^  =  -TG=--G-' 


(11) 


equasione  generale  purché  si  riguardi  la  U  come  positiva  o  negativa  secondo  che 
t  suo   asse  ha  per  direzione  TR  o  il  suo  prolungamento. 


111.  Esame  generale  dei  movimenti  del  piano  istantaneo 
dell'  orbita  lunare. 


Ora  servendoci  di  queste  considerazioni  possiamo  subito  formarci  un'  idea  del 
come  agisca  la  tona  perturbatrice  testé  studiata. 

Si  sa  che  nel  periodo  di  un  anno  il  Soie  passa  dall'una  all'altra  banda  del 
piano  dell'orbita  lunare,  standovi  metà  dell'anno  per  ciascuna;  perciò  la  forza  cbe 
emana  dal  Sole  e  tende  a  distaccare  la  Luna  dal  suo  piano  agisce  ora  in  un  senso 
Ora  nel  senso  opposto- 

Sia  il  Sole  in  un  istante  in  S;  vediamo  come  agisce  sulla  Luna  nelle  diverse 
Iposizioni  che  questa  può  occupare  sulla  sua  orbita:  siano  Qi  e  Qj  i  punti  in  cui 
a  Luna  si  trova  alla  stossa  distanza  dal  Soie  che  la  Terra;  quei  punti  corrispon- 
dono molto  da  vicino  al  primo  ed  ultimo  quarto. 

Proiettiamo  sulla  normale  al  piano  dell'  orbita  lunare  le  accelerazloui  che  il 
Sole  produce  sulla  Terra  e  sulla  Luna.  Stando  il  Sole  in  S  mentre  la  Luna  è  tra 
Q,  e  Qj ,  sull'arco  Q|R'Qt  la  componente,  normale  al  piano,  dell'accelerazione 
che  il  Sole  produce  sulla  Luna  è  minore  di  quella  della  Terra ,  non  solo  perchè 
la  Terra  è  più  vicina  i>l  Sole,  ma  anche  perchè  la  ST  fa  un  angolo  più  piccolo  che 
la  SL  colla  normale ,  L  essendo  la  Luna.  V  opposto  è  quando  la  Luna  è  tra  Q, 
e  Q,  sull'arco  QiRQ|.  Orbene  la  forza  perturbatrice  è  la  differenza  tra  queste 
due  componenti  ;  ciò  vuol  dire  che  tra  Q,  e  Q,  la  Luna  è  spinta  al  di  sopra  del 
piano,  tra  Qt  e  Q,  è  spinta  al  di  sotto.  Nel  primo  intervallo  l'asse  della  eoppia 
perturbatrice  è  in  direzione  opposta  alla  velocità  della  Luna ,   nel  secondo  invece 
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è  nella  stessa  direzione.  Tra  Q,  ed  N  come  tra  Q,  ed  N'  la  proieiione  della  ati- 
pia sulla  linea  dei  noili  è  negativa  e  i  nodi  si  trascinano   indietro   come  dice  li 
forinola;  tra  N  e  Qj  come  tra  W  e  Q,  quella  proiezione  è  positiva  e  i  nodi  mn- 


(Fig.  1.*) 

lano.  Tra  Q,  ed  R'  come  ira  Q,  ed  R  la  proiezione  sulla  BT  è  positiva  erìneli- 
nnziono  diminuisce,  come  6  detto  dalla  formola  ;  tra  R'  e  Q^  carne  tra  R  e  Q,  li 
proiezione  è  negativa  e  l'inclinazione  cresce. 

In  Q,  e  Qt  né  v'  ha  movimento  dei  noili  né  varia  l'inclinazione,  perchè  le  due 
accelerazioni  di  T  ed  L  allora  sono  eguali  e  egualmente  inclinate  al  piano  dell> 
Luna  e  quindi  alla  normale. 

In  N  e  N'  i  nodi  non  si  muovono,  in  R  ed  R'  non  cambia  riaclinuione. 

Un  esame  cosi  fatto,  per  quanto  getti  molta  luce  sul  fenomeno,  è  evideDle- 
mente  incompleto ,  perchè  non  si  tien  conto  del  moto  relativo  del  Sale  e  dfili 
Luna  .  e  se  noi  si  arrestasse  qui ,  non  potremmo  conchiuder  molto.  Le  osteni- 
zioni  fatto  ora  sono  le  solite  die  sì  fanno  a  spiegare  il  moto  dei  nodi;  fatti  perA 
col  concetto  delle  coppie  mi  paiono  più  esatte  e  compiute. 
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IV.  Trasformazioni  delle  espressioni  di  (i3  e  di. 
Riprendiamo  le  espressioni 

Gseni'  G 

e  trasformiamole  in  modo  da  avere  le  Tariaiioni  della  linea  dei  nodi  e  dell'  indi- 
nasione  in  funzione  degli  elementi  che  deOniscono  il  movimento  del  Sole  e  della 
Luna  attorno  alla  Terra. 

Abbiamo  detto  che  G  ,  Nd(  ,  Udì  sono  momenti  di  coppie  che  nascono  dal 
trasporto  dì  quantità  di  moto  ;  possiamo  pur  dire  che  sono  momenti  di  quantità  di 
moto  ;  e  però,  poiché  in  essi  comparirebbe  a  fattore  la  massa  della  Luna,  e  d3 ,  di 
sono  dati  dai  rapporti  di  quei  momenti ,  cosi  basta  considerare  ì  momenti  delle 
Telociti,  Possivmo  dunque  dire  che  G  è  il  momento  della  velocità  che  ha  la  Luna 
nel  sno  moto  ellìttico ,  Ndf  e  Wdt  i  due  componenti ,  secondo  la  linea  dei  nodi  e 
la  perpendicolare  a  questa  nel  piano  dell'orbita ,  del  momento  della  velocità  che 
spinge  la  Luna  fuori  di  detto  piano 

Orbene  se  diciamo  p  la  perpendicolare  abbassata  dalla  Terra  sulla  direzione 
della  velocità  con  cui  la  Luna  si  muove  nel  moto  ellittico,  l'elemento  d'arca ,  cioè 

r  area  del  triangoletto  descritto  nel  tempo  dt  h  -^pds  che  vale  ^  -^dt  per   la   se  • 

conda  legge  di  Keplero,  se  con  f  s'intende  la  costante  delle  aree;  quindi  il  mo- 

mento  della  velocità  cioè   Q  =  n~  =f,  è  costante  e  vale  la  costante  delle  aree. 
•^  di      ' 

Tale  costante ,  quando  diciamo  a  la  distanza  media  della  Luna  dalla  Terra  ed  n 

il  movimento  medio,  si  può  scrivere  a*-n. 

Quanto  alle  Ndt  e  Hdl  basta  calcolare  l'accelerazione  perturbatrice  della  Luna 
normalmente  al  piano  del  moto  ellittico,  la  quale  non  è  che  la  dilTerenza  delie  ac- 
celeraiieoi  che  il  Sole  produce  sulla  Luna  e  sulla  Terra  nel  senso  della  normale 
a  quello  stesso  piano,  poi  moltiplicarla  per  ilt  per  avere  la  velocità  con  cui  il  Sole 
spinge  la  Luna  ad  uscir  dal  piano,  poi  per  la  distanza  della  Luna  dalla  Terra,  e 
si  ha  il  momento  di  quella  velocità  e  in  fine  proiettare  detto  momento  nelle  due 
direzioni  della  linea  dei  nodi  e  della  sua  ortogonale, 

Diciamo  K  la  costante  dell'attrazione  o  di  Oaus  cioè  la  forza  con  cui  si  atti- 
rano due  unità  di  massa  alt'  unità  di  distanza, 
b  la  latitudine  della  Luna  sull'  eclittica, 

t  ,  1'  le  loDgitudini  della  Luna  e  del  Sole  contate  sulle  loro  orbite  a  par- 
tire da  0  e  ly  per  modo  che  sia  OS  =  O'd' ,  come-  usa  , 
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m'  la  massa  del  Sole,  presa  per  unità  quella  della  Terra, 
r' ,  p  le  distante  del  Sole  dalla  Terra  e  dalla  Luna, 
z  la  distanta  del  Sole  dal  piano  della  Luna. 


(Fig.  2.') 

Poniamo  che  la  Luna  sia  in  una  posiiionc  L  più  vicina  al  Sole  S  cbe  la  Terra 
e  il  Sole  sia  al  di  sotto  del  piano  della  Luna;  allora  l'accoleraiione  perturbatrice 
a  calcularsi  è  negatila  perchè  diretta  al  sud  e  fale: 


/Km'   z_ 


Km' 


f) 


Ora  dal  triangolo  rettilineo  rettangolo  formato  dalla  Terra,  dnl  Sole  e  dalla  2 


essendo  S'  proiesioue  dì  S,  nella  sfera  celeste ,   sul  cìrcolo  massimo  descritto  <U 
L;  e  perchè  dal  triangolo  sferico  3SS'  rettangolo  in  S'  ò 


sen  SS'  =  Ben  t «son  (('  —  3] 
3  =  r'fieni8en(i'  — 9). 


W  =  -  Km'  r'  (\  -  4ì)  sen  i  ■  sen  (i'  -  S). 

E  qui  ci  è  d'uopo  sempliScare  questa  espressione ,  segnendo  un'  approssima- 
zione che  del  resto  pel  nostro  scopo  h  affatto  lecita. 
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Si  Ila  De)  moto  ellittico  del  Sole  intorno  ulla  Terra 

K(m'+1)  =  n'»o'» 

do?e  a' ,n'  iiono  la  dìstanta  media  e  il  movimento  medio  del  Sole. 

Essendo  in'=  354439  posso  trascurare  la  massa  della  Terra  rispetto  a  quella 
del  Sole  e  porre 

Km'  =  n'*  a'*. 

Introducendo  il  rapporto  tra  i  due  mOTìmcnti  medi!  del  Sole  e  della  Luna , 
rapporto  che  chiamo  h,  ed  à 

1^      21.322  1 

n  "365, 256  "^13,369 
si  ha 

Km'  =  n»  h*  a". 

Ora  dal  triangolo  della  Terra,  del  Sole  e  della  Luna  è 


pt  =  r"  -  2  r'r  cos  STL  +  r* 
P  =  r'-^l_2X.cosSTL  +  (^y. 


Sviluppo  in  sene  il  radicale  e  trascuro  le  poterne,  superiori  alla  prima,   del 
rapporto  --7  =  0,00259,  per  la  sua  piccolezza, 


p.-sr'M  — pcosSLÌ. 
P-»  =  ,-'-3(i+3^^cosSl) 


Dal  triangolo  srcrtco  rettangolo  SLL',  dove  L'  &  la  proiezione  di  L  suM'  eclit- 
tica ,  è 

cos  SL  =  cos  b  cos  (f,  -  1') 

doTO  /f-ds:dL'  6  la  proiezione  di  9L  =  t-&  sull'eclittica. 
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quantità  del  primo  ordine,  essendo 

sarà  cosb  =  l  a  meno  di  quantità  del  3"  ordine;  inoltre  poiché 

C08  (!  —  &)=  C08  b  cos  (/,  -  5) , 

sarà,  a  meno  di  quantità  del  3°  ordine  : 

cos  ((  -  S)  =  cos  ((,  -  &)       ed       i  =  i, . 

Quindi  al  posto  di  cos  b-cos  (I, -1')  potremo  scrìvere  cos((  — !'}>  quando  si 
trascurino  le  potenze  di  i  superiori  alla  seconda. 
Sarà 

11  r 

4- --^  =  3 -Ti  cos(i-r). 

Con  tali  approssimazioni  è 

W  =  -  3  n*  Wt*  -rj  scn  i-cos  (I  -i")  sen  (/'  -  5). 

Non  si  tenga  conto  infine  dell'eccentricità  delle  due  orbite.,  le  quali  ralgono 
js  per  ta  Luna  e  ^  pel  Sole,  cioè  si  ponga  r  =  a  ed  r'  =  a'.  Sarà  allora 

W  =  —  3n*  oft*  sen  i-cos  {l-l'j  sen  (i'- 6). 

Di  qui  si  ha  subito  il  momento,  rispetto  alla  Terra,  della  velocità  eoa  cui  la 
Luna  è  spinta  dal  Sole  fuori  del  piano  del  suo  moto  ellittico;  esso  Tale  r^V-dt 
e,  perchè  si  trascura  l'cccentricilà  dell'orbita  lunare,  vale  pure  a*W<d/, 

Si  hanno  infine  Udì  e  Hdt  moltiplicando  aWdf  per 

cos  {I  -  &  +  90")  =  -  sen  (1  -  &) 
e  per 

sen  (1  -  S  +  90?)  -    cos  (l  -  9)    rlspettiTamentc. 

Nella  posiiione  in  cui  b'  à  posta  la  Luna  I  due  momenti  N  d(  e  Hdl  sono  a 
scrÌTersI  l'uno  negativo,  l'altro  positivo,  dietro  lo  ipotesi  fatte  sul  loro  seguo. 
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Kdl  =  -  3n*  a»  h*  •  sen  i"  ■  cos  (I  -  I')  ■  aen  (I  -  9)  ■  sen  (l'  ~^)dl, 
Mdt  =     3n»  a*  /t»  sen  i  cos  (I  -  (')  ■  cos  ([-&}-  sen  (l'  -  &)  dt. 
Sostituendo  queste  due  espressioni  e  la 

nelle  formale 

Ndr  ,.         MtK 

dS  =  ^ :  di  =  ~  -jj- 

Cr  sen  1  u 

si  ottiene  Analmente: 

(1)  d^  =  -  3nft*  cos  (i  - 1')  sen  (i  -  S)  sen  (I'  -  S)  d(. 

(2)  di  =  -  8iih»  sen  i  cos  (l  -  l'j  cos  ((  -  &)  sen  (i'  -  3)  d(. 

Queste  espressioni  ottenute  con  considerazioni  cosi  semplici  seTTendoci  della 
teoria  delle  coppie  sono  quelle  stesse  ottenute  da  Newton  con  una  serie  di  ricer- 
cbe  geometricbe  (Prop.  XXX.. .XXXV}  e  coincìdono  pure  con  quelle  delle  variaiioni 
degli  elementi  ellittici  (Tisserand.  Mécantque  celeste  T.  I  pag.  43i),  come  si  po- 
trebbe subito  vedere,  quando  si  trascurassero  in  esse  le  eccentricità  e  si  tenesse 
quell'approssimazione  fin' ora  seguita - 

V.  Dei  movimenti  della  linea  dei  nodi. 

Tediamo  ora  se  la  linea  dei  nodi  si  muove  di  moto  periodico  o  continuo;  bRsta 
osservare  se  nell'ultiiaa  espressione  scritta  di  d3  cioè  nella  (1)  vi  sono  termini  che 
conservano  sempre  lo  stesso  segno  o  no. 

Dalla  (1)  è 

dB 


ha  Telocit&  del  nodo  data  sotto  questa  forma  consta  di  due  parli. 

La  prima  parte  i  sempre  negativa  ;  per  essa  il  nodo  retrograda  continuamente 

TOL.  XXXIT.  f 
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quale  non 

Sole  è  ai  DOdi,  cresce  fino  ad  esser  massima  ed  eguale  a  j^nh*  quando  il  Sole  ne 
disia  di  90°. 

L;i  seconda  parte  invece  ò  ora  positiva ,  ora  negativa  ;  essa  sì  può   scrivere 
sodo  la  forma 

~  l  nli*  sen  (i'  -  9)  sei)  (ìi  -  l'  -  &)  = 


- 1  n(t»  sen  t  -  (1  -  t'j  +  (l  -  &)  !  sen  j  (i  -  1')  +  {(  -  &)  j 


-  5  n/i»  1  cos  2  (I  -  [')  ~  cos  2  (I  -  9}  I . 

e  darebbe  due  variazioni  del  nodo  di  natura  periodiche,  i  periodi  sono  rispeltivi- 
nicntc  la  mezza  lunazione  e  la  mezza  rivoluzione  draconilica. 

La  nutazione  dell'orbita  lunare  è  appunto  espressa,  almeno  in  parte,  da  quelle 
due  variazioni,  per  un'altra  parte,  come  vedremo,  dalle  variazioni  dell' ìnclinaiioDe. 

L'incgunglianza  della  nutazione  fu  scoperta,  come  altre  della  Luna,  la  varia- 
ziono  G  l'equazione  annua  —,  da  Tycho  lirahe  (ÌS16-1601). 

La  seconda  parte  dell'espressione  della  velocità  del  nodo  assume  ,  nell'inter- 
vallo di  un  mezzo  mese  circa,  valori  ora  positivi  ora  negativi  cbe  alla  fine  si  eli- 
dono. Resta  ad  esprimere  il  moto  orarlo  medio  dei  nodi  lunari  (per  usare  la  frase 
di  Newton:  Prop.  XXXII:  Invenire  motum  horarium  medium  nodoruni  Lunae) 


(8) 


Per  eseguire  l'integrazione  pongo  ('  -  9  =  9  onde  n'  di  —  d9  =  d»  trascurando 
l'eccentricità  del  Sole,  ossia  nhdl-d^  +  df.  Ho  dalla  (3)  sostituendo 


d9  =  -  5  ft  sen»  9-(d9  +  d?) 


e  cosi  l'integrale  é  ridotto  ad  una  semplice  quadratura 
1  +  ^  ft  sen»  <t 
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Tra  due  passaj^gf  successivi  del  Sole  al  nodo,  ossia,  corno  si  dice,  in  una  ri* 
Toluzione  sinodica  del  nodo,  &  varia  di 

3  ,     r"       sen'  <f 

~2"   /      3      '**' 

I       l+^Asen*? 

che    vale 

3  ,    ,  /■*"      sen*  9         , 
(     I  +  s  A  sen*? 
Ora  È 

M  +  2  /i  sen*  ip  j     =  I  -  -  h  sen»  9  +  ( s  '')  ^''"*  ?  ~  — 

serie    convergente,  perchè  della  forma  generale:  (1+a;)™  che  è  convergente  per 
mod.    aj<l. 
Allora 


/, 


sen*»        _,       (■«  I       .       3 ,       ,       /i  A*      ,  )  , 

-; — «9=1     )  8Cn*<p  — 5  nsen*9  +  1  :;  n  )  sen' 9  —  ...  {a?, 

I  +  T  h  sen*9         '  " 


Essendo  sotto  l'integralo  la  serie,  Tonnala  dei  massimi  valori  assoluti  dei 
termini,  convergente,  si  può  sviluppare  l'integrale  in  serie. 
Ora  si  sa  che  l' integrale  definito 

f^      „      ,        1.3.5. ..(27V-  I)    u 
|^sen*-9.(i9=      2.4.6...2Ìr-  T 

quindi 

II,     3,3      /3,V3-S  1 


i.'-l 


Tra  due  ritorni  del  Sole  al  nodo,  9  varia  dunque  di 

3  ,  (  ,      3,3      /3,Y3-S  1    „ 
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E  basterà  conoscere  dì  quanto  varia  d  in  un  anno  siderale,  perchè,  dividendo 
360**  per  questa  varìnzionc  si  abbia  la  durata  della  Tifolutione  dei  nodi  lunari  in 
anni  siderei. 

Possiiimo  in  un  esame  non  rigoroso  supporre  che  i  nodi  si  muoiano  unifor- 
memente -  ipotesi  del  resto,  se  non  esatta,  molto  approssimata  al  fatto.  Tarlando, 
come  dalla  formola  (3) ,  la  Telocìti  da  un  minimo  nullo  a  un  massimo  eguale  a 
3 
^nh*,  quantità  molta  piccola  — .  allora  lo  variazioni  di  d  sono  proporzionili  li 

tempi  trascorsi ,  quindi  le  diminuzioni  che  d  subisce  in  una  rivoluzione  stdenle 
del  Sole  e  in  una  rivoluziono  sinodica  dai  no'di  della  Luna,  stanno  fra  loro  cooie 
i  tempi  impiegati  a  descrìvere  queste  rivoluzioni,  ossia  come  le  rìvolutlonì  stesse 

il  cui  rapporto  è  --■    ■--. 
•^■^  2it  +  A 

Per  tanto  in  una  rivoluzione  siderale  del  Sole  &  diminuisce  di 

A.-?!-. 

211  +  1 
La  rivoluzione  dei  nodi  si  avrà  dividendo  2ii  per  questa  quantità  e  sarà 
2ii  + A 


Pesto  1  =  2icA ,  la  linea  dei  nodi  descrive  tutta  l' eclittica  con  un  mevinitiii» 
retrogrado  in  un  periodo  dì  tempo  dato  da 

l+A 
A 


A  =  --|*[l-j, 


k  3  ,  P,V3-5 


n'       21,322  1 

n  "365,256      13,369' 


Quando  si  tenga  conto  solo  Uno  alla  tersa  potenza  di  A 
A  =  -  0,7S0S  I  I  -  1  ,  125  A  +  2  ,  8125  A' I 
A=O,0U8  A' =  0,006559 
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A  =  -0,0S61  i  I  -0,8414  +  0,01572  1 
=  -0,056 1.0,931  SS 
=  -  0,0S226 
Ì+A=     0,94774 


14-^  =  - 18,135. 
A 

Possiamo  dunque  concludere  die  i  nodi  lunari  fanno  l'intero  giro  dell'eclittica 
in  18,135  anni  sidernli, 

RicordJRmo  che  questo  risultato  si  è  ottenuto  nella  ipotesi  che  si  trascurino 
le  eccentricità  delle  due  orbite  del  Sole  e  della  Luna, 

Orbene  la  riToluzioiie  dei  nodi ,  quale  è  data  dalle  tavole  astronomiche ,   sa- 

'  JBÓ' 

SUO  lalore  ;  è  l'approssimazione  stessa  già  ottenuta  da  Newton  ael  suo  esame  della 
Teoria  della  Luna. 

¥1.  Delle  osoillazioni  del  piano  della  Luna. 

Quanto  all'inclinazione  la  cosa  è  più  semplice  e  forse  di  minor  importanza; 
ritorniamo  all'espressione 

^  =  -  Sn  A»  seni-co8(l  -  l')-cos<.l  -  9)-3en(l'  -  9) 

che  posso  scrivere 

^  =  -  I  nA'  seni  sen(i'  -  9)  i  cosO'  -  9)  +  oos  (2(  -  l'  -  &)  \. 

Vediamo  anche  qui  se  l'inclinazione  ba  solo  ineguaglianze  periodiche  o  pure  no.  t 


di  4 

Sul  secondo  termine  possiamo  fare  le  stesse  osserTaxioni  che  sul  movimento 
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dei  nodi  -,  perdio  esso  si  può  scrivere 


=  -  7  ii/i*  sen  (  1  seti  2  (l  -  9j  -  sen  2  ((  -  (')  | 

e  produce  cosi  due  oscilJazioni  del  pinno  della  Luna  suH'ecliltìca  rispetlìvameDle 
in  due  periodi  di  una  mezza  lunazione  e  di  una  mezza  rivoluzione  draconitica,  senn 
lasciare  alla  line  traccia  di  sé. 

Quelle  due  oscillazioni  del  piano  istantanea  della  Luna  intorno  alla  posizione 
media  concorrono,  come  già  dicemmo,  a  formare  la  nutazione 

Rimane  ancora  ti  primo  termine  ad  esprimere  la  variazione  oraria  dell'  incli- 
nazione (Newton  :  Prop.  XXXIV.  Invenire  variationem  horariam  inclinationis  orbis 
lunaris  ad  [ilauuni  eclipticae) 


Furò  ò  ancb'esso  periodico  e  dipende  non  dalla  posizione  della  Luna,  ma  da 
quella  del  Sole. 

Trovandosi  il  Sole  ai  nodi  o  distandone  di  SO**  non  dà  alcuna  scossa  al  piano 
della  Liinn,  a  iS"  la  dà  massima. 

Anche  questo  termine  periodico  concorre  alla  nutazione. 

Siamo  cosi  riusciti  a  de<lurre  dall'azione  del  Sole  tutto  le  ineguaglianze ,  note 
in  Astronomia,  del  piano  dell'orbita  lunare.  E  precisamente  s'è  trovato  come  l'a- 
zione perlurbatricc  del  Sole  produca  sulla  linea  dei  nodi  e  sul  piano  dell'orbili 
lunare  due  oscillazioni  Intorno  alle  posizioni  medie  rispettive  cogli  stessi  periodi, 
di  una  mezza  lunazione  e  di  una  mezza  rivoluzione  draconitica,  e  sul  piano  della 
Luna  ancora  una  terza  oscillazione  col  perioilo  compreso  tra  ì  passaggi  del  Sole 
all'uno  e  all'altro  nodo  :  tutte  queste  oscillazioni  formano  la  nutazione. 

11  Sole  inoltre  produce  un  molo  relrograd')  continuo  dei  nodi,  ai  quali  beoni- 
piere  un  «irò  intero  nel  periodo  di  18  anni  circa. 

Notiamo  cosi  inflne  questo  fatto  importante  che  mentre  i  nodi  hanno  un  mola 
continuo  ,  il  piano  della  Luna  invece  non  fa  che  oscillare  intorno  all:i  posizione 
media. 
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SUJXE  DERIVATE  LOGARITMICHE  D'ORDINE  SUPERIORE 

DELLE  FUNZIONI  TIIETA  IPEBELLITTICHE  A  DUE  ARGOMENTI 

NOTA 

DEL 

Dott.  GIORGIO  BERTOLANI. 


In  una  Nota,  pubblicata  nel  Giornale  di  Hatematiche ,  ho  dato  le  espressioni 
delie  derivale  logaritmiche  ,  fino  al  quinto  online  ,  delle  funzioni  Tlicta  pel  caso 
ellittico  (");  ad  essa  faccio  seguire  la  presente,  nella  quelle  mi  occupo  dell'analoga 


(*)  la  quel  lavoro,  essendo  incorso  in  errore  nel  trascrìvere  la  tabella  delle  de- 
rivate quarte  logaritmiche  delle  à  ,  colgo  l'occasioue  della  pubblicazione  di  questo 
per   fame  la  correzione.  Le  formolo  esatte  sono  le  segnenti 

d* 
^logMa:)  = 

5  iog..(.) = -  6vv||;g + 4  vvtv-.  V]  j^;  -  2  vv 
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ricerca,  pel  cnso  iperellitUeo.  Per  ora  mi  limito  alle  funzioni  Theta  iperellittiebc 
a  due  argomenti. 

Hi  è  parso  indispensabile ,  per  esonerare  il  lettore  da  un  Uroro  dì  prepara- 
zione, e  per  initiarlo  subito  alle  annotazioni  che  verranno  seguite,  premettere  nel 
primo  paragrAfo  alcuni  cenni  della  teoria  di  tali  runzioni  ;  naturalmente  chi  baia- 
migliare  le  detto  annotazioni  può  ometterne  la  lettura  completamente. 

$  I.  -  Cenni  della  teoria  delle  funzioni  3  a  due  argomenti. 
Notazioni  in  uao. 

Si  indichi  (secondo  l'annotazione  di  Weierstrass)  con  9|  (v, ,  0| ,  i,, ,  t,| ,  '-n) 
D  semplicemente  con  &j(t)),  quando  non  avvi  dubbio  sul  valore  delle  qunEhtili 
'^u  t  '^11  >  "^M  (parametri  o  moduli)  la  funzione  definita  dalla  serie 

^m,  ^m,  e 


La  funzione  d,(c)  per  ogni  valore  Anito  di  v,  ,  Vj  ha  forma  intera  ed  inollrc 


sono  pure  notevoli  per  le  .^  pari  lo  segaenti  egnaglionze 

i  io»>(»)  =  -  6 VV|^  +  4 VVIV+V)  ^'  -  2 vv . 

dalle  quali  si  ottiene  immediatamente 
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I."  Soddisfa  alle  seguenti  equazioni  funzionftli 

*»  (»i  +  1  .  P»)  =  -^a  (v,  ,  Pi) 


(*) 


■»i  (e,  + 1„  .  r,  +  T,0  =  e"''^^'''"'"^"^^, (f , ,  t>0 


II.o  È  una  funtione  pari ,  cioè 

■^i  (—  tJ)  ,  —  Uj)  =  -i|  (e, ,  t>t). 
III."  Soddisfa  alle  seguenti  tre  equaEÌoni  dilTerenziali 


(2) 

il> 

8  =  1   ,2 

Se 

a. 

.». 

.ft. 

.A. 

rappresentano  4  numeri 

interi  qualunque  pongasi 

-       --  +«[(*«.+^j)(2'',+A,)+(m,+|){2p,+A.)] 

II  simbolo  ih'  h*l  0  più  semplicemente  I  hi  si  chiama  caraiterisUca.  In  tutto 

si  possono  avere  solo  sedici  diverse  funzioni  Tliela;  per  ottenerle  busta  porro  in 
Inogo  di  g,hì  numeri  0,  od  1.  Ad  ogni  3  corrisponde  una  determinata  caratte- 
ristica e  reciprocamente.  Si  hanno  vari  modi  per  imlionrc  queste  funzioni;  cosi  si 
banno  quelli  adoperati  da  Rosenhain,  Gopel,  Hermite,  Weierstrass  e  Weber;  i  pili 
io  UBO  sono  quelli  di  Weierstrass  e  Weber  ;  noi  adopereremo  a  seconda  della  con> 

TOL.  XXIIT.  18 
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Tenìenia  l'ano  o  l'altro  di  questi  ultimi;  notiacno  però  cbe  esistono  delle  Uiole 
di  raffronto  per  il  passaggio  da  un'annotas:one  ad  un'altra  {*). 
Si  trova  facilmente  per  la  sostituzioDe  di  mezzi  perìodi 

(3)    ^i9.i(«.+"f-'„+|'-',.4'  •  ■'.+T'..+'r'..+  T)=«-""^P]w 


„  =  ^(2«,+|'.,„+|',„+l.,+v)+|'(2r,+  ^T,.  +  |',„+;,,+v) 

Come  si  vede  una  3  con  caratteristica  1^1 ,  proviene  per  sostituzione  dimeni 
periodi  dalla  %  oppure  ^  LI  introdotta  da  principio;  fatta  astrazione  di  unfil- 
tore  esponenziale  una  9  si  trasforma  in  un'altra.  A  pagina  ti  della  gi&  citata  open 
di  Krause  si  trova  la  tabella  delle  trasformazioni  di  questa  natura. 

Delle  sedici  funzioni  introdotte  dieci  sono  pari  e  sei  dispari  (la  parità  o  disparìlà 
di  una  d  o  dì  una  caratteristica  dipendendo  dalla  parità  o  disparità  di  g^lttigfiii', 
le  dispari  hanno  per  caratteristiche  rispettivamente 

[l  \]     [l  i]  [o  i]  [i  o]  [i  o]  [o  i]  • 

Noteremo  ancora  :  Tra  t'  quadrali  di  cinque  delle  sedici  d  esiste  sempre  una 
reloztone  ttneare.  —  Tra  i  quadrati  di  quadro  B  dispari  esiate  pure  una  rela- 
zione Hneare. 

Si  dirà  quaterna  (Yiercrsysteme)  un  gruppo  di  quattro  9 ,  tale  che  il  qoa- 
drato  di  ogni  altra  delle  sedici  si  possa  esprimere  linearmente  mediante  i  quadrai 
delle  9  della  quaterna. 

Le  quaterne  si  distìnguono  poi  in  dispari  e  pari  secondo  che  il  numero  delle 
5  dispari  è  disparì  o  pari. 

£sis(o?io  in  lutto  80  quaterne  dispari ,  delle  quali  30  composte  di  (re  d  di- 
spari e  c/i  una  jiari,  e  fiO  di  tre  &  pari  ed  una  dispari. 

Esislono  60  guolerne  pari,  delle  guati  iS  di  guadro  d  pari,  e  45  di  dati 
pari  e  due  dispari. 


(*)  Martin  Eranse  „  Die  Traneformatioa  der  HyperelIìttisoheQ  Fanktionai  fi- 
ater  Ordnang  >  pag.  8. 
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Consideriamo  il  prodotto 

9[w](t)+«j)-S[w](i»-at) 

ruDiioDO  di  r,  ,  Vt  oppuro  di  w,  ,  Wi  ;  esso  può  venire  considerato  come  una  fun- 
tione  &,  pari,  di  secondo  ordine  (*)  e  di  caratteristica  nulla;  precisamente  come 
il  quadrato  di  una  3  qualunque.  Tale  prodotto  si  potrà  rappresentare  anch'esso 
linearmente  mediante  i  quadrati  di  quattro  d  formanti  una  quaterna  dispari ,  op' 
pure  mediante  i  quadrati  di  quattro  d  formanti  una  quaterna  pari. 
Nel  primo  caso  si  ha  la  formola 

(i)  ^[%]  {0)»-d[w]  (v  +  w)->[w]  (p  -  w)  = 


=  ^  (_  „^('''"+»'"«""+*'").M^.+,.+„i(„,.,,[,.4,.+o,K-«)-*.W 


la  quale  dà  il  teorema  d'addizione  per  lo  Tunzioni  9. 

$  2.  -  Derivate  eeoonde  logarìtmiche  delle  3. 

È  facile  accorgersi  cUb  derivando  due  volte  rispetto  a  to^  i  due  membri  del- 
l'eguaglianza (4)  e  poi  ponendo  u,  =  w^  t.  0  si   giunge  subito  all'espressione  di 

S* 
7— -jlogd[td]  (o)  ;  e  derivando  i  due  membri  prima  rispetto  a  w,  e  poi  rispetto 

a  te,  e  ponendo  ancora  w,  =  «>j  =  0  si  giunge  all'espressione  di 


(*J  Io  generale  diremo  funzione  Theta  d'ordine  n  una  funzione,  che  possegga 
U  carattere  intero  per  tutti  i  valori  finiti  di  v,  ,  v^  ed  inoltre  soddisfi  alle  seguenti 
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Ponendo  per  brevità 

avremo  io  particolare 

p'„(p,>.y  ^,(0)1 


(5) 


Mediante  la  triisformazione  di  mezzi  periodi  sì  ottengono  le  deriT»t«  seconile 
logaritmiche  delle  rimanenti  &.  Però  con  questo  metodo  varia  la  quaterna,  che  si 
è  presa  come  fondamentale,  e  quindi  i  numeratori  della  parte  variabile;  se  si 
vuole  che  questi  rimangano  Assi,  non  c'è  che  da  riapplicare  il  processo  indicato 
a)  sistema  dì  egun^lianie,  riportate  da  Krause,  a  pagina  33  della  citata  sua  open, 
e  dovuto  a  Konigsbcrger,  nelle  quali  la  qunternu  (S,  1,  3,  13)  rimane  la  stes» 
in  tutto. 

Il  metodo  qui  seguito  per  la  determinaiione  delle  dette  derivate  non  è  il  sola 
die  si  abbia;  per  esempio  si  avrebbe  potuto,  con  certe  regole  note,  rappresent»re 
la  funzione 

mediante  lo  9  fondamentali  ed  allora  si  avrebbe  poi  avuto  subito 

Questa  via  segue  il  Krause  por  dare  l'espressione  di 
r-Tloga.(t». 
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ETidentemente  :  Si  hanno  UO  modi  diversi  per  esprimere  una  derivala  se- 
conda logarilmica  di  una  funzione  d. 

S  3.  Derivate  terza  logarìtmiche  delle  à. 

Poniamo 

&.  ,(o)  ha  carattere  di  funzione  Intera  per  valori  finiti  dello  Tnriabili  v,  .Vx  ed 
in6Ure  soddisfa  atte  seguenti  equasioni 

6  [w]  (1),  +  I  ,  vt)  =  i-if'   8  [(!)]  («,  ,  tj.) 

»  [w]  (w, .  P,  +  1)  =  (-1)"*   e  [tól  (r,  ,  e,ì 


dove  Ia'^'   '1^*^]'  l^iiidi  0[(>i}(t>)  è  una  Tuniione  Theta  di  3*  ordine  con  carat- 
teristica [io]  ;  essa  soddisfa  inoltre  alla  seguente  condizione 

e  M  (-  r,  .  -  u.)  =  (-  ìf*'"'  ^^*\  8  [w[  (u,  .  r.) 

Ora  una  funzione  Tlieta  d'ordina  n  =  2k—  l   e  die  soddisfa  a  quest'  ultima 
GOadizione  ha  la  forma  (*) 

ft  [tó]  (v)  =  i  [w  -J-  /S,  +  /(,]  (tj).  »  [w  +  /i,  +  jI  (c).  >  [w  -1-  ^,  +  /S,]  (o). 

A  i  A  [u  +  /s,  +  ^,]  (V) ,  a  lu  +  ^,  +  i3,]  (o) ,  s  [0+  ^,  +  ^,]  (p)  1  + 

+  a  lu  +  ;s,  +  ^,1  (u)  .  A  [w  +  j3,  +  ^J  (w) .  A  [to  +  /s,  +  ^J  (»)  . 

/;  1  S  [U  +  /S,  +  ^,]  (t))  ,  A  [U  +  ^,  +  /3,]  (t))  ,  a  [U  -(-  j3,  +  ^1  («)  !  + 


<")  M,  Kranse— op.  cit.  pag.  59. 
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+  ilui^f,-tfC«-^l''*f<-fii  r-ilu  +  A  +  WW- 

fi  i  >  1" -i- />,  +  M  (r) ,  i  > -r  A + /,',  re) .  i  > + i>,  J^  ii;  («) + 

+  i\>  +  /i,  +  f-:r..ì[ii+f,i^fCr,.liié-f,i-f,W. 

f.UI» +  />■->'.'  '■).>:»  +  A  +  W(0.>l»!^A  +  <'Jlt)l 

dorè  {;J,1  [/^  y^  'J,]  sono  qoattro  eantteristiclie  dispari  qnaloiHiDe  e  quindi 

M  1"1^A+Al  ("  +  l'l^i^4'  l»  +  A  +  i'4l 

M       W  +  A  +  i-J       l"  +  y>.  +  Al       ["+A  +  ÌÌ.1 

formano  quattro  quaterne  disparì  nelle  quali 

["t/J.  +  Cj       [»  +  A  +  iM       l»  +  ^,+A1  t»  +  i>i  +  Al 

(u  +  /s,  +  /i,l       |i«  +  (i|+iS,l       ["t/i.+Al  r^  +  Al-Al 

['i+/'i+Al       l>»  +  ,''.+f'.l       lu  +  A+ft]  [»  +  /',  +  ii.l 

formano  (re  quaterne  pari,  ed  inoltre  /,  f^  /*,  ^^  sono  fnniioni  intere  ilei  loro  «■ 
gomenti  di  ordine  — r 1. 

Nel  nostro  caso  essendo    ~ 1  =  0  esse  si  ridurranno  a  quattro  costiotì. 

In  particolare  avremo 

«,(W  =  e,  » [f.+hì")  ■  i tA+M»)  ■  3 V,i?tm  te.» [MM"}   » [MfM- 

■  >  Wi+Al  (")  +  <■■•»  l*.+/i.1  C)  ■  »  l/«i+ W  C")  ■  •»  yi+^M  W  t 

+  e.  >  [/l,+ft|  (U)  .  »  [/!,+/!j  (o) .  »  l/i,+(ij  (u) 
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e  se  si  pone 

w=Bl]    ...[ìS]    ..=[111]    ..=[15]. 

La  determinali  one  delle  costanti  si  fa  rncilmente  mediante  sostituiioni  di  meisi 
periodi  ;  si  ottengono  in  totaie  16  equazioni,  eoagliendone  qunttro  opportunamente 
(quattro  corrispondenti  ad  [w]  dispari)  e  ponendo  nei  due  membri  di  ciascuna 
t,  =Vi  =  0  si  troia 

(6) 

\  -^14  ■*•»*»  ■*<)■*«■*» 

e  quindi 

*-9..3.,9,.-  V  ""    9„.5„:9„'  VC) 

Per  Sfere  ora 
ì)aBtft  cambiare  nell'espressione 


oppure  m 


»'.  (".io -aver- 


si otterranno  le  derivato  terzo  logaritmiche  dello  rimanenti  ^  mediante  sosti- 
tu^onl  di  Diezii  periodi. 
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%  i.-  Derivate  quarte  logaritmiche  delle  &. 
PoDiamo  ancora 

6,(v)  6  una  funzione  Theta  dì  quarto  ordine,  di  caratteristica  [0];  è  unafuniiooc 
pari  e  quindi  avrà  la  forma  data  dalla  seguente  eguagliania  (*} 

«.(«)  =  2]  «.M  3"[,]  C)  •  ^[^1 C)  ■  »■[,]  W  •  ^i>f  «■) 

a  ,  b  ,  e  ,  d  soddisfacendo  alle  seguenti  condisioni 

a  +  b  +  c  +  d=:4      ,      &  +  dsc  +  d=0    mod  2  d<4 

Q  (*]  [P]  [y1  [S]  formando  una  quaterna  pari.  Scegliendo  la  quaterna  (5,  0,  12,  3i] 
otterremo 

»!(")  C")  =  eA'W  +  e,V(ii)  +  «■*,.'(«)  +  eA'W-VC)  +  e.VWV»)  + 

+  e,  Vl-^uC)  »«  <")■*■  (")• 
Lo  eoatanti  sì  determinano  nel  solito  modo  ;  le  seguenti  equasìoni 

e.V  +  «.VV 
e,  V  +'«V-*.i' 
e.  V  +  t.  *„>.•>,.• 


0  =  e,- 

0  =  e,- 
0  =  p,- 


(*J  M.  Krattae  op.  dt.  pag.  61. 

(**J  Diamo  alla  0  l'indice  della  corrispondente  d  ohe  la  definisce,  tale  ladies 
però  non  pnO  rappresentare  una  caratterìstioa  di  0  ;  poiché  questa ,  come  è  BtiM 
detto,  ha  per  caratterìstioa  [0]. 
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)(  "S  X 
ano  subito 

e,=e,  =  f,  =  e,  =  eg  =  0. 

Per  determinare  le  rimaneDti  costanti  abbiamo  ancora 

«.»=  Po -^iZ  +  ei  *.**•*«• 

9,  =  «0  V  +  «,  *oi*,'  +  e*  *.4'- V  +  «<  *«*-*5'  +  f  •  ■*»  •  *ii  •  -^o  •  **• 
È  chiaro  che  e,  64  e,  e,  possono  aversi  tutti  in  funzione  di  e«  che  é 


V-&Ù.' 


64  (g,  possono  essere  espresse  mediante  le  lierivatc  quarte  delle  3'  prese  per  gli 
argomenti  zero,  poiché  si  ha 

oppure  possono  essere  espresse  razion;iI mente  mediante  i  moduli  di  Bosenhaiu  (*). 
Noi  non  ci  accingiamo  a  trovare  le  formole  Anali  che  danno  le  derivate  quarte 
logaritmiche  delle  &  perchè  esse  sono  troppo  complicate  ;  ci  basta  averne  data 
la  forma  generale  che  si  deduce  dalla  seguente  eguaglianza 

<S,          i,og..<.,=...„<e.).i^.,.(..,.|f^.,.W^>. 
+  <P.W g-iji-^ 

?(  I  ?i  >  ?i  •  ?(  indicando  quattro  funzioni  razionali  di  Pq,  ed  e^  essendo  razionale 
nei  moduli  x*  ,  X* ,  ]i?  di  Rosenhain. 

Bcllinzona  Ottobre  I89t. 


(*)  Kraus© -pag.  122. 
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SCILA  CONDIZIONE  NECESSARIA  E  SUFFICIENTE 

AFFINCHÈ  miA  POBZIOSE  DI  SUPERFICIE  SIA  CONVESSA  IN  O&NI  PUNTO 


Dott.  ALFREDO  BASSI  a  Pavia. 


1 


Lo  Stolz  a  p.  195  del  «  Yorlesungen  ùber  Allgemeiae  Aritmetik  b  dà  la  s^ 
guente  condizione  necessaria  e  sufBcìente  afBnchó  un  arco  di  curTa  piaaa  sia  cdd- 
TesBo  in  ogni  punto  : 

•  La  condiiione  necessaria  a  sufficiente  affinchè  per  tutti  i  Talori  di 

la,  funzione  continua  e  ad  un  sol  valore  y  =  f(.x),  mediante  la  rappresentaitone 
geometrica  in  coordinate  rettangolari ,  rappresenti  un  arco  convesso ,  conùste  io 
ciò  cbe  ad  ogni  valore 

o<(r<  b 

corrisponda  un  numero  A(x)>0  tale  che  per  ogni 

0  <  5  <  A  (a!) 
la  espressione 

na!  +  i)  +  nx~%)-if(x) 

sia  diversa  da  zero  e  dì  segno  determinato  >. 

Mi  sembra  che  un'analoga  condizione  necessaria  e  «ufBoienle  sì  possa  itabilin 
relativamente  alle  superficie.  Hi  sono  cosi  accinto  a  questo  laroretto  SD^erìtoai 
dal  mio  maestro  Prof.  Ernesto  Fasoal. 
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z  =  f(xy) 

requaEÌone  che  rappresenta  una  superficie  tale  che  ad  ogni 
(x  ,  y)  corrisponda  un  unico  valore  di  z- 
Sari 

fix  y)  =  0 


coppia  di  valori   di 


l'equHiione  della  curva  piana  proiezione  della  superficie  data  sul  piano  cey.  Si  tagli 
la  superficie  con  un  piano  arbitrario  ;  sia  EP  la  linea  intersezione  e  GH  la  sua 
proiesione  sul  piano  xy.  Consideriamo  solo  il  pezzo  di  superficie  che  ha  per  con- 
torno EF. 

Su  questo  contorno  si  prendano  tre  punti,  ad  arbitrio  E ,  F  ,  L  e  un  quarto 
punto  ad  arbitrio  sulla  porzione  di  superficie.  Le  loro  proiezioni  sieno  6,  H,  P,  R, 
di  coordinate  (ai,  i/o)  •  (•'^i  Vt)  (<^t  Vx)  >  {oiy)  fi  siano  : 

z.  =  /'(a:o.!/o)    z,=f(xty,)    Zt  =  f(Xtyt)    z  =  t{x,y). 


L' espressione  : 


1        («0        Vo 
l       OS        y 


ha  un  valore  proporzionale  al  volume  del  triedro  (ELFO);  è  quindi  certamente 
diversa  da  zero  (avendo  noi  escluso  che  Q  si  trovi  sul  contorno  EF) ,  e  dello 
stesso  segno  comunque  sieno  presi  ì  punti  G  ,  P  ,  H  ,  B .  purché  non  escano 
dal  liinìte  dato  dal  contorno  GH.  11  valore  del  determinante  (1)  avrà  poi  segno 
positivo  0  negativo  a  seconda  che  il  punto  Q  giace  da  una  parte  o  dall'altra  del 
piano  CD  Ha  se  la  superficie  data  è  convessa  il  punto  Q,  comunque  venga  scelto 
deve  trovarsi  sempre  dalla  stessa  parte  del  piano  GII ,  dì  qui  la  ragione  della 
costanza  di  segno  nel  determinante  <\).  Prendiamo  ora  per  punto  R,  il  punto  d'in- 
contro delle  mediane  del  triangolo  GHP-,  è  fucile  verificare  che  in  quest'ipotesi: 


_  aio  +  a;,  +  X, 


'.  +  !/.  + Vi 


(2) 
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e  di  qui  : 


a:,+Xt-2x^ 


— -  Xx  =  X  — 


h+Vx-'^yt, 


„,=„_^^-% 


_!/i+!/.-5». 


a:,+x,~5xo 


,         g,t!/,-2!).  _.. 
5.        3- =  il, 


e  allora  le  (3)  diventaDo  : 


II) 


STiluppiamo  ora  il  determinante  (I)  secondo  gli  elementi  della  4'  colonna; 


1   X,   y, 

1  ».  y. 

1    X. 

y. 

1    X,   V. 

1     il!.    ». 

—  ^1 

1    ac.    y. 

+  ». 

1    x, 

»i    - 

z      1    «Si    ». 

1    x     y 

1    x    y 

1    a, 

y 

1  1    X,   V. 

(5)        /■(x-5, ,  ii->|,)     1    X,    »,  ;-f(xl-6,+i,  ,»i-l,t1.) 
1  1     X     y    I 


+  Ax-5.  ,  1-ilJ 


1    0^0    »•  I 

1      X,     »,     + 
1      JB      »    1 


1     X.    ». 

1  <».  ». 

1     X,     y, 

-n^yi 

1    X,    y. 

1     X     y 

1     X,    », 

'^ 
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11  fattore  ài  /"(ce— §,  >  ì/~*Ii)  ^  equivalente  al  doppio  dell'area  del  triangolo 
PHR  ;  quello  di  fiw+^x+^z .  y+^i+>Ii)  è  equivalente  al  doppio  dell'area  del  trian- 
golo GHR  ;  quello  di  fix-^^  ,  y-rìt)  al  doppio  dell'area  del  triangolo  GPR  ;  inQne 
il  fattore  di  f(.!cy)  è  equivalente  al  doppio  dell'area  del  triangolo  6PH. 

Ha  ia  valore  assoluto  l'area  del  triangolo  GPH  è  tripla  dell'  area  degli  altri 
tre  triangoli  accennati  che  hanno  area  eguale  ;  e  convenendo  che  positivo  sia  il 
senso  GPH;  e  A  indichi  in  valore  assoluto  l'area  del  terzo  del  triangolo  GPH, 
avremo  che  la  (S)  diventa  : 

2/(a!-5,.y-'l,)A  +  2/'(a'f5,+5»,y+>i,+W4+2/"(a?-5,,y->j,)4-6A3c,y)i 

e  dividendo  per  1,  il  che  non  muta  il  segno  si  ha  : 

fix+liHi ,  vH^ni)  +  Aas-li .  y~l.)  +  Ax-S, ,  y-*i^  -  if(x.y).      (6) 

L' espressione  (6)  dev'  essere  dunque  diversa  da  zero ,  dello  stesso  segno 
delle  (1)  e  di  segno  costante,  alla  sola  condizione  che  i  punti 

(a;4-£,+e,  ,  y+iii+*I.)  .  (aJ-Si  .  y-lt)  .  (^'U  .  V-l»)  .  (^.y) 

giacciano  nello  spazio  racchiuso  dalla  linea  GH. 

È  facile  ora  dimostrare  la  seguente  proposizione  reciproca  : 

■  Se  ad  ogni  punto  (w,y)  compreso  nello  spazio  racchiuso  dalla  linea  GII , 

corrisponde  una  coppia  di  valori ,  à(x)  ,  ^ (y)  tali  che  per  ogni 

5,<A(a;)        S,<4(a;) 
>Ii<A(y)        *Ii<4(y) 

l'espressione  (6)  mantiene  sempre  lo  stesso  segno,  ciò  avverrà  pure  dell'espres- 
sione (1)  ;  il  segno  delle  duo  espressioni  sarà  identico,  comunque  variano  (xgyj, 
(nJiI/i)  .  (aJ^yj)  .  (xy)  nel  limite  accennato. 
Dividiamo  l'espressione  (1)  per 


6&  = 


i    a^e    y»! 
1    a:,    y. 
*    a5|    yi| 
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1    <r. 

Vi 

1    X,    y. 

1    a!,    y. 

1    ic. 

Vi 

1    X,    y. 

t    X,    s. 

1      X 

y     -,. 

1    X     y 

+  ..I 

1     X     y 

6A 


61 


La  (1)  ha  certamente  lo  stesso  segno  della  (t).  Teaiamo  lissi  ix^y,)  (x,y,i, 
(a^Vi)  e  facciamo  variare,  fra  i  limiti,  {X  ,  y).  Poniamo  la  espressione  (1)  sette 
la  forma  : 

l(x,y); 
evidentemente  allora 

9(a'eyo)  =  0        ?(i»iyt)  =  0        (p(a:,y,)  =  0. 

Dalla  (7)  sarebbe  poi  facile  Teriflcare  che  ; 

»(a!t5i+5i ,  Jl+li+l,)  +  fix-l,  ,  s-ii,)  +  i(x-U  ,  !/-1>)  -  mx,y)  = 

=  -  I  A<r+5i+ii ,  s+ii,+1i)  +  nx-i,  ,  y-ti,)  +  nx-\, .  s-w  -  SAMl- 

Ife  viene  che  sa  l'espressione  (6)  è  positiva  per 

5,    e    5,<l(<c) 

Il    e    >li<i(!/) 
la 

?(x+5,+5,  ,s+>|,+riJ  +  t(a;-5,  .  s-il,)  + »(a:-Ei    »-1i) -3»(!>ì»)<<I 


5,    e    5,<4Ca!) 

Il    e    >|,<4I!() 

Ha  la  T(a:,v)  ^  ""a  funzione  continua  dì  due  variabili  e  si  annulla oej posti 
(x,  Vo)  •  (x,  y^') ,  (Xi  y,)  ;  esisterli  certamente  un  valore  della  coppia  (x ,  tf)  pir 
cui  la  (2)  assumerà  il  mìnimo  valore  e  sia  (m,n);  allora  per  quanto  (,  ,^,111% 


r— N 
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siano  piccoli  sarà  : 

^(in  +  et +  5»  1  n  +  1i  + 11) -?("*.  n)'^0 

91"»»  =  5,  ,n-i3,)-((i(m  ,n)^0  (8> 

o{m-5i  ,  n  —  Ht)  -firn  ,  «)>0 
e  quindi 

•pCm+g.+S, ,  n+)i,4-ii,)  +  «p(m-5, ,  n-i),)  +  f  (m-5i)  -  3  <p  (m  ,  n)  >  0 

il  che  è  contrarlo  all'ipotesi  ;   cioè  se  questo  punto   esiste  esso  non  pu6  essere 
compreso  nello  spazio  racchiuso  dal  triangolo  GHP;  il  minimo  quindi  é  lo  sero   e 
perciò  la  ^{w ,  y)  si  mantiene  maggiore  di  zero.        e.  d.  d. 
Possiamo  qnindi  concludere 
€  La  condizione  necessaria  e  sumciente  afDnchè  la  funzione 

f  z=f(x,y) 

*  (per  i  raion  di  x  e  j/  compresi  nella  linea  chiusa  UN)  continua  ed  a  un  so 
I  valore,  rappresenti,  mediante  la  rappresentazione  in  coordinate  rettangolari,  una 
■  superficie  convessa,  è  che  per  ogni  punto  (xy)  compreso  nel  contorno  HN ,  si 
<  abbia  una  coppia  di  numeri 

•  4  (0!)  >  0  A  (y)  >  0 
1  tali  che  per  ogni 

•  S,    e    5,<4(aj)  n,    e    ll,<4(y) 

*  l'espressione  : 

«        n«+5i+5i . y+n^nù  +  fc^-it  .y-ii)  +  fi^-it .  v-*i.) -^fi^, y) 

(  sia  diversa  da  zero,  e  costantemente  dello  stesso  segno  i. 

Questo  teorema  è  da  reputarsi  generallzsasione  di  quello  nooeonato  di  Stolz. 
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STUDIO  DI  UN'  ELICA  SFERICA  ED  ALGEBRICA 

NOTA 

DEL 

Dott.  ANGELO  BUFFONE. 


i.  Eliche  ohe  stanno  6u  una  sfera.—  Di  queste  curve  troviamo  aniiluUo 
le  equazioni  intrinseche. 

Si  denotino  perciò  con  a  ,  &  ,  ft ,  tre  costanti  arbitrarie ,  con  peli  ng^i 
(li  prima  e  seconda  curvatura  d'una  curva  e  con  s  il  suo  arco. 

L'equazione  caratteristica  d'una  elica  è  allora  : 


quella  delle  curve  sferiche  : 

Eliminando  T  fra  queste  due  equazioni,  e  poscia  integrando  due  volte  si  ricaia: 
(i)  p  =  AT        ,        T  =  +  V-  s»  +  2  08  +  b  , 

e  queste  sono  precisamente  le  eqtmzioni  tnlrmscc/ie  di  quelle  curre  che  sodo  eli- 
che e  sono  sferiche. 

Si  trova  pel  raggio  R  della  sfera ,    su  cui  stanno  ie  curve  deOaite  daUs  (1) 
il  valore: 

R»=ftMa*  +  &). 

Potremo  in  ogni  caso  supporre,  cambiando  convenientemente  rorìginei=0 
degli  ardii,  la  costante  a  nulla. 
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Passeremo  ora  a  determinare  le  equazioni  in  Cartesiane   delle  nostre  eliche. 

Scelgasi  perciò  un  sistema  di  tri<  assi  Cartesiani  che  abbia  Tasse  z  parallelo 
alle  generatrici  del  cilindro  ru  cui  I'cIìch  6  geodetica,  e  l'asse  y  pnssanta  per  un 
punto  dell'elica  «tessa.  Denoteremo  con  n  l'iirco  della  sezione  retta  di  questo  ci- 
lindro sul  piano  xy ,  con  r  il  raggio  di  curvatura  della  sezione  retta,  con  e  l'an- 
golo costante  d'inclinazione  dellii  tangente  all'elica  colle  generatrici  del  cilindro, 
e  con  8  l'arco  variabile  d'elica. 

Le  eqnasioni  piil  generali  d'una  elica  riferita  a  tale  sistema  d'assi  coordinati 
sono: 

(2)  cB  =  x{u)    ,    y  =  y{u)    ,    z  =  u cot s  : 


Consideriamo  la  sezione  retta  del  cilindro  che  ha  per  equazioni  : 

x  =  cciìì)       ,       y  =  y(u); 

denotiamo  con  a/iu)  ,  y'{ii)  ,  x"{h)  ,  y"iu)  le  derivate  prime  e  seconde  rispetto 
all'arco  u.  Si  hanno  le  formole  : 


Poniamo  : 
ed  avremo  : 


^'-°'"  \/^ -(.-»)■ 


essendo  h  una  costante  arbitraria.  Pongasi  uncora  ; 
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e  si  avrà: 

.    dw  =  A.  eoamtfcos  [if- h)d<f        ,        dy  =  A  sen  m^  eoa  (9  -  A)  ri? 
e  quindi  : 

(3)  ! 

(  y = 4  [  ^fTfi  "^"^ ''■'"''"''*  ~ '*'■'"  iJrn' *'°^  '  ^'^  "'''''■''']  • 

Le  (3)  insieme  alla  terza  equazione  0)  sono  le  cquasioni  le  più  geRerali  d'una 
elica  sferica.  Nelle  (3)  abbiamo  supposto  uguale  a  eero  le  coslanti  d'Integraiione 
le  quali  non  inDuiscono  sulta  forma  della  curva. 

Per  valori  interi  di  m,  gli  sviluppi  di  sen  ]  (mfDyTAf  e  di  cosi(m±l)jTM 
sono  dei  polinomi  in  sem;  e  cescp,  e  perciò,  posto  ail  esempio  acn?  =  v,  si  Ter- 
rebbero ad  esprimere  le  coordinate  d'un  punto  qualunque  dell'elica  con  fuiuioni 
algebricbe  d'  un  parametro  v ,  s'avrebbero  cioè  eliche  algebriche.  Lo  stesso  non 
possiamo  dire  se  m  non  è  intero,  nel  qual  cnso  si  avranno  in  generale  delle  elì- 
ebe  trascendenti. 

2.  Una  partioolare  elica  sferica  ed  algebrica.— Facciamo  nelle  (3)  ffl=ì. 
Seguo  per  le  posizioni  fatte  : 

coBe  =  ^    ,     8=60-    ,     A  =  |r    ,    k  =  -L    ,    n  =  ^s. 

Possiamo  supporre,  senza  ledere  la  generalilÀ,  R  =  2  Avremo  per  le  equ- 
sloni  della  nostra  elica  : 

(4)  aj  =  8  sen?  -  2  sen'ip    ,    y  =  2  cos'tp    ,    z=  -Jz.  senf  ; 
Inoltre  : 

«  =  3  sen  9       ,       8  =  2  VT  sen  9. 
In  funzione  dell'arco  u  della  sezioue  rotta,  si  faa  : 
I 
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=  0-t) 


W  =  C0S*9 


segue  : 

(4")  a;*  =  (1-w)Cl+2ù))>    ,    y»  -  ìm'    ,    5»  =  3{1 -w). 

Sommando  : 

a*  +  y'  +  z»  =  4. 

Ciò  conferma  che  l'elica  è  su  una  sfera  di  raggio  =2.  Si  vedo  inoltre  che 
l'origine  è  nel  centro  di  questa  sfera. 

Per  istudìare  le  proprietà  dell'elica ,  studicremo  prima  le  stie  proiezioni  sui 
piani  coordinati  ,  dcduccndo  poscia  dalla  conoscenza  delle  proprietà  di  queste , 
quelle  della  curva  ^ol>ba. 

3.  La  sezione  retta  del  cilindro  è  l'epicicloide  a  due  cuspidi. -Elimi- 
nando iit  fra  le  prime  due  cquiizieni  si  ha  : 

(5)  (a;»  +  i/-  I)*=~ì(». 

Dunque  la  sezione  retta  del  cilindro,  su  cui  è  situata  la  nostra  elica  è  una 
curva  del  sesto  ^rado,  simmetrica  rispetto  agli  assi  cooniinati  ;  l'origine  è  perciò 
un  centro  di  simmetria  L'asse  x  la  incontra  nei  due  punti  (0  ,  1)  ,  (- l  ,  0)  i 
quali,  si  vede  subito,  sono  cuspidi  di  prima  specie  ;  tangente  cuspidale  é  per  en- 
trambi l'asse  X. 

Questa  curva  poi  è  nient'altro  che  l'epicicloide  a  due  cuspidi  generata  da  un 

cerchio  di  raggio  ^,  ch'è  rotolato  sul  cerchio  fisso  di  equazione  (c'  +  y*— 1=0, 

partendo  dal  punto  (0  ,  1). 

Scriviamo  ora  le  prime  due  equazioni  (i">  sotto  la  forma  : 

(5')  w  =  ±  Vi  +  3w  -  4w*       ,       y  =  ±  2  Vw»  ; 

facendo  in  queste  variare  (•>  da  0  ad  I,  s'ottengono  tutti  I  punti  reati  dell'epici- 
cloide a  due  cuspidi. 

In  corrispondenza  alle  quattro  combinazioni  dei  segni  +  delle  (5')  si  hanno 
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le  porzioni  di  eanta  che  stanno  nelle  quattro  regioni,  in  cui  il  piano  è  diviso  dagli 
assi.  La  caria  essendo  simmetrica,  ri  buferà  studiare  di  essa  l'arco  che  cade 
dentro  l'angolo  lormuto  dalle  direzioni  positive  degli  assi  x  ed  y,  cioè  l'arco  ch'è 
rappresentato  dalle  formole  (Ò'j  prese  col  segno  -<-. 
Si  ba: 


**      2V1 - 


=  Su*. 


Si  Tede  quindi  die  per  la  -  Q  i:  x  -  l ,  y  =  <i;  crescendo  tt>  la  1/  è  sempre 
crcstcnlc,  la  x  cresce  sino  al  punto  m  =  _  ,  per  cui  è  massima,  e  prende  il  valore 

X  =  V  2  ,  indi ,  decrescendo  sempre .  è  ,  per  w  =  l  :a!  =  0  ,  y  =  2. 

Eahte  quindi  nell*  angolo  formato  dalle  direzioni  positive  degli  assi  un  solo 
arco  di  curva  (5) ,  contìnuo  e  tutto  a  distanza  finita,  le  parallele  all'asse  delle  x 
lo  incontrano  in  un  sol  punto;  l'asce  x  nel  punto  d'ascissa  =1;  l'asse  y  nel 
punto  d'ascìssii  =  S  ;  l'arco  è  inGnc  lutto  concavo  rispetto  all'aì^se  y. 

Per  trovare  tutte  le  singolarità  di  cui  è  dotatn  1'  epicicloide  a  due  cuspidi , 
scriviamo  la  sua  equazione  iu  coordinate  omogenee.  Si  ba  : 

F(a: ,  y  ,  0  =  Cr*  +  V*  -  i*)'  -  "  s'  £*  =  0. 

Poniamo  per  brcvilà  :  9  =  a;*  +  y*  —  l'  ;  si  ricava  : 

d¥  d¥  27  3F 

-^  =  eX9'  .  ^  =  (y,'-^J.yL>  ,_  =  - 6,,.- !!„■.. 

Per  i  punti  singolari  si  deve  avere  ; 

dF    dF    dp 


Consideriamo  i  punti  a  Oistnnza  Unita,  per  cui  ò  t=:  1.  A.llora  è  Tacile  vedere 
che  le  sole  coppie  di  valori  a;  ed  y,  che  annullano  le  tre  primo  derivate,  sodo: 

(x  =  0  ,y  =  ±^-^)    ed    {flj  =  ±l.y  =  0). 
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I  punti  dunque 

(a!  =  0  ,  y  =  ±*-^—  ,  (=  l)    ed    {a;  =  ±  1  ,  y  =  0  ,  (=  l) 

SODO  dei  punti  singolari,  e  sono  punti  doppi,  perchè  per  essi  le  seconde  derìvato 
non  sono  tutte  nulle  I  due  punti  (t  1  >  0  >  0  sono  te  cuspidi  di  cui  abbiamo  so- 
pra parlato. 

Resta  ft  vedere,  se  vi  sono  punti  multipli  all'infinito. 

A  questo  scopo,  posto  (  =  0  ,  abbiamo  : 


Queste  equazioni  mostrano  subito  che  i  punti  ciclici  del  piano  sono  singolari 
per  la  nostra  epicicloide.  In  essi  è  sc^  ^  j/*  =  0  e  le  loro  coordinate  sono: 

x=:±i    ,    y  =  \     .    1  =  0. 

In  questi  punti  le  seconde  derivate  s*  annullano  tutte ,  le  tene  derivate 
I  ad  esempio  -r-jj  non  sono  tutte  nulle.  I  punti  ciclici  soa  dunque  punti  tripli. 
Riassumendo  tutte  le  singolarità  dell'epicicloide  a  due  cuspidi  sono  : 

I  Due  punti  doppi  :  se  =  0       ,    y  =  ±  *-—-      >    (  =  1  ; 

1  Due  cuspidi  :  a!  =  ±l,y  =  0  ,    i  =  i  ; 

l  Due  punti  tripli  all'infinito  :    x  =  ±i    ,    y=i  ,i  =  0. 

Di  qui  s)  deduco  che  il  genere  di  questa  epicicloide  è  zero.  La  curva,  essendo 
unicursale,  6  possibile  esprimere  le  coordinate  d'un  suo  punto  qualunque  con  fuo- 
sioD)  razionali  d'un  sol  parametro. 

11  parametro  X  che  rende  razionali  le  equazioni  della  curva  è  legalo  ad  m  e 
a  7  dalle  relazioni  : 

il*  2X  1-X» 
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e  sì  ba; 

Le  coordinate  lere  Cartesiaae  d'uà  paoìo  qQftiimqae  sono: 
,„  I-i';    l-IOi'  +  i*;  161» 

'= ^Tiv •   »=iT^.- 

Os^ertiamo  sub-to  ehc  in  eorrisf-tr.  lenia  ai  qDftttro  «lori  i  ,  -  )l  ,  r  ,  -r-  le 

f'.riEole  fS*;  ''.àf.r.0  qu-'ittro  pur.li ,  che  :t.'.nno  ir»  qn.ittro  quaìrantt  dìwrsi ,  tbe 
s-.fiO  (ree  -:  ti.cr.te  liU'riii  cl.e  s'  oi;--r..or.o  -la  un»  -.i  es<i  per  simmetria  rìsppllo 
:,ii  as^i  Iiue  piiMì  sì"  [DPlric:  hf^'OUo  aira^^e  x  corrì^pmilono  n  «fuc.  valori  M 
I  .min-  tro  >,  4lie  .liflerì-comi  so!o  ;  el  s'^io  ;  e  tii:*'  punii  simmetrici  rispcito  al- 
l' Bse  y  corriaffjnfJoD'j  a  ilue  \aiori  retprtci  «lei  panuiefrj  À. 

Al  primo  quadrarite,  cioè  oell 'angolo  x,y  Tormato  dalle  dircEtoai  posilire  «legli 
i  Sai,  À  Tana  con  continuità  da  0  ad  I  dEScriiendo  tutto  1'  arco  di  cur?a  (5)  che 
rade  dentro  il  detto  ani>olo  e  si  lia  per  À=  0,  il  punlo  <t  ,  0)   e  per  ]k  =  l,  il 

A 

I  unto  (0  .  i).  Si  deduce  che  in  un  secondo  quadrante  (cioè  nell'angolo  -x,y.  * 
v.irìa  da  +  1  a  +  oo ,  in  un  leno  (cioè  nell'angolo  —x,  —y),  3^  varia  da  —  •  a  -  » 

A 

<'(l  in  un  quarto  (cioè  nell'angolo  Xt-y)  X  varia  da  —1  a  0. 

Ebistono  Ire  tangenti  doppie  reali .  che  sono  le  rette  x  =  ±<ji  e  Tasse  s- 
Inflitti   per  u  =  -  abbiamo  visto  clic  li  x  è  massima,  nei  punti  dunque 

(a:=fi    .    J/  =  ±4^)       ed       (x  =  -v/T    .    s=±^) 

le  tangenti,  dovendo  essere  parallele  all'asso  y ,  coincidono  rispettivamente  colle 
rette  x  -  •fi     ,    x  =  --  -Jì  . 

\cdremo  pi''i  sotto  clic  non  esistono  altre  tiingcnti  né  do[ipie  né  d'inflessione. 

Daremo  ora  le  equiizioni  dell'epicicloide  a  due  cuspidi  In  coordinate  dì  rette. 

L'equazione  della  tangente  nel  punto  m  è  : 


2w»(l  -w)»  a;+-(l  -2m)  y-2w»  =0  ; 
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le  sue  coordionte  plfickeriane  sono  dunque  : 

, 1  -  2w 

v.  =  —  vi  —iit  ,  o=  — ^  • 

2  Vw    ' 

eliminando  u  fra  queste  si  Eia  per  l'equHzionc  della  curva  (5)  in  coordiaatA  di  rette 

iw»(l  -u*)  =  (2u»-  1;*. 

Facendo  uso  di  coordinate  omogenee  u  ,v  ,  w,  e  del  parametro  X ,  si  lia  : 

«  =  4X(X»-1)     ,    t)=l-).«  +  X»    ,    w  =  ÌX(l+X»), 

4u*  +  M*  -  4o'  w*  —  4w'  ti*  -  4u*  «*  =  0  ; 

donde  risulta  che  )a  curva  è  della  quarta  classe- 
Abbinato  visto,  e  si  potrebbe  nuovamente  dimostrare,  che  vi  sono  tre  tan- 
genti doppie  che  sono  lo  rette  : 

(H=0  ,f  =  l  ,  w=0)    ,     (ti=l  ,  v=0,  w=+V"2")    ,    (u=l  ,  w=0  ,  w=-\/T) 

La  curva  essendo  della  quarta  classe  ,  si  conohiude  che  non  esistono  altre 
tangenti  né  doppie  né  di  flesso. 

Indicando  con  n  l'ordine,  m  la  classe,  S  il  numero  dei  punti  doppi,  h  il  nu- 
mero  delle  cuspidi,  t  il  numero  delle  tangenti  doppie,  i  il  numera  delle  tangenti 
doppie,  i  il  numero  delle  tangenti  di  flesso,  p  il  genere  di  una  curva  ;  si  hanno 
le  formolc  di  Piucker  : 

/     2p  -  2  =  m  +  fe  -  9« 
\  =  n  +  i  -  2m 

=  n  (n    -S)-2(3  +  A) 

=  m(m  -3)-2Ci  +  i). 

Nel  caso  dell'epicicloide  a  due  cuspidi  abbiamo  : 

m=6,«=4,p=0,T=3,i=0 
e  le  formoie  di  Piucker  s'accordano  a  dare  S  =  k  ,  fts6. 
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Di  qui  sì  conclude,  togliendo  i  due  punti  doppi  (  0  ,  ±  i  ~  >  1  )  e  le  due  en- 

spidi  (±1,0,1),  die  in  ciascuno  dei  punii  ciclici,  che  si  è  visto  essere  un  punto 
triplo,  si  ha  una  singolarità  equivalente  ^d  un  punfo  doppio  e  due  cuspidi. 

Occupiamoci  ora  deirevolvente  deirepicicloide  a  due  cuspidi. 

Prendendo  come  equazioni  della  nostra  epicicloide  le  (4) ,  si  trovano  per  It 
sua  evolvente  le  equazioni  ; 

x  =  i  sen*  9        ,        y  —  &zo8if  -  i  cos*  9. 

Posto  sen*7  =  (i>,  ed  eliminando  quindi  u ,  sì  ricava: 

U  "*"  4        J  ~  i'  i' 

cbe  dimostra  essere  l'evolvente  simile  all'evoluta  rotata  di  90",  e  che  2  è  il  rap- 
porto di  similitudine. 

In  questa  evolvente  coincide,  come  ò  noto,  la  curva  seEioae  della  iviluppabìle 
osculatrico  all'elica  fatta  dal  piano  xy. 

Diurno  ancora  dell'epicicloide  a  due  cuspidi  la  quadratura  e  la  relliQcaitoDC. 

Prendendo  come  equazioni  dell'epicicloide  le  (4),  l'area  racchiusa  dall'arco 
di  curva  (1)  che  cade  dentro  l'angolo  formato  dalle  direzioni  positive  dagli  assi  x 
ed  y ,  0  questi  stessi  assi  è  data  da  : 

/  ydx=-^j   cos*Td9+/   co3'<pd<p  =  t  s; 

segue  che  l'orca  totale  della  curva  è  =  Su. 

La  rettificazione  dell'epicicloide  si  ha  subito  dalla  formola: 

«  =  3  sen  9  =  3  Vi  -u. 

Si  trova  che  l'infero  arr.o  rttti^calo  è  =  12. 

Consideriamo  infine  la  curva  Ilessiana  della  nostra  epicicloide. 

Un  facile  calcolo  mostra  che  dal  primo  membro  dell'equazione  deU'Hes«ut 
si  Etacca  il  fattore  7.  Dunque: 

£'  Hessiana  detl'epictcloide  a  due  cuspidi  si  spezza  in  un  circolo  concentrico 
alla  curva  e  passante  per  le  cuspidi,  ed  in  una  residuale  curva  del  deetmo  e^ 
dine.  Quest'ultima  ha  per  equazione  : 

-2?»  + 3»9»(t» -ì/»)  I»- 2.3»ff»(*?»  -  ^y»l«?  +  2».3'(9» -t»)  i»  =  ». 
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4.  Proiezione  dell'alica  sul  piano  ss.  -  Eliminando  u  fra  la  prima  e  l'ul- 
tima equ.-iEÌonc  (V)  si  ha  : 


La  curva  rappresentata  da  questa  equazione  si  spezza  nelle  due  curve  di  ter- 
l'ordine  : 

che  sono  evidentemente  idcnlictie  di  Torma,  e  l'una  è  simmetrica  dell'altra  rispetto 
ad  entrambi  gli  assi. 

Ci  biisterà  quindi,  per  iatudiare  la  proiezione  dell'elica,  che  noi  consideriamo 
la  curva  deGnìta  da  : 

(1)  5  3'-3j!(*+  -JJ  xi*  =  Q. 

Questa  equazione  mostra  in  evidenza  che  ìl  punto  (1  ,  0  ,  0)  è  una  cuspide  e 
la  retta  1  =  0  è  la  tangente  cuspidale,  cioè  il  punto  all'infinilo  delfaaae  x  è  una 
cuspide  e  lungone  cuspidate  ne  é  ta  rella  all'infinUo. 

La  curva  psssa  per  l'origine,  ivi  la  tanjiente  è  la  retta  a;=  %/Tz,  ia  quale  6 
clinnta  di  60"  coll'asso  z.  Questa  retta  è  precisamente  una  tangente  dì  flnsso. 

L'origine  è  dunque  lin  flesso  ;  esso  è  anche  un  centro  di  simmetria  ;  giacciiò 
tutti  ì  termini  in  x  o  2  nella  (7)  sono  del  grado  dispari.  La  curva  (1)  è  dunque 
una  parabola  cubica  cuspidata,  con  un  centro  di  simmetria  nel  punto  d'inflessione. 

Volendo  descrivere  la  curva  (1)  per  punti,  si  vede  che  la  x  cresce  con  z  quando 

t  varia  da  0  a  -t-  \L ,  per  z  =  \/^  è  massima  ed  ha  il  valore  ai  =  ^/2 .   Aumcti- 


l-yj,perr=^; 


tando  z,  la  ce  decresce  sempre  ed  è,  per  z  =  -;=,  a;  =  0,  indi  decrescendo  sempre 

V2 
la  X  varia  in  tutto  il  campo  negativo  nel  mentre  z  varia  per  valori  tutti  positivi. 
Facendo  poi  variare  z  in  tutto  il  campo  negativo,  otterremo  la  porzione  di  curva 
(1)  simmetrica  alia  precedente  rispetto  all'origine. 

La  curva  è  razionale  perchè  6  del  terz'ordine  con  una  cuspide.  Ed  infatti  ri- 
correnJo  al  parametro  X,  più  sopra  introdotto,  e  ponendo  X*  =  ^i  |  si  ha: 

VCL,  xxxiv.  21 
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Vedremo  più  sotto  (d."  6)  che  per  ottenere  tutti  i  punti  reali  dellVIìca  biiogu 
far  variare  X  du  -i-  oo  a  -  oo  ;  quindi  la  proiezione  dell»  parte  reale  d' elica  sbI 
piano  xz  s'ottiene  dalle  (ormolc  (1'}.  facendo  rariare  )j:  da  0  a  +  » .  ossia  è  fano 
di  curva  (1)  compreso  fra  il  punto  (I  ,  -  v'8)  rhc  si  Im  per  ii  =  »  ed  U  pvuo 
(1  ,  Vd)  che  si  ha  per  ^=.0. 

Da  quanto  precede  segue  immediatamente  clic  t'elica  sulla  sfera  si  tpeìn 
in  due  curve  eguali.  Una  di  queste  potremo  ottenerla  come  complelo  inlerx:iont 
della  sfera  di  equazione  x*  +  y*  +  z*  —  i  =  Q  col  cilindro  cubico  di  equazione  (7). 

5.  Proiezione  dell'alioa  sul  piano  yz.  -  Eliminando  u  fra  le  due  ultime 
equazioni  (i")  si  ha  : 


(B)  ^-^c-^r 


Dunque  la  proiezione  dell'elica  sul  piano  yz  è  una  curva  del  6°  grado,  lin- 
mctrìcn  rispetto  agli  assi  coordinati.  Dalla  forma  stessa  della  sua  equazione^ 
scorge  che  i  due  punti  (.y  =  0,z  =  ±^/3)  sono  cuspidi  di  prima  specie,  tangtnle 
cuspidale  è  per  entrambi  l'asse  z.  Coi  proceUimenti  ordinari,  si  dimostra  che  es> 
stono  quattro  punti  reali  d' inflessione,  che  sono  i  punti  : 

Toicntlo  trovare  tutte  le  singolarità  della  curva  (8) ,  scrìviamo  la  sua  equa- 
zione in  coordinato  omogenee.  Si  ha  : 

(8')  F(a!.!/,0=4(— 3-^)   -yM«=0 

Per  i  punii  singolari  si  annuilnno  le  prime  derifate,  si  Ila  cioè  : 

Tutte  le  solusionl  comuni  a  queste  equaiioni  eono  nel  nostro  osso  : 
(l/  =  0    ,    i=±  ^fT  ,    1=1)       ,       {i/  =  l    ,    J  =  0    ,    1  =  0). 
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I  due  punti  (y  =  0  z  =  ±^/i  ,  t^i)  sono  lo  duo  cuspidi  di  cui  abbiamo 
Bopra  parlnto  ed  il  punto  Cv=l  ,  z  =  0  ,  (  =  0)  è  (si  scorge  subito  dalla  Torma 
slessa  delI'equaElonc  (8'))  un  punto  quadruplo  all'infinito  sull'asse  y,  ove  le  quattro 
lancienti  coincidono  eon  la  retta  airinQnito.  È  cliiaro  poi  che  il  punto  quadruplo 
all'infinito  dell'asse  ^  è  un  punto  isolato,  perchè  la  curva  ò  chiusa. 

Altra  rappresentazione  della  curva  (8)  possiamo  ottenerla,  introducendo  il  pa- 
rametro \  definito  da  (6) ,  colle  formolo  : 

V  =  16X»     .    z=  V"3"(1-X*)0 +X»)«    ,    i  =  (I+X»)>. 

Come  per  la  prolesìone  dell'elìca  sul  pisno  xy ,  ogni  quaterna  di  punti  sim- 
metrici rispetto  a^'lì  assi  .corrisponde  ai  valori  di  X,  ~  ^i  r  i  —  r  <  e  precisamente 

due  punti  simmetrici  rispetto  all'asse  z  eorrispon<lono  a  due  valori  del  parametro 
l  che  diffcrifcono  solo  pel  sc^no,  e  due  punti  simmetrici  rispetto  all'asse  j/  cor- 
rispondono a  due  valori  del  parametro  X  che  sono  reciproci.  Nel  1  quadrante  X 
varia  da  0  a  -i-  1,  nel  li  quadrante  d»  +  1  a  +«>  nel  III  quadrante  da  0  a  -  ), 
e  nel  IV  quadrante  da  —  I  a  —  oo. 

L'equaEÌone  della  tangente  alla  curva  nel  punto  u  ft: 


J/  -f  2  /8"  «»  (1  -  u)»  z  -  2u*'{3  -  2w)  =  0  ; 
le  sue  coordinate  pluckerlane  son  dunque  : 


0  ancora  sotto  forma  omogenea  ed  in  funzione  del  parametro  X  : 

u  =  (l+X»)»    ,    0  =  4  VTxa-X»)    ,    u>  =  *X(3-2X»  f3X»). 

Eliminando  u  fra  le  (e)  sì  ha  per  l'equazione  della  corva  (8)  in  coordinate 
di  rette 


u»  (2w'  -  2o'  - 1)» = i  (  «•  -  i  t,«y , 


il  che  dimostra  essere  la  curca  «iella  sesta  classe. 
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Applicando  quindi  le  fonnolc  di  PIQclier ,  conoscendo  che  nei  presente    caso 
si  ha  : 

m  =  6        ,        n  =  fi        ,        i  =  i, 
sì  trova  : 

8  =6        ,        k  =  i        ,       1  =  6- 

Scgue  da  ciò  che  il  punto  quadruplo  aWinflnUo  eonta  per  sei  punti  doppi 
e  due  cuspidi. 

6.  Proprietà  simmetriche  dell'elica.  -Dallo  studio  che  abbiamo  fatto  delle 
proiezioni  dell'elica  sui  piani  coordinati  deduciamo  quiinto  segue. 

Anzitutto  essa  ò  una  curva  del  sesf  ordine  ;    iiifiittì    abbiamo  dimostrato   che 
essa  sì  può  ollenere  come  intersezione  della  sfera  con  un  cilindro  cubico  di  equa- 

2 
zione  ^  z'-32+  V3  -a:  =  0.  Inoltre  essa  è   una    curva  rozionale  ;  introducendo 

infatti  i)  parametro  X  definito  da  (6) ,  per  mezzo  del  quale  abbiamo  già  espresse 
razionalmente  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  dì  ciascuna  delle  curve  proie- 
zionij  si  hanno  le  coordinate  d'un  punto  qualunque  dell'elica  stessa  espresse  da: 

(1  -).*)(1  +  lOX*  +X')  iW  VT(1  -À») 


le  coordinate  omogenee  sono  : 

(9«)     !B  =  (l-X*j(l  +  10X»+X')  ,  y=  16X'  ,  z=  \/3(l-X«Kl+XV  ,  i  =  a+XV. 

L'elica  è  una  curva  simmetrica  rispetto  al  piano  xz.  Infatti  scambiando  nelle 
(9)  À  in  —X  lo  x,y,z  sì  scambiano  in  se,  -y,  z.  È  simmetrica  rispetto  all'asse  jf, 

perchè  scambiando  X  in  y  '^^  ^  1 1/  •  ^  ^i  scambiano  in  —  a  ,  y  ,  —  z.  È  simme- 
trica rispetto  all'origine,  perché  scambiando  X  in  -~r-lea;,y,z  sì  scambiano  in 
~x,  -y.  -z. 

Tenendo  presenti  le  proiezioni  dell'elìca  sui  piani  xy  ed  yx  si  deduce  la  sui 
disposizione  sulla  sfora, 

Vari  infatti  X  da  0  ad  1  ;  s'otterranno  tutti  ì  punti  dell'arco  d'elìca  che  rade 
dentro  l'angolo  formiito  dalle  direzioni  positive  degli  assi  coordinali.  Quest'arco 
(l'ielica  ne  ha  uno  simmetrico  rispetto  al  piano  xz  corrispondcnteaipnte  ai  Mlori 
di  X  compresi  tra  0  ed  - 1 ,  un  altro  simmetrico  rispetto  all'asse  y  corrìsponden- 
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temente  ai  valori  di  X  compresi  tr<i  + 1  e  +  oo ,  ed  un  terzo  simmetrico  rispetto 
all'originr,  corri  spond(^n  te  mente  ai  valor!  di  À  compresi  tra  -  1  e  -  « , 

Tutti  i  punti  dell'elica  cadono  perciò  net  diedro  formato  dalle  faccie  positive 
dei  piani  xy  ed  yz  e  nel  diedro  opposto. 

La  rettiOcazione  dell'intero  arco  d'elica  sì  ha  poi  subito  dalla  formola  : 


8  =  2^3    VI- 


1-X» 


1  +  X»  • 
Si  trova  per  l'infero  arco  d'elica  retti^ato  8  =  8  •J'S. 


7.  Punti  singolari  dell'elica.  - 1  èìoIì  valori  del  parametro  X  per  cui  si  hanno 
dei  punti  singolari  tanto  per  la  proiezione  su  ooy  che  per  quella  su  yz  sono  : 


Dunque  l'elìca  può  avere  come  punti  singolari  soltanto  i  punti  che  corrispon- 
dono ai  detti  parametri  e  che  però  liaimo  per  coordinate  : 

A(l  ,  0,  VT;  I)  .  B(-l  ,0  ;  -  Vi,  1);C(1  ,Ì  ,0,0)  ;  D(l  ,-i.O  ,0). 

A  vedere  se  effettivamente  i  quattro  punti  A  ,  B  ,  C  ,  D  sono  singolari  per 
l'elica,  facciamo  una  trasformaiione  di  coordinate.  Facciamo  uso  di  coordinate  pro- 
iettive, e  prendiamo  come  tetraedro  fondamentale  il  tetraedro  ABCD.  Introdu- 


d*un  punto  dell'elìca  saranno  : 


(lU) 


V  3 


V -1 


x,  =  os  -i-iy  -  -=  =  4  X'  (i*(ii  +  iX)* 

V3 


£Ct  =  a:  -  )j/  -  -=  =  4  X*  [A* (il  -  tX)*. 
V3 
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Con  queste  formole  8Ì  lede  chiaramente  cbe  i  qudttru  punti  A,  B,  C.  D  sodo 
doppi  per  l'elica.  Consideriamo  infatti  il  punto  X  =  0  esso  è  il  ?erticfl 

del  tetraedro  fondamentale,  le  formole  (10)  dimostrano  cbe  esso  conia  per  due 
intersezioni  dell'elica  con  ciascuno  dei  piani 

a^  =  0  ,  a;,  =  0  ,  a;»  =  0- 

Poìcliè  questi  tre  pinni  non  pnssiino  per  una  medesima  retta,  e  li  punto  A  ila  essi 
determinato  corrisponde  ad  un  sol  valore  del  parametro ,  si  deduce  cbe  le  lao- 
)jenlL  nel  punto  doppio  A  coincidono,  cioè  il  punto  A  è  una  cuspide. 
Analogamente  si  ragionerebbe  per  gli  altri  tro  punti,  dunque: 
X' elica  ammette  come  punii  singolari  aoUanlo  quattro  cuspidi  A,  B.CD, 
e  q'ucBte  sono  corrispondenti  ai  parametri  X  =  0,  w.  +i,  -i;  due  reali  sui 
piano  zx,  e  le  altre  due  imuginarìe  nei  punti  ciclici  del  piano  xy. 

Conferme  remo  questo  risultato  per  altra  via,  e  ciò  dopocbc  avremo  determi- 
nato il  piano  osculatore  in  un  punto  À. 

8.  Tangente  all'elioa.-  Se  (1 ,  ni  ,  n  ,  L  ,  H  ,  N)   sono   lo  coordinate  della 
tangente  nel  punto  X,  si  ha  ; 

dx     dy      dz 
du     (lu     aia 

e  si  può  assumere  : 
(o)        l=3(l-6x»+i*}(l+ì-»)  ,  m=12i(l-i»XH-i»)  ,  n=-  v's' (!+**)*  ; 

indi  essendo: 

L  =  mz  -  ny    ,    1i=nx—ly    ,    N  =  ly  -  mai 

si  trova  : 

(P)        L  =  4^/TK3-2'*^-3«*)  ,  M  =  -  4  ^/T(l-lV  ,  N  =  -12X(l+x»)»- 

Volendo  le  tangenti  cbe  incontrano   una  retta  data  (!' ,  m' ,  n'  ,  L' ,  K' ,  H,) 
basta  sostituire  le  espressioni  troTate  dil,m,n,L,H,N,  nell'equaiioae : 

ìL'  +  mW  +  tiN'  +  i'L  +  m'M  +  n'N  =  0 
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e  si  ha  un'equazione  del  sesto  gra<lo  in  X;' dunque  ogni  rctU  dello  spazio  incontra 
sei  tangenti  dell'elica,  cioè  la  aiti  suilupj>a(iilc  oscuIaiWce  è  d-.l  sal'ordine. 

9.  Piano  osouiatore  —Denotando  con  a  ,  ^  ,  f    tre  quantità  proporilonail 

d'x     d*w     d*z 
a  -T— ;  ,  -r^  .  -r-z  ,  al  può  assumere  ; 
Odi*     dw'     du*        *^ 

«=  VTX(-S-N2X*  +  3x»)    ,     g=^/T(l-X»)•    ,    ■r  = -X(H-X»)». 

Allora  l'equazione  del  piano  osculatore  é: 

1     X-x        Y-j/        Z-2 

0^1  m  n 


=  (tilt-  ftp)  X  +  (rtst  -  ly)  T  +  (I?  -  ma)  Z  -  (La  +  Mp  -f  N-^). 

Soppresso  il  fattore  3(1  — X*j(l +XV.  si  trova  per  l'equaiionc  del  piano  oscu- 
latore : 

(II)        (X'-6X»f  l)fl!+tX(l  -X*)y+  y/T  (ì  +  ì.*)* z  -  i(ì  -  X*)  -  0  ; 

donde  segue  che  per  ogni  punto  dello  spazio  p,'ias.ino  quattro  piani  osculatori  al* 
l'elìca,  e  perciò  la  sua  aviluppabila  oscutalrtce  è  della  quarta  classe. 

In  particolare  i  piani  osculatori  alle  quattro  cuspidi  X=0  ,  ao ,  +i  ,  ~i,  sono  : 

a3+\/Tz-4  =  0    ,    aj-  'jTz  +  4  =  0    ,    jb  -I-  iy  =  0    •    ce  -iy  =  (i. 

10.  Piani  osculatori  doppÌ.-~Gonsideriaiiio  il  piano  osculatore  nei  due  punti 
X  e  p  dell'etica.  I  due  punti  X  e  (l  i^rranno  il  inedegimo  piano  osculatore  tutte  le 
Tolte  che  sono  soddisratte  le  seguenti  equazioni  di  condizione  : 


X*+2X»+J     ii*+2|ji»+1 


X(l-X')_it(Ì->*)' 
(1+XV       (t+ii')» 


l-X'_l-ii' 
UX»     1+ii» 


Le  radici  della  prima  dì  queste  equazioni,  biquadratica  la  X,  sono  \=±^  >  ±  ~  • 
Di  queste  solusioni  lo  sole  elio  soddisfaDO  anche  alla  seconda  equazione  sono  : 
X  =  ii;  e  X=--  . 
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D'altra  parte  (alte  le  s<>luiionì  della  ter»  eqDuione  sono  X  =  f  {i     II  Talora 

danqoe  —  di  À  che  soddisb  alle  prìme  due  equ-ttioni  doTendo  sodJisrare  |ancbe 

alla  tersa  dete  essere  seello  io  modo  ebe  sia  —  =  —  [t ,  cioè  |t  =  ±  (  ■ 

Eniale  quindi  per  feliea  un  sol  pi«no  osculoltre  doppio,  il  quale  oscula  la 
cuna  nei  punti  À  =  -rl  eÀ  =  -l,efa  sua  efUa::ìone  è  : 


11.  Punti  stazionari.  —  Scritta  l'equaiione  (1 1)  del  piano  osculatore  ponendo 
-  in  laogo  di  X,  si  formano  le  quattro  derivate  tene  partiali  rispetto  a  X  e  (l.  Si 
trova  (indicando  brevemente  con  f  il  primo  membro  dell'  equazione  : 


9Y 


i4;-  =  -21lu?-?4iy+    8\/3t«- 


5Y 


—  =  24  jix  +  24  i»  +  34  VT  pz  -  3 


?4ix  +  24piy+    8  va  ^s- 


Fer  avere  i  punii  stazionari  dell'elica  biisterà  eliminare  x  ,y ,  z  Tra   queste 
quattro  derivate.  Così  npcrnndo  si  ricava; 


=  À(*(!^»  +  X')  =  0. 


Donde  segue  che  1  punti  stazionari  sono  quattro,  e  corrispondono  ai  parametri 
\s=(i ,<!>» ,+i ,—i,  il  elio  va  d'accordo  con  quanto  abbiamo  sopra  dimostrato  (n*7}. 
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12.  Sviluppabile  osoulatrioe.  —  Per  avere  l'equaiione  in  coordinale  di  punti 
della  sviluppabile  oBCulatrice  bastii  prenderò  il  discriminante  dell'equazione  del 
piano  osculatore,  la  quelle  ordinata  rispetto  a  X  sì  può  scrivere  : 

Sieeomc  l'equazione  del  quarto  grado 
if)  Oa  X*  +  io,  X>  +  6  0,  X*  +  4a,  X  +  o,  =  0 

ha  per  discriminante  : 

così  ponendo  quivi  : 

a^  =  x  +  <fZ  z  +  4  ,  a,  =  —y  ,  o,  =  -  a;+— ^  ,  aa  =  y  ,  (!4  =  oc  +  \/3r  —  4, 

v'8 

ed  eguagliando  a  zero,  si  deduce  l'equazione  della  sviluppabile  osculatrice  all'elica. 
Si  ha: 

OaO,  -  4  a^a,  +  3  a,»  =  4  (a;»  +  y»  +  2»  -  4) 

OoO,a*  +  2o,o,ai  -  OtO^*  -  a,*»»  -  a,'  =  -  JJLL  z  (ce*  +  v*  +  «'-*)  + 

Posto  : 

S  =  ir»  +  s*  +  2»  ~  4      ,      C  =>  2z"  -  9i  +  3  VTcc 

saranno  S  =  0,  C  =  0,  le  equazioni  della  sfera  e  del  cilindro  passanti  per  l'elìca 
e  rcquaiioQO  della  sviluppabile  osculatrice  è  : 
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L'nnnul  Ifirsi  di  OaUt  —  4  a^a^  +  3  a^*  esprime  lit  condizione  Rfllnchè  le  radici  del 
equazione  </")  si:ino  cquianannonichc  :  dunque  se  per  un  punto  qualunque  drlla 
sfera,  su  cui  sia  Mica,  si  conducano  i  quattro  piani  delia  sua  sviluppabile  osm- 
lalriee,  questi  saranno  equianarmonici. 
L'annullarsi  di 

o,  Oi  0,  +  2  a,  a»  o,  -  o,  a,*  -  a,*  a^  —  a,' 

esprime  la  condizione  nlTlnchè  le  radici  dell'equazione  (/*)  sìeno  armonicbe-,  dan- 
que  :  Il  luogo  di  un  punto,  da  cui  conducendo  i  q^Mltro  piani  della  sviluppabik 
osculalricc  questi  sono  armotiicf,  è  una  superficie  del  Z' ordine  che  ha  per  equa- 
zione : 

3S2  -  2C  =  3z(a!»  + j/  4  z*  -  4)-2(2z'-  92  +  3  ■jTx)=f>, 

essa  passa  evidentemente  per  l'elica  e  per  l'asse  y;  ha  quattro  punii  doppi  che 
sono  le  quattro  cuspidi  dell'elìca.  Questa  e  la  superficie  reciproca  della  superficie 
di  Steiner. 

13.  Curva  doppia  della  sviluppabile  oaculatrice.-Per  la  simmetrìa  del- 
l'elica rispetto  al  piano  zx  le  tan^jenti  nel  punto  ì.  e  nel  punto  —X  s' iDContrano 
in  un  punto  del  piano  7,x,  lo  cui  coordinate  Cartesiane  sono 


e  perciò  lo  coordinate  omogenee  di  tal  punto  (sono  soppresso  il  fattor  cornane  W), 

(12)  x  =  (l+XV    ,     VT-3  =  3-2X»  +  3X*    ,    (=1-1*. 

Posto  X*  =  iiL  0  poscia  eliminando  {x,  si  trova  : 

(12')  aj»-VTzfl!  +  z  =  0, 

questa  curva  del  piano  zx  fa  dunqno  parte  della  curva  doppia  della  sfiluppibile 
osculatrìce.  Efidentemente  essa  é  un'iperbole  che  ha  per  assintoti  le  rette  : 

05  =  0  ,  0!-  VTz=:0. 

Ancora  per  la  simmetria  della  curva  rispetto  all'origine  lo  tangenti  nel  punti 
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X  e  -j-  sono  parallele,  dunque  i  punti  all'infinito  delle  tangenti  sono  punti  doppi 
della  BTìluppabile  osculatrtce  ;  per  questi  pnnti  si  ha  : 

Posto: 

gì  ba,  dopo  aver  diviso  per  (1  -),*)*: 

(ISO  a:  =  1-e*    ,    y  =  2p     ,     -JT  z  =  -  {\  +  p")    ,    1  =  0; 

donde  eliminando  p  si  ha  : 

a;*  -f-  y»  -  32»  =  0  , 

che  è  l'equazione  d'un  cono  di  rotazione  attorno  nlTasso  delle  x  col  vertice  nell'orì- 
gine. La  curva  all' iEiflnito  di  questo  cono  fa  anclt'essa  parte  della  curva  doppia 
della  sviluppabile  nsculatrice. 

La  curva  doppia  della  nostra  sviluppabile  è,  ce  lo  alTtirmeranno  le  fonnole  di 
Cayle;  :  del  quari'oTdine.  Essa  sì  (spezza  in  una  conica  del  piano  zx  ,  ed  in  una 
conica  (reale  e  propria)  del  piano  all'infinito. 

14.  Sviluppabile  bìtangente.  —  Il  piano  comlotto  per  una  tangente  nonnal- 
mente  al  piino  zx  contiene  un'altra  tangente  (la  tangente  sioimoirica  rispcito  al 
piano  za)  e  però  è  un  piano  bitangente.  La  sua  equazione  6  : 

tia:  ~  (jE  -  M  =  0. 

Sostituendo  i  valori  di  i ,  n  .  H  espressi  in  X  dallo  formolo  (a)  o  (^)  sì  ha  : 

(!  +  XV a!  -  (1  -  X*)(l  -  6X»  +  X»)  ^/T.z  -  4(1  -  X^  =  0  ; 

donde  posto  ì.*  =  \l  si  vede  clic  esso  inviluppa  un  cilindro  di  terza  classe,  il  quale 
perciò  fa  parte  della  sviluppabile  bitangente. 
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Gasi  pure  il  piano  condotto  per  un»  tnngentc  e  per  l'origine  contiene  no'altrA 
tangente  (la  tangente  simmetrica  rispetto  all'origine)  e  pc:'ò  ò  ancora  un  piano  bi- 
tangente.  La  eua  equaiione  è  : 

Lr  +  My  +  Na;  =  0 
ossia  : 

Xiì-  2X»  +  3X*)  x-{ì  -X»)>y-  VTX{!  +  X*)*z  =  0  ; 

moltiplicando  questa  equazione   per  rp^^rj-j  e  posto  quindi  p=    _—  si  b*  : 

p(p*+3)a:-2y-*/rp(p*+  l)z  =  0. 

Donde  si  vede  ch'esso  inviluppa  un  cono  di  terza  classe,  e  questo  fa  anch'esso 
parte  della  sviluppabile  bitangente. 

Le  formolo  di  Gayley  ci  diranno  che  la  sviluppabile  bitangente  è  dtìta  sesia 
classe.  Per  quanta  abbiamo  visto  in  questo  numero  possiamo  agj^iungere  eh'  essa 
si  spezza  in  un  cilindro  ed  in  un  cono  entrambi  di  lena  classe. 

15.  Applioazione  delle  formole  di  Cayley-Zeuthen,  —  .\  complemento 
delle  caratteristiche  studiate  per  l'elica  applicheremo  le  Tormole  di  C:iyley-Zeuthen. 

Indichi;  p  il  genere,  n  l'ordine,  m  la  classe  della  sviluppabile  osculatrict, 
r  il  rango  della  curva,  cioè  l'orUine  della  sviluppabile  osculatrice,  fi  il  numero  dei 
punti  doppi  appareni! ,  H  il  numera  dei  punti  doppi  elTettivi ,  g  il  numero  delle 
rette  d'un  piano  per  cui  passano  due  piani  osculatori  dèirelica,  G  il  numero  dei 
piani  biosculatori ,  x  V  ordine  delU  curv.i  doppin ,  y  la  classa  della  sviluppabile 
bitangente.  a.  il  numero  dei  piani  tangenti  stazionari  (d'inil'^ssione),  ^  il  numero 
dei  punti  stazionari  (cuspidi) ,  v  il  numero  delle  tangenti  di  flesso. 

Le  Tormole  di  Cayley-ZeutUen,  che  legano  questi  numeri,  sono  : 

3p-2  =r +  a-2m 
=  r+p-2rt 
=  m-|-n  +  r  —  2p 
=  m(m-8)-2(3  +  G  +  «) 
=cn(n-3)-2(h  +  H  +  p) 
=  r{r-8)-2(a;  +  n  +  t)) 
=  r(r-3)-2(y  +  t»  +  t)) 
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Per  la  nostra  eliea  sappiamo  cho  si  lia: 

p=0    ,    n=6    ,    m=4    ,    r=6    ,    G=l    ,    H=0    ,    p=i: 

0  quindi  si  ricava  : 

h  =  6    ,    0  =  2    ,    a  =  0    ,    tJ  =  0    ,    03  =  4    ,    j/  =  6. 

16.   Rappresentazione   piana  dalla   aviluppabile  osoulatrioe.  -  Espri- 
miamo le  coordinate  d'un  punto  qualunque  dell'elica  per  mesto  di  due  parametri 

omogenei  \  ,  t^  ponendo  ^  =  r^  ;  denotiamo  indi  con  f  uno  qualunque  dei  secondi 
rendiamone  li 

),  =  m  =  l 


(H) 


a;  =  (I  +  6  )■•  -  3  i'>  +  li{3  -  fi  )■*  +  '"*) 

^/T•3  =  3  +  21»  -  )>  +  vO  -  21»  +  81*) 

I  =  (i»+l)»  +  ^(i»+  1)*. 


E  queste  al  variare  dei  parametri  X  e  n  daranno  un  punto  qualunque  della 
sviluppabile  osculatrice.  Tenendo  fermo  X  e  facendo  variare  ;;i  si  hanno  le  coor- 
dinato d'un  punto  mobile  della  tangente  nel  punto  \-  Posto  v.  =  X*  si  ritorna  alle 
equasioni  dell' elica. 

Si  cambi  ancora  il  parametro  {i  introducendo  il  parametro  v  de0nito  da 


si  ricava  (avendo  prima  diviso  le  (14)  per  (1  +  x*)  q  introducendo  inRne  in  laogo 
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X  "*  )( 
dei  parametri  i  e  v,  altri  tre  omogenei  col  porre  '■  =  r*i  ^  =  r*)' 

X  =  21,  >,  (!,»  -  \*)  -  (1.»  -  ).,»)» 

I  V3 -z  =  2  \  ij  (!,»  -  1,*)  -  (3X,*  -  2  i.»  V  +  3  !,•) 
(  =>,x,(l,»  +  V)+(V~V)- 

Mediante  queste  formolo  ad  ogni  punto  x  ,y  ,  z  ,  l  della  superficie  svituppa- 
bile  osculatrice  si  fa  corrispondere  un  punto  (ìmigine).  quando  si  interpretano  le 
',,!,,  1,  come  coordinate  omogenee  dì  un  punto  nel  piiina. 

Si  noti  intanto  die  in  virtù  delle  formolo  (14')  noi  abbiamo  riferita  la  sfilap- 
pabile  ad  un  sistema  di  coordinate  curvilinee  Q. ,  v).  Le  lìnee  x  =  cost.  sono  le  ge- 
neratrici (tangenti  all'elica)  dell»  sviluppabile-  Segue  che  se  una  curva  tracciata 
sulla  superDcie  ha  per  equazione  in  curvilinee  omogenee  f  (X|  •  l'i ,  V  =  (^  >  '^  ^i 
imagine  piana  avrà  la  stessa  equ:i£Ìonc.  In  particolare  le  rette  uscenti  dal  ponto 
(0,  0,  I)  sono  le  imaginì  delle  generatrici  dellu  sviluppabile. 

Ad  una  retta  generica  del  piano  rap  presentii  tiro  corrisponde  sulla  sviluppabile 
una  curvu  rasionale  e  del  4"  ordine. 

Le  sezioni  piane  della  sviluppabile  hanno  per  imagini  piane  curve  rrutonali 
e  del  4*  ordine  con  un  punto  triplo  nel  punto  (0,  0,  I),  ed  hanno  in  qae$lo  punfo 
uno  delle  tre  tangenti  com'tnc  (la  retta  J,  =  0). 

Infatti  l'equazione  della  curva  imaj^ine  della  sezione  fatta  da  un  piano  qualunque: 

Aa:  +  By  f  Ci  +  DI  =  0 

s'ottiene  sostitueado  in  questa  per  x,y,z,l,  le  loro  funzioni  in  >,,v,,i,  espresse 
(la  (El*).  Si  ottiene  cosi  un'equazione  del  4"  grado  nelle  >,  in  cui  1,  entra  solo  al 
primo  grado  e  contiene  come  fattore  ^^.  Son  curve  razionali  poi  perchè  tale  è  una 
curva  del  quarto  grado  con  un  punto  triplo. 

Per  note  proprietà  risulta  che  questa  rappresentazione  piana  è  d'ordtne  ni- 
niino.  L' imagine  dello  spigolo  di  regresso  della  svtiuppoftile  Im  per  egvaiione 
!*  =  (*,  cioè 

l,*),j-l,X,»- 41,  *,*  =  **  » 

e  questa  imagine  è  una  curva  del  lerjs'  ordine  con  un  punfo  doppio  nel  paitii 
(0,  0, 1),  dove  le  tangenti  sono  le  rette  *, +  l,  =  0  ,  i, -i(  =  0. 
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/[  punto  (1 ,  0  ,  0)  è  e  intanine  della  d-spidc  reale  1  =  0,  e  i'  imngìne  della 
tenie  in  questa  cuspide  è  la  retta  i|  =  0. 


igeine  in  questa  cuspiae  e  la  rena  *|  = 
Facendo  nelle  (14')  i,  =  0  ,  \-i=0  si 

x=~\    ,    y  =  0    ,    3=-^/y    .    (=1 


cioè  le  coordinate  dell'altra  cuspide  reale  i=ao.  L'imagine  dunque  dett'aUra  cu- 
spide renle  i  =  oo  è  un  punto  qualunque  della  redn  x,  =0,  clte  perciò  è  una 
rella  singolare  del  piano  TGpprPseniativo. 

La  retta  i,  =  0  è  l'imagine  della  conica  doppia  sul  piano  y  =  0. 

Due  punii  sul  lato  i,  =  0  coniugali  armonicamente  rispello  ai  vertici  dei 
Irian^oto  /bndatncnfale  sono  imn^tni  d'uno  sfeeso  punto  della  superfìcie.  E  ia- 
Tcro  due  tali  punti  hanno  per  coordinate  (X,'  ,  \')  e  (X,' .  —  V  '  ®)  i  6  le  (14') 
sono  del  grado  pari  nelle  X,  ,  \  dopo  che  in  esse  sia  posto  X,  =  U. 

Le  imagini  delle  tangenti  nelle  cuspidi  imaginarie  X  =  i  e  X  =  —  i,  sono  le  rette 

X,  -  ìX,  =  0      ,      X,  +  iX,  =  0. 

Ponendo  nelle  (li")  si  hanno  i  punti  all'inQnito  della  sviluppabile.  Le  curre 
dunque  : 

X,»  +  X,»=0  X,»-X,'-X,X,  =  0 

sono  le  imagini  della  curva  ali*  infinito  della  sviluppabile  Ha  la  coppia  di  rette 
1,'+X,»=0  rappresenta  le  tangenti  nelle  due  cuspidi  imaginarie  ;  dunque  la  conica: 

(IS)  X,'-X,*-X,X,=:0 

è  l'imagine  delta  conica  doppia  sul  piano  aU'infinilo. 

Le  coppie  di  punti  su  gueslo  conica,  che  sono  imagini  d'uno  Blesso  punlo 
deUa  superficie;  appartengono  all'involuzione  c/ic  ha  per  centro  il  punto  (1,0,0). 

ComiaciaiDo  infatti  dall' osservare  le  forinole  (13)  e  (13');  risulta  che  asse- 
gnato a  p  un  valore  (assegnato  cioè  un  punto  sulla  conica  ail'  infinito)  si  hanno 
per  X  due  valori,  e  perciò  due  punti  imagini  d'uno  stesso  punto  p.  D.tto  invece 
UD  valore  a  X  s'ottiene  sulla  conica  all'infinito  un  sol  punto  p. 

Ciò  posto,  oonduciamo  pel  punto  (I,  0,  0)  una  retta.  La  sua  equazione  sarà: 

Troviamo  le  intersezioni  di  questa  rcttu  colla  conica  (IS)    Perverremo  nll'o* 
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la  qu»le,  confrontata  eolla  (13),  ci  Ta  dire  che  i  punti  d' intersesione  della  retta 
colla  conica  (l5)  hanno  per  corrispondenti  sulla  sviluppabile  un  sol  punto  ,   cioè 

il  punto  p  =  2  • 

Il  punto  (0,  0, 1)  è  un  punto  singolare  della  rappresenlazione.  Per  esso  il 
corri Kpondente  punto  della  superficie  è  indeterminato,  avendosi  os  =  y  =  7.  —  t=9. 
Posto  nuovamente  X^^vX,  nelle  (14').  e  poi  passando  al  limite  per  X,  =  0  si  ha; 

X  =  2(t_v»)     ,    y  =  lv    ,     \'3'j!  =  2(t-v»)    ,    (  =  !+v*. 

Tra  lo  quali  eliminando  v  si  ricava  : 

!C  -  -/T  z  =  0      .      05»  +  9»  -  *t*  =  0  , 

equazioni  che  rappresentano  una  conica,  che  sta  sul  piano  x—  *f3  z  =  0  ;  dunque  ; 
il  punto  (11,  0,  1)  b  imogine  di  tutta  una  cSnica  sulla  superficie  nituppabUe. 

Abbiamo  visto  die  l'elica  ammette  come  piano  osculatore  doppio  il  piano 
X—  \'ì  z  =  0,  questo  piano  taglia  la  sviluppabile  secondo  le  tangenti  net  punti 
X  =  +  1,  e  X  =  —  I,  contate  ciascnna  due  volte  ed  in  una  rimanente  conica  ch'i 
precisamente  quella  che  ha  per  imagine  il  punto  (0,  0,  1). 

Palermo,  Gennaio  1896. 
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SOPRA  LA  CONFIGURAZIONE  DI  KUMMER 


EDGARDO    CIANI. 


In  questa  Nota  espongo  una  dìmostriizìone  semplice  della  proprietà  seguente 
la  quale  non  credo  che  fin  qui  sia  stiita  mai  esplicitamente  avvertita: 

t  Una  con^gurazione  d(fUa  spazio  composta  di  16  punii  e  di  16  piani  tali 
che  ogni  punto  ria  conlennio  in  sei  piani,  ogni  piano  contenga  sei  punii  e  non 
esistano  rette  cui  appartengano  piii  di  due  punti  o  più  di  due  piani  delta  con- 
figurazione, è  necessariamente  una  configurazione  di  Kummer  cioè  corrisponde 
a  sé  stessa  in  sei  complessi  a  due,  a  due  in  involuzione. 

1.  Indichiamo  con  Pf ,  t:^  ((' =  1  ,  2  ,  .,  16)  i  punti  e  ì  piani  ddlla  nostra  con- 
Gguraiiooc,  finché  non  a?remo  dimnstnito  di  poterle  applicare  una  notazione  più 
opportuna.  Pur  stabilire  il  teorema  suenunciato  cominceremo  dall'osservare  che  la 
intersezione  di  due  piani  t:^  è  necessariamente  una  retta  congiungento  due  puoti  P{ 
e  viceversa.  Sia  ad  cs.  il  piano  it,  e  in  esso  i  punti  P|  ,  P,  ,  Pj  .  P4  ,  Pj  ,  Pj-  Dico 
intanto  che  le  cinque  intersezioni  di  t:,  con  gli  altri  5  pìiuii  TCf  passanti  per  P, 
sono  le  retle  P,P,  ,  P,Fj ,  P.Pt  ,  P,Pj  ,  P,Ps.  InFatli  ammettiamo  che  4  di  questo 
retto  siano  cITeltìvamentc  le  inlcrsczioni  di  ;:,  con  4  dei  piani  X{  passanti  per  P,, 
ma  die  ciò  non  avvenga  per  la  S'  retta  P^P,  0  che  quindi  ci  sia  per  P,  in  tc,  una 
altra  retta  r  intersezione  di  it,  col  quinto  piano  in  discorso.  Enumeriamo  i  punii  P^ 
clie  nascono  dall'ipotesi  fiilta  relativa  a  r.  Ne  abbiamo  C  in  tc,.  Poi  per  r  passeri 
lin  altro  piano  1:,  che  né  conterrà  (oltre  ?,)  altri  5.  Nell'altro  piano  tu,  per  P,P, 
ne  esisteranno  G  di  cui  due  sono  P, ,  P}  e  un  terzo  al  massimo  potrà  appartenere  a 
rfg.  Quindi  1:,  ci  dà  tre  nuovi  punti  P^  almeno.  E  così  pure  l'altro  piano  r,  per 
P,P,  contiene  6  punti  P,  di  cui  duo  sono  P,  ,  P, ,  un  terzo  potrà  giacere  in  i:,  , 
o'n  quarto  in  s,  :  ma  i  due  rimanenti  sono  cerlumento  due  nuovi  punti  P,.  Ana- 
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jogamente  il  piano  K^  per  P,  P^  fornisce  almeno  un  nuovo  punto  Pj.  In  Uì 
modo  senza  neppure  proseguire,  tro?i;imo  che  il  numero  dei  punti  P^  è  6+5  + 
+  3  +  2  +  1  =  n  contro  le  ipotesi.  A,  più  forte  ragione  si  troverebbe  l'assurdo  se 
supponessimo  che  oltre  la  retta  r  ci  fossero  altre  delle  5  rette,  che  sono  interse- 
zioni di  i;,  con  i  5  rimanenti  pinni  tc,  per  P,  ,  le  quali  non  contenessero  ciascuna 
un  ulteriore  punto  P,.  Dunque  le  rette  P,P,  ,  P.P, ,  P,Pt ,  P,Pj  ,  P,Pg  congiungono 
ognuna  due  punti  P^  e  appartengono  ciascuna  a  due  pianili,.  11  che  dimostra  l'os- 
servazione fatta  perchè  ripetendo  per  P^  e  i:,  per  P^  e  x,  ■■  ?«  e  n,  il  ragiona- 
mento fiitto  per  P,  e  x,  ne  viene  che  Io  IS  intersezioni  di  n,  con  i  15  piani  t, 
rimanenti  sono  tutte  assorbite  dalle  15  congiungenti  a  due,  a  due  i  6  punti  P,-.P4 

2.  Secondariamente  stabiliremo  quest'altra  proposizione.  Se  si  ammette  die  i 
fi  piani  itj  per  uno  stesso  punto  Pf  formino  un  esaedro  ordinato,  ne  consegue  cbe 
anche  i  6  piani  r,  per  un  altro  punto  qualunque  P^  formano  pure  un  esaedro  ordi- 
nato Sieno  due  punti  qualsiasi  P,  ,  Pj.  Ammettiamo  che  i  6  piani  s,  per  P,  for- 
mino un  esaedro  ordinato  e  consideriamo  uno  dei  6  piani  «,-  per  P|  non  passinole 
per  P,,  Sìa  esso  tt,  e  in  tu,  gli  altri  punti  P,  P,  P^PjPg.  Allora  l'esaedro  dei  sei 
piani  ic,  per  P,  darà  per  traccia  sopra  n,  un  esalatero  ordinato  il  quale  sia  ni 
es.  P,  Pj  P,  P,  P,  Pg.  Consideriamo  adesso  i  6  piani  iCf  per  P,  e  la  traccia  del  lero 
insieme  sopra  il  piano  P,  P^P,  che  per  ipotesi  ò  un  piano  ic,.  Kel  piano  P,  F]P] 
avremo  altri  3  punti  Pj  e  tutt'  e  6  convenientemente  congiunti  debbono  costituire 
la  traccia  prodotta  dai  6  piani  K^  per  P,.  Due  lati  di  tale  traccia  sono  certamente 
le  rette  P|Pt  •  PiP]  dunque  essa  non  può  comporsi  di  due  trilateri  altrinieDii 
uno  di  essi  sarebbe  P,  P^  P,  e  per  conseguenza  il  piano  P,  Pj  P,  sarebbe  un  piano 
Ttj ,  quindi  per  la  retta  P,P,  passerebbero  i  3  piani  n^  :  P,P|Pt ,  PjPiP,  .  PjPiPi 
contro  l'ipotesi. 

3.  Ciò  posto,  si  ammetta  che  i  6  piani  Xj  per  un  punto  P^  (e  quiodi  i  6  ^ 
per  ogni  altro  P,)  formino  un  esaedro  ordinato.  Allora  ogni  esaedro  per  ogci 
punto  Pf  fuori  di  te,  dà  come  traccia  un  esalatero  ordinato  :  lo  chiameremo  l'esi- 
latero  relativo  a  quel  punto.  SI  vede  subito  che  gli  esalateri  relativi  a  due  paotì 
Pj  situati  fuori  di  ti,  hanno  sempre  a  comune  due  lati  (e  non  più)  che  non  sono 
consecutivi.  Essi  sono  dati  infatti  dalle  traccie  sopra  i;,  dei  due  piani  lische  poi- 
sano  per  la  retta  congiungente  i  due  punti  P^  che  si  considerano.  Queste  due 
tracce  non  possono  essere  lati  consecutivi  altrimenti  la  retta  suddetta  conterrebbe 
tre  punti  Pf  uno  dei  (juali  in  r,.  Ed  è  evidente  chs  gli  esalateri  stessi  noDbanno 
altri  lati  comuni. 

4.  Risulta  adesso  che  i  sei  piani  itj  per  uno  qualunque  dei  puot!  P,  non  pos- 
sono mai  costituire  un  esaedro  ordinato  ma  debbouo  formare  due  triedri.  InbUi 
consideriamo  il  plano  te,  e  io  esso  la  retta  P,  P,  :  per  questa  passa  un  altro 
plano  ir,  il  quale  oltre  F,  P,  coatione  altri  4  punti  P|,  Gli  esalatori  rclatifi  a 
questi  ultimi  4  punti  In  forza  dello  considerasioni  giifalte  avraana  tutti  acomuDS 
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il  lato  F(  Pj  0  a  due,  a  duo  avranno  un  altro  lato  comune  non  consecutivo  a  P,  P, 
e  niuQ  altro  lato.  Ebbene:  è  facile  vedere  clie  tali  esalateri  non  esistono.  Per  con- 
Tincerscne  si  scrlTnno  i  24  esalateri  (fra  i  60  individuati  da  P, ...  P,)  che  hanno 
P,  P(  per  lato  comune  distribuendoli  in  4  colonne  di  6  ciascuno ,  ponendo  in  co- 
lonna quelli  che  hanno  3  vertici  consecutivi  comuni.  Ad  es  quelli  della  1'  colonna 
siano  dei  tipo  P,  P,  P» . . . ,  quelli  della  2'  del  tipo  P,  P,  Pi .  .  .  ,  quelli  della  3' 
P,  P,P„...  della  i*  P,P,P„....  Poi  si  osservi  che  dei  4  esalateri  che  cerchia- 
mo due  non  possono  appartenere  alla  stessa  colonna  altrimenti  avrebbero  a  co- 
mune due  lati  consecutivi  :  dunque  dovremo  prenderne  uno  per  colonna  e  sce 
glierii  nel  modo  che  s'6  detto.  Si  parta  dall' esalatero  P,  P,  P^P,  P„P„  della  1* 
colonna:  si  vede  subito  che  l'unico  esalatero  della  2'  che  gli  si  possa  associare 
in  guLsa  che  le  condizioni  su  esposte  siano  soddisratte  è  Pi  P»  Pj  P«  Pb  P»-  Ma  al- 
lora si  riconosce  immediatamente  che  nella  3'  colonna  non  esiste  alcun  esalatero 
cbo  si  trovi  nelle  condizioni  volute  rispetto  a  tutt'e  due  gli  esahiteri  già  presi. 
Ciò  dimostra  l'alTermaKione  fatta  al  principio  di  questo  §*  e  quindi  ne  segue  che 
•  preso  un  piano  itj  e  i  6  punii  Pj  che  contiene  le  10  coppie  di  iTiangoli  c/i9 
8t  possono  formare  con  quei  6  punii  cosi  cAe  ogni  eoppia  contenga  luU'a  6  i 
punii  P,  ...  P, ,  cos/itm'scono  (e  10  Jracce  dei  10  gruppi  di  6  piani  ttj  ciascuno, 
che  possano  per  i  10  punii  P^  sifunfi  fuori  di  it^. 

Dualmente  ecc. 

5.  La  conclusione  ultima  permette  di  applicare  alla  nostra  cfz.  la  notuzione 
di  Weber  (*)  la  quale  riposa  unicamente  appunto  sulla  proposiiione  suddetta. 

Ecco  la  tabella  dei  16  punti  e  dei  16  piani: 


il  piano  (11)  contiene  i  punti     11,  12,   13,  14,  15,  16 


(12) 
(13) 
(14) 
(15) 
(16) 
(23) 
(24) 
(25) 


11.  12,  26,  23,  24,  26 

11,  13,  23,  34,  35,  36 

11,  14,  24,  34,  45,  46 

11,  15,  25,  35,  45,  m 

11,  16,  26,  36,  46,  58 

23,  12,  13,  45,  56,  64 

24,  12,  41,  35,  36,  56 

25,  12,  15,  46,  36,  34 


(*)   Cfr.  ad  6S   Sturm  -  Li  nien  geometrie  II  theil  pag-  120. 
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il  piano  (26)  contiene  i  punti    26,  12,  16.  34,  45,  53 

•  (34)  B  »  34,  13,  14,  25,  26,  56 

•  (35)  »  B  35,  13,  15,  26,  24,  64 
»  (36)  .  .  36,  13.  16,  25,  24,  45 
»  (45)  J)  .  45,  14,  15,  23.  26,  36 
.  (46)  B  »  46,  14,  16,  23,  25,  35 
»  (56)  11  •  56,  16,  15,  23,  24,  34 

scambiando  piìino  in  punto,  togliendo  le  parentesi  dnlla  1'  colonna  e  meltendoie 
nelle  iiUre  si  trova  la  tabella  duale. 

Allora  per  completare  la  dimostrazione  del  nostro  teorema  si  scelg»  (m  ì  Ki 
punti  precedenti  un  gruppo  iniziale  di  6,  ad  es. 

SI  ,2i,  36,  16  ,  Il  ,34 

fi  si  applichi  ad  essa  la  nota  costruzione  di  Keye  (')  che  serve  a  ottenere  udì 
delle  12  cTz.  di  Kummer  che  proven^tono  da  6  punti  dati.  Si  scelgano  a  tal  uopo 
i  seguenti  pentagoni 

21,  24,  36,  16,  li 

24,  36,  21,  34,  16 

21,  24,  11,  34,  36 

21,  16,  34,  24,  Il 

24,  16.  36,  11,  34 

21,  16,  11,  36,  34 

e  si  attui  la  eostruzione.  Si  troverà  Tacilmente  che  si  ricade  in  tutta  la  rimancnlt 
eh-  di  cui  i  simboli  sono  quelli  della  tabella  precedente  e  duale.  Ha  essa  nf- 
presentava  la  nostra  cfz-  dunque  il  teorema  è  dimostrato. 


(*)  Giornale  di  Creile,  voi. 
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SULLA  STATICA  DEI  CORPI  RIGIDI 

«ELLO  SPAZIO  A  QUATTRO  DIHENSIOMI 


D.    DE    FRANCESCO. 


Se  esìsta  uno  spazio  a  quattro  o  più  dimeosioni  è  una  questione  flosofiea  in 
cui  non  entreremo. 

Lo  studio  matematico  degli  iperspazi,  anche  quando  la  loro  esislenia  sia  inam- 
missibile, oltre  ad  essere  occasione  d'importanti  ricerche  analitiche,  può  intalmù 
Ciisi  riuscire  utile  per  risolvere  questioni  che  si  presentano  nello  spazio  ordinario. 
Infatti,  come  alcune  proprietà  che  hanno  luogo  nel  piano  si  scoprono  e  si  dimo- 
strano più  Tacilmente  facendole  dipendere  da  altre  già  note  dello  spazio,  cosi  per 
analogìa,  le  proprielà  riscontrate  nello  spazio  a  quattro  o  più  dimensioni  potraDno 
in  qualche  caso  aprire  la  via  alla  risoluzione  di  problemi  riguardanti  lo  spazio  or- 
dinario, la  cui  soluzione  diretta  sarebbe  forse  più  dìfQcile.  * 

Parecchi  lavori  importanti  sulla  geometria  ed  anclie  sulla  cinematica  degli  iper- 
spazi furono  già  pubblicati  ,  ma  nel  campo  della  Meccanica  propriamente  detta 
nulla,  per  quanto  a  me  consta,  è  stato  fatto  finora.  Non  credo  quindi  affatto  ino- 
tìlo  pubblicare  alcune  modeste  ricerche  sulla  statica  dei  corpi  rigidi  a  quattro 
dimeosioni  (•), 


(*)  8ono  fondamentali  nella  teoria  degli  iperspazi  i  seguenti  lavori: 

C.  Jordan.  Essai  sar  la  Geometrie  k  n  dimensiona    (Bullelin  de  la  Società 

inath.  de  France  t.  Ili  1875). 

E.  D'  Ovidio.   Le   fttnziom  metriche  fondamentali  negli  spazi   di  quante  ù 

vogliono  dimensioni   e   di  curvatura  costante   (Reale  Accademia   dei   Lincei.  Anno 

CCLXXIV  (1876-77)  Serie  3.»  Voi.  1.»). 
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Ricorderemo  breTcmcnte  alcuni  prìncipii  riguardanti  lo  spazio  a  quatiro  di- 
mensioni, Bcbbene  essi  possano  riuscire  superflui  a  parecchi  dei  lettori. 

La  posizione  di  un  punto  nello  spazio  a  quattro  dimensioni  è  definita  mediante 
quattro  tariabili  o  coordinale  a; ,  y  ,  ^  ,  u. 

Una  equiizione  lineare  fra  queste  coordinate  deQniscc  un  luogo  geometrico 
che  6  uno  spazio  a  tre  dimensioni ,  e  che  noi  chiameremo  in  seguito  iperpiano 
od  anche  semplicemente  spazio  riserbando  allo  spazio  a  i  dimensioni  la  denomi- 
nazione di  iperspazio. 

Due  equazioni  lineari  simultanee  definiscono  uno  spazio  a  due  dimensioni,  che 
è  identico  ad  un  piano  ordinario  e  che  perciò  si  può  cliìamare  ancora  piano  ;  tre 
equazioni  lineari  definiscono  una  retta,  quatiro  un  punfo. 

Un  iperpiano,  0  spazio,  è  in  generulc  determinato  da  quattro  punti,  o  da  un 
piano  e  da  uo  punto  fuori  del  medesimo,  o  da  due  rette  sghembe,  o  finalmente 
da  tre  rette  concorrenti,  ma  non  situate  nello  stesso  piano. 

Un  piano  è  individuato  da  tre  punti ,  o  da  una  retta  ed  un  punto  fuor)  <li 
essa,  oppure  da  due  rette  concorrenti. 

Una  retta  è  individuata  da  due  punti. 

Due  iperpiani  eì  tagliano  secondo  un  piano  :  due  piani  sì  tagliano  in  generale 
in  un'unico  punto,  se  però  essi  appartengono  ad  un  medesimo  iperpiano  allora  si 
segano  secondo  una  rcttn,  come  avviene  per  i  piani  situati  nel  nostro  spazio. 

Un  iperpiano  tnglìa  un  piano  secondo  una  retta,  e  taglia  una  retta  in  un  punto. 

Un  piano  in  generale  non  taglia  una  reità  ;  la  taglia  quando  (e  solo  quando) 
retta  e  piano  sono  in  un  medesimo  spazio. 

5  2.- 

Avendosi  la  nozione  del  punto  si  passa  facilmente  a  quella  del  corpo  rigido  che 
è  definito  per  la  invariabilità  delle  distanze  di  tutti  i  suoi  punti,  distanze  che  alla 
loro  volta  sì  esprimono  con  formolo  analoghe  a  quello  della  geometria  ordinaria, 
giacché  noi  intendiamo  riferirci  bensì  ad  uno  spazio  a  quattro  dimensioni,  ma  se- 
condo i  concetti  Euclidei. 

La  variazione  delle  coordinate  di  un  punto  in  corrispondeuEiL  del  tempo  costi- 
tuisce il  suo  moto ,  ed  avuta  la  nozione  del  molo  si  passa  immediatamente  alla 
nozione  della  forza,  la  quale  adunque,  come  nello  spazio  ordinario,  è  rappresentata 
da  un  vettore. 

Osservando  che  uno  qualunque  degli  iperpiani  dell'iperspazio  non  è  che  uno 
spazio  a  tre  dimensioni  no  deduciamo  la  conseguenza  fondamentale  che  n  tutte  lo 
forze,  a  tutte  le  rette,  a  tutti  i  piani  giacenti  in  un  medesima  iperpiano  sono  ap< 
plicabill  tutte  le  proprielì  della  Meccanica  e  della  Geometria  ordinaria. 
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Potremo  quindi  stHbìlire  subito  che  la  risultante  di  due  forze  qualunque  è 
la  diagonale  del  paTallelogramma  coslruilo  sulle  medesime.  Di  qui  segue  la  com- 
posizione di  quante  forze  si  vogliano,  applicntc  ad  un  punto  qualunque  nell'iper- 
spazio. Infatti  chiamando  P,P,  ..P,  le  forze  del  sistema  che  si  considera,  potremo 
per  mezzo  del  parallelogramma  trovare  la  risultante  B,  di  P,  e  P, ,  e  quindi  di 
B,  e  Pj  e  cosi  via,  sicché  la  Tisultajìie  di  tvtle  le  forze  del  xislema  è  la  retta  di 
chiusa  del  poligono  delie  forze,  rolla  in  tento  conlraritì,  come  nello  spazio  or- 
dinario. 

Per  analogia  con  lo  8p»zio  ordinario  diremo  che  la  risultante  di  i  forzp  ap- 
plicate ad  un  punto  è  la  diagonale  del  parallelepipedo  a  quattro  dimensioni  che 
ha  per  spigoli  le  quattro  forze. 

Se  si  vuole  decomporre  una  forza  P  applicala  in  0  in  quattro  altre  l'uPti 
Pi,Pt  secondo  le  quattro  rette  OA ,  Ott ,  OC ,  OD  non  giacenti  in  un  iperpiaoD 
occorre  trovare  la  lunghezza  degli  spigoli  del  parallelepipedo  di  diagonale  OP,  che 
si  può  formare  su  queste  quattro  rette.  A  tal  uopo  decomporremo  primieramente 
P  in  tre  forze  P,  P,  Q  secondo  OA  ,  GB  e  l' intersezione  del  piano  OB ,  OC  con 
l'iperpiano  determinato  da  OP  ,  OA  ed  OB.  Quindi  decomporremo  OQ  secondo  OB 
ed  OC  e  queste  saranno  le  due  altre  componenti  P,  e  P,. 

Per  comporre  un  sistema  qualsiasi  di  forze  applicale  ad  un  punto  0  gioverà 
trovarne  prima  le  componenti  secondo  quattro  assi  ortogonali  passanti  per  0,  ed 
allora  la  risultante  del  sistema  sar&  la  diagonale  del  parallelepipedo  atente  per 
spigoli  le  somme  delle  componenti  secondo  i  quattro  assi.  Tutto  ciò  in  perfetta 
analogia  con  lo  spazio  ordinario. 

In  TÌrlù  dell'osservazione  fatta  innanzi  potremo  anche  stabilire  che  due  font 
eguali  ed  opposte  applicale  ad  un  corpo  rigido  neW  iperspazio  lo  tengono  in 
equilìbrio,  donde  si  deduce  che  una  forza  applicala  ad  un  corpo  rigido  si  puù 
fare  scorrere  in  qualunque  punto  lungo  la  sua  linea  d'azione. 

Aoche  neir  iperspazio  chiameremo  coppia  il  sistema  di  due  forse  parallele 
egunli  e  di  senso  contrario,  e  diremo  mometito  di  una  co;>pta  il  prodotto  di  una 
delle  forze  per  la  loro  distanza. 

Essendo  le  forze  che  costituiscono  la  coppia  disposte  in  un  piano,  saranno  ad 
essa  applicabili  anche  nell'iperspazio  i  teoremi  di  Poinsot  relativi  al  trasporto  etl 
alle  trasformazioni  delle  coppie.  Quindi  : 

Una  coppia  può  essere  trasportala  ovunque  nel  suo  pimio  od  in  un  piano 
parallelo  e  si  può  far  girare  come  si  vuole  in  questo  piano  senza  dte  sia  eoa* 
ftia(o  tt  suo  effetto  sul  corpfi  riflttio  al  quale  è  applicata. 

Una  eoppia  qualunque  può  essere  iraFformata  in  un'aKra  posta  nello  ttem 
piaììo,  agente  nel  medesimo  senso  e  di  cjyualc  momento. 

Composizione  delle  coppie.  Consideriamo  due  coppie  qualsiansi  ;  ognuni  di 
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nsc  detrrmina  un  piano  ;  se  questi  duo  piani  truvansi  nello  stesso  ipcrpinno  ni- 
lor»,  per  quEinlo  ci  è  noto  dulia  Statica  ordinaria,  le  due  coppie  si  compongono 
in  una  sola. 

Se  i  Oue  piani  non  appartengono  allo  stesso  iperplano  allora  le  due  coppie 
non  possono  comporsì. 

Inratti,  ricordando  che  una  coppia  si  può  considerare  come  una  forza  Infinita- 
mente piccola  la  cui  lìnea  d'azione  ì:  la  retta  all'infinito  del  piano  su  cui  la  coppìit 
trovasi,  potremo  riguardare  le  due  coppie  come  due  forte  infinitamente  piccole  agenti 
secondo  le  rette  all'infinito  dei  relativi  piani.  Queste  due  rette  saranno  sghembo, 
giacché  se  s'incontrassero  in  un  punto,  ■  due  piani,  avendo  un  altro  punto  comune 
a  distanza  finita,  avrebbero  in  comune  una  retta  e  quindi  apparterrebbero  ad  un 
medesimo  iperpiano,  il  che  abbiamo  escluso. 

Perciò  le  due  forze  non  potranno  comporsi  in  una  risultante  unica,  e  per  con- 
seguenza le  due  coppie  non  potranno  ridursi  ad  una  sola. 

Possiamo  dunque  enunciare  che  due  coppie  ommeflono  una  coppia  rituUante 
tolameiile  quando  sono  nello  stesso  l'perptano. 

Se  ne  deduce  come  corollario  che  Ire  coppie  in  equilibrio  aono  in  un  mede- 
stmo  iperpiano,  doveiida  una  di  esse,  cambiata  di  senso,  essere  risultante  delle 
altre  due. 

Va  Bislema  di  coppie  si  può  sempre  n'ditrrc  a  due  coppie  sole.  Siano 
(P) ,  -  P,)  ,  (Pi ,  -  P,)  ,  (P| ,  -  P,ì ...  le  coppie  date  od  9  un  iperpiano  che  non 
sia  parallelo  ad  alcuna  di  esse, 

Allora  tutte  le  forze  P,  ,  P, ,  P,  ...  incontreranno  8  in  altrettanti  punti  a  di- 
stanza finita,  e  tutte  le  forze  -P, ,  -  P| ,  -P, ...  incontreranno  S  in  altrettanti 
punti  pure  a  distanza  finita. 

Decomponiamo  ciascuna  delle  P,.P,,P,  ....  in  due  forze,  una  perpendicolare  ad 
S  e  l'altra  giacente  su  S;  quello  della  prima  serie  siano  Qt.Qi,Qi,  ...  e  quelle 
della  seconda  siano  R,  ,  R,  .  R,  ...  .  Facciamo  altrettanto  per  le  forzo  -  P, ,  -  P, , 
-P, ...,  le  componenti  della  prima  serie  sar,inno  ~  Q, ,  —  Q, ,  —  Qj...  e  quelle 
della  seconda  —  B,  ,  —  Rj  ,  -  Rj  ,  ...  .  Componendo  fra  loro  rispettivamente  le  Q 
e  le  -  Q  avremo  una  coppia  (IQ  ,  ~  SQ);  un'altra  ne  otterremo  dalla  composizione 
delle  coppie  (R, ,  -  R,)  ,  (R, ,  —  R,) ,  .  .  situato  tutte  nello  stesso  iperpiano  8. 
Così  avremo  ridotto  il  sistema  di  coppie  dale  o  due  solo  per  le  quali  si  potrà  ri- 
petere quanto  abbiamo  detto  innanzi. 

M- 

Vn  tiàlema  di  forze  puA  sempre  ridarai  ad  uno  forza  passante  per  un  punta 
dato  ed  a  due  coppie,  ovvero  a  due  soie  forze.  Sia  0  il  punto  dato  e  trasportia- 
mo ili  esso  tiitte  le  forze.  In  tal  modo  otteniamo  un  sistema  di  forte  equipollenti 
alle  date  ed  applicate  in  0,  ed  un  sistema  di  coppie  nato  dal  trasporto  delle  forze 
Bcl  detto  punto  o  polo.  Componendo  lo  primo  otterremo  una  forza  unica  che  potremo 
voL.  xxxir.  24 
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ctiiAOiare  risuttanle  generale;  le  coppie  invece  dnrannù  luogo  In  generale  ■  due 
coppie  risulUnti. 

Cosi  ò  dimostrata  la  prima  parte  del  tcoremft;  per  dimostrare  la  setoodi 
parie,  dopo  aver  ridotto  i)  sistema  ad  una  risullante  geuerale  R  ed  a  due  coppie 
C,  Ct ,  trasporteremo  queste  in  modo  che  una  forza  di  C,  ed  una  di  C^  pissino 
per  un  punto  di  R.  Allora  R  si  comporrà  con  queste  due  forze  ed  il  sistema  sari 
ridotto  a  sole  tre  forze  cbe  chiameremo  F,  ,  P^ ,  P,  e  che  debbono  ridursi  a  due. 
Se  P,  incontra  lo  spazio  (Pi,P|)  a  distanza  finita  in  un  punto  0, ,  trusfome- 
remo  le  forze  P^tP]  in  altre  due  Q,  e  Q^ ,  la  prima  delle  quali  passante  per  0,. 
Componcudo  Q^  e  P,  avremo  le  tre  forze  P|tPt  Pi  ridotte  a  due  sole. 

Se  P,  è  parallela  all'iperpiano  (Pi.P))  ma  non  parallela  all'asse  centrale  del 
sistema  P|,Ps  t  trasformeremo  P^  e  Pj  in  due  altre  Qi  e  Qj,  la  prima  delle  qoalì 
parallela  a  P, ,  e  potranno  avvenire  due  casi  :  o  cbe  Qt  possa  comporsi  con  P, 
ed  allora  le  tre  forze  F,,P{,P,  rimarranno  ridotte  a  due.  o  che  Q,  formi  con  P, 
una  coppia,  ed  allora  le  tre  forze  P,.Pj.P,  saranno  ridotte  a  questa  coppia  ed  sili 
forza  Qg  ;  ora  una  coppia  ed  una  forza  si  siinno  ridurre  a  due  forte- 
Se  finalmente  P,  è  parallela  all'asse  centrale  del  sistema  P(,Pj,  trasformeremo 
Fj.Pj  in  una  forza  Q,  parallela  a  P,  ed  in  una  coppia  Q, ,  ed  anche  qui  polranno 
avvenire  due  casi  :  o  cbe  Q^  possa  comporsi  con  P,  ed  allora  le  tre  form  P„V„9, 
saranno  ridotte  ad  una  forza  ed  alla  coppia  Q,  (equivalenti  a  due  forze  sghembe). 
0  che  Q,  formi  una  coppia  con  P,  ed  allora  il  sistema  sarà  ridotto  a  due  copiut, 
cosi  le  tre  forze  P|  ,  Pi ,  P«  ossia  tutto  il  sistema  è  ridotto  a  due  sole  forte  od 
a  due  sole  coppie,  ma  anche  in  questo  caso  che  si  verifica  kolo  quando  la  risul- 
tante generale  à  nulla ,  sì  può  dire  che  il  sistema  6  riitotto  a  due  forte ,  poieLè 
ogni  coppia  equivale  ad  una  forza  infinitesima  a  distanza  infinita. 


§5. 


Diremo  momenfo  di  una  forza  rispetto  ad  un  punto  (che  chiameremo  polo] 
il  prodotto  della  forza  per  la  sua  distanza  dal  punto,  ossia  il  doppio  dell'area  del 
triangolo  formato  dalla  forza  e  dal  punto. 

Noteremo  qui  che  il  monento  di  una  forta  rispetto  ad  un  punto  è  eguile  il 
momento  della  coppia  che  si  ottiene  trasportando  la  fona  in  quel  punto. 

Immaginiamo  una  quaterna  di  assi  ortogonali  passanti  per  il  puato  0  ed  in- 
dichiamo eon  X  ,  T  ,  Z  ,  U  le  componenti  della  forza  P  parallele  agli  assi,  eoi 
X  ,y  ,  z  ,u  \a  coordinate  del  punto  di  applicazione  A.  della  P. 

Chiamando  8  la  distansa  di  0  da  P  avremo  : 
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e  quindi  il  quadralo  del  momento  sarà: 

(2)  S»  =  6»P'  =  {a)»+y»+a»+u»)tX»+T'+Z»+U»)  -  (XiF+Yy  +  Zz+Uu)» 
ovvero  facendo  uso  di  una  nota  formola  di  Eulero, 

(3)  S*  =  [(a-U-tiX)  ±  fj/Z-ATO'  +  t'sU-uY)±  (2X-oeZ)l»+  [(^U-iiZ)  ±  (.xY-yX)Y 

=  (kU-wX)*  +  f  j/U-tfT)»  +  (zU-H(Z,»  +  (a;T-i/X)*+ (:!X-a:Z  )»  +  (o:Y-yX)» 

giacché  i  doppi  prodotti  si  distruggono  muluamenle. 

ChiamBniIo  P^  la  proiezione  di  P  sul  piano  0,^  essa  ha  per  componenti 
X,T,0,  0  ed  il  suo  momento  nel  senso  osOy,  rispetto  ad  0,  è  : 

al  -  yX , 

quindi  i  sei  binomi  roppresenlano  i  momenti  dello  proiezioni  di  P  sui  sei  piani 
coordinati,  ovvero  le  proiezioni  sul  medesimi  del  momento  della  P.  A  queste  proie- 
zioni cui  segni  che  hanno  dentro  le  piccole  parentesi  della  (3)  daremo  il  nome  di 
componenti  del  momento  nei  sci  piani  coordinati. 

Abbiamo  già  notato  che  il  momento  di  una  forza  P  rispetto  ad  un  polo  0  é 
cgualA  al  momento  delta  coppia  (P ,  -P)  che  si  ottiene  trasportando  ia  detta 
Torta  nel  polo-  in  virtù  di  questa  osserviiiione  potremo  aggiungere  che  i  binomi 
yl-xY  , ...  rappresentano  i  momenti  delle  coppie  dio  si  ottengono  proiettando 
la  coppia  (P,  -  P)  sui  piani  coordiniiti. 

Faremo  ora  vedere  che  queste  sei  coppie  composte  fra  di  loro  danno  prcci- 
samcnle  luogo  alla  (P  ,  -  P) .  o  ciò  che  è  lo  stesso,  che  la  (P ,  ~T)  si  può  de- 
comporre in  sci  coppie  disposte  sui  piani  coordinati  ed  aventi  rispettivamcute  per 
momenti  i  binomi  indicati. 

Chiamiamo  Og  il  punto  d'intersezione  di  P  con  lo  spazio  ti  =  0,  ed  x^.i/g.^g 
le  reliitivc  coordinate.  Trasportiamo  in  Og  il  punto  di  applicazione  della  P  e  de- 
componiamola in  due,  una  perpendicolare  all'iperpìano  u  =  0,  l'altra  giacente  nel 
medesimo.  La  prima  sarà  V.  la  seconda,  che  chiameremo  Q,  avrà  per  componenti 
seeonlo  i  tre  assi  Ox,  Oj/,  Oz  ,  X  ,  T  ,  Z.  Analogamente  decomporremo  la  -  P  ap- 
plicata in  0  in  una  forza  -  U  perpendicolare  allo  spazio  u=0  ed  in  un'altra  — Q, 
{di  componenti  -  X .  -  T  .  -  Z)  giacente  in  esso. 

In  tal  modo  oUerremo  due  coppie  (U  ,  -  U)  e  (Q,,  -Q,)-  Quest'ultima  la  po- 
tremo decomporre  in  tre  situate  nei  tre  piani  coordinati  yz ,  zx ,  xy  i  cui  mo- 
ment! sono  : 

!/«Z-s.Y     ,    ZiX-x^l    ,    ar^Y-yoX. 
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La  coppia  {U  ,  —  U>  il  cui  inomentu  e  U Vx»*  +  j/o*  + -«*  sì  pu6  decomporre  io 
altre  tre  situate  su^li  nitri  piani  coorJimiti.  Inralti  trasrotmiamo  la  coppia  (U, -Uj 
in  un'altra  (Q, ,  -  Qi)  posta  nella  stesso  pÌMno  e  di  braccio  eguale  all'uniià,  gia- 
cente sull'asse  Oi( ,  ed  avente  perciò  le  forzn  Q,  e  -  Q,  perpcnrlicolari  ad  Ou. 

Ciascuna  di  queste  forze  s;irà  in  grandezza  eguale  a)  momento  della  coppia 
(U,  — U),  e  la  prima  sarà  diretta  in  senso  contrario  al  braccio  V asg' +  y,' +  ;,'. 

Decomponendo  perciò  la  Q^  in  tre  Torze  parjllele  agli  assi  x  ,  y ,  z ,  }t  loro 
grandezze  saranno 

-VWa    ,    -Uyo    ,    -Uv 

Procedendo  analogamente  por  la  —  Q,  otteniamo  tre  coppie  giacenti  nei  piani 
VX  ,  vy  ,  vz  ,  giranti  nei  sensi  uOas ,  iiOy  ,  iiOz  e  di  momenti  -Ux, ,  -Uy, .  -l'^ 
o  giranti  nei  sensi  xOu  ,  yOu  ,  zOu  e  di  momenti  Ud?,  ,  Vy^  ,  ]Jz„. 

Determiniamo  ora  te  coordinute  x,  y,  Zg  <"  ^n'  '^  equazioni  della  linea  di  azione 
della  P  sono: 


dove  x',y',z',u'  sono  le  coordinate  correnti.  Facendo  in  queste  equazioni  u'=0,  ri- 
caviamo: 


U  >"'  U  "  U 

Sostituendo  questi  valori  nelle  sei  espressioni  trovate  abbiamo: 

i/,Z  -  3,Y  =  yZ  -  zY  ,  ZflX  -  aj,Z  =  zX  -  ajZ  ,  (B,Y  -  y,X  =  aiY  -  yX 

Ux.  =  icU-uX  Uy,  =  yU-HY  UZe  =  zU-«Z 

clic  sono  i  binomi  che  entrano  ncll:i  3). 

5  6.' 

MitmeiUo  rlBuUanle.  Consideriamo  un  sistema  di  forze  P  .  P,  ,  P, ....  ed  in- 
dichiamo con  L.U.N  ,  L'.M'.N'  le  sommo  dei  momenti  componenti  di  tutto  le  top- 
pie  nei  sei  piani  coordinati,  siccliù: 

I,  =  !:I!/Z-jY)    M=!:(iX-xZ)    H  =  HxY-yX) 

L'=:(.cU-iiX)    M'=£(!;U-uY)    If=i:(iU  -  iiZ) 
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Chiameremo  momenìo  rUullanle  di  questo  sistema  una  quantità  vettoriale  la 
cui  grnndeiiia  sia  la  raijice  delta  somma  dei  quadrati  di  L,M,N  ,  L',!d',N'  e  la  cui 
posizione  e  verso  siano  detcrminati  dalle  medesime  sei  quantità. 

Avvertiremo  che  questo  luomcnlo  risultnnte  rappresenta  il  momento  di  una 
sola  forza  solo  nel  caso  in  cui  le  due  coppie  risultanti  si  riducono  ad  una  sola. 

Il  momento  Tisullanle  di  piit  forze  applicale  ad  un  punto  è  eguale  al  mo- 
mento della  risultante. 

Siano  P,Pi  ...  le  forze  applictito  al  punto  H  di  coordinate  x  ,y  ,  z  ,u;  ed 
X^  ,  T,  ,  Z,  ,  U,  ;  Xj ,  T,  ,  Zi ,  U, ,  .  .  .  le  loro  componenti  parallele  agli  aasi, 
XiT,Z,D  quelle  della  risultante.  Avremo: 

l  =  yll-zU  =  yì~zY 

M  =  2X-xZ     N=2T-yX     r/=a:U-«X     M'  =  vlI-uY     ìi'  =  yZ~zY 

quindi  il  momento  risultante  di  tutte  le  P  è  uguale  al  momento  della  B. 

Il  momento  risuVnnie  di  piii  forze  applicate  ad  un  corpo  rigido  è  il  mo- 
mento Tìsutlantc  drllc  due  risultanti. 

Infatti  da  un  sistema  di  forze  quiiliinque  si  passa  ail  un  altro  equivalente  for- 
mato di  due  solo  risultanti  ,  mediante  composizioni  o  decomposizioni  di  forze  fl 
trasporti  del  relalivo  punto  di  applicazione  sulla  linea  di  azione  delle  medesime. 

Ora  in  tutte  queste  operazioni  il  momento  risultante  rou  varia,  quindi  potre- 
mo dire  ehe  il  momento  risultante  del  sistema  primitivo  è  uguale  a  quello  delle 
due  risultanti. 

Per  requilibrio  di  piit  forze  applicale  ad  un  corpo  rigido ,  é  necessario  e 
8U/^cien(e  cfte  per  qualunque  punto  dell'iperspazio  il  momcnJo  risultante  sia  nullo. 
£  infatti  necessario,  poiché  se  il  sistema  è  in  equilibrio  esso  deve  ridursi  a  due 
risultanti  ej^uali  ed  opposte  :  ma  il  momento  di  due  forze  eguali  ed  opposte  è 
nullo  per  qualunque  punto  dell'iperspazio,  quindi  sarà  nullo  anche  il  momento  ri- 
sultante del  siftemu  dato.  È  |ioi  siifficienle  ,  giacchi: ,  se  il  sistcìim  non  fosse  in 
equilibrio  darebbe  luogo  a  due  risultanti  non  eguali  ed  opposte  ,  il  cui  momento 
risultante  non  sarebbe  nullo  per  tutti  i  punti  dello  spazio,  come  si  suppone. 

§  7."  — /pcrpiano  cenerate  ed  osse  centrale. 

Se  quadro  forze  si  /(inno  equilibrio,  esse  sono  situale  in  uno  sfesso  fperptano. 

Infatti  prendendo  il  polo  0  sopra  una  delle  forze  la  somma  dei  momenti  delle 
altre  tre  dovrà  essere  nulla  e  per  conseituenza  le  Ire  coppie  nate  da)  trasporto 
delle  tre  forze  nel  punto  0  si  faranno  equilìbrio,  cil  i  Uiro  piani  in  virlù  del  co- 
rollario del  5  3  saranno  nello  stesso  ipcrpiano.  Ciò  vuol  dire  che  le  tre  forte  ed 
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il  polo  0  Fono  nello  stesso  iperpiano;  e  potendosi  ripetere  lo  stesso  ragionamento 
per  tutte  le  posizioni  del  polo  0  sullu  quarta  Torea  ne  deduciamo  rbe  le  quattro 
forze  sono  situate  tutte  nello  stesso  iperpiano. 

Da  questo  teorema  si  deduce  il  seguente  corollario: 

Tutte  le  coppie  di  ì'iiulianli  di  un  siflema  di  forze  neW  iperspazio  sono  in 
un  medesimo  iperpiano. 

Stano  inratti  P,  ,  Q,  ,  P,  Q^  due  coppie  di  risultanti  del  sistema  dato.  Cam- 
biando il  segno  alle  due  risnltnnti  P^Q,  avremo  che  le  quattro  forze  P|.Qii— Fi,-Qi 
si  faranno  equilibrio  e  perciò  saranno .  per  il  teorema  precedente  ,  nello  stesso 
iperpiano.  Lo  stesso  potremo  ripetere  cambiando  le  due  risultanti  Pi,Qi  eon  dae 
allre  qualsiasi ,  le  quali  pure  dovranno  trovarijì  nell'  iperpiano  determinato  da 
P,  e  Q.. 

Quindi  ne  concludiamo  cbo  tutte  le  risultanti  del  sistema  sono  contenute  io 
uno  strsso  iperpiano,  al  quale  si  può  ilare  il  nome  dì  l'perptano  centrale. 

Da  questo  corollario  si  deduce  cbe: 

/(  luogo  dei  punti  che  presi  per  poti  danno  per  momenlo  risullanle  il  mo- 
mento di  una  sola  forza  è  Viperpiano  eonlenenle  tulle  le  risutlanli  del  sistema. 

Infatti  prendendo  per  polo  un  punto  qualsiasi  di  questo  iperpiano,  il  momen- 
lo risultante  di  due  risultanti  qualsìansì  e  quindi  anche  quello  del  sistema  dato 
rappresenta  il  momento  di  una  sola  forsa  (e  ciò  in  virtù  dei  teoremi  della  Slitìca 
oruinaria)  :  invece  prendendo  il  polo  fuori  di  questo  iperpiano  i  due  momenti  e 
quindi  ancbe  le  coppie  corrispondenti  saranno  in  due  piani  appartenenti  a  sp»ii 
diversi,  e  perciò  le  dette  coppie  non  potranno  comporsi  in  una  sola:  ossia  il  mo- 
menlo risultante  non  sarà  il  momento  di  una  sola  forza. 

Essendo,  come  abbiamo  visto,  tutte  le  coppie  di  risultanti  situate  nello  slesso 
ijierpiano  ne  consegue  cho  il  sistema  ammette  un  asse  centrale,  cioè  un  asse  ri- 
spetto a  tutti  i  punti  del  quale  il  momento  risultante  i  minimo. 

Questo  asse  è  situato  nel  detto  iperpiano  centralo. 

Siccone  nell'  iperpiano  centrale  si  vctillcano  tutte  lo  proprietà  della  Statica 
ordinaria,  potremo  dire  cbe  un  sistema  si  può  ridurre  a  due  forze,  o  ad  una  foru 
e  ad  una  coppia,  o  infine  ad  un  (orsore.  cioè  ad  una  forza  diretta  sacomlo  Ynstt 
centrale  e  ad  una  coppia  in  un  piano  perpendicolare  at  medesimo. 

Come  casi  particolari  si  potranno  poi  avere  la  forza  unica,  e  la  coppia  ma. 

La  proprietà  però  che  caratterizia  la  Statica  dello  spazio  a  4  dimensioni  è 
cbe  le  due  risultanti  del  sistema  possono  trovarsi  entrambe  all'infinito,  ne)  quii 
caso  anche  il  piano  centrale  va  all'  infinito. 

Applicando  nell"  ipcrpiuro  centrale  il  teorema  di  Cbnsles,  sì  ha  cbe  il  folume 
del  tetraedro  costruito  ru  due  risultanti  qualsiansi  è  costante.  E''prinicn<lo  il  vo- 
lume di  questo  tetraedro  per  mezzo  delle  caratteristiche  X,t, Z,'D,L,H  ...  del  si- 
stema ne  risulterà  un'espressione  la  quale  è  un  invariante  del  sistrmii,  die  vedre- 
mo in  un'altra  nota. 
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S  i,"  "  Equazioni  d'equilibrio. 

Indicando  con  X,T,Z,U  le  componenti  dì  una  forza  quiilsiasi  del  sistema  riferito 
ad  un  dato  sistema  di  assi  coordinnli,  con  X,"!, Z,U  quelle  della  risultante  RCneralc 
e  con  L.fr.N  ,  L'.H'.N'  le  componenti  dal  momento  risultante,  dovendo  quost'  ulti- 
mo essere  nullo,  dovrà  essere: 

(1)  L  =  0  ,  M  =  o  ,  N  =  0  ,  L'  =  0  ,  M'  =  0  ,  N'  =  0. 

Chiamando  a,b,e,d  le  coordinate  di  un  punto  arbitrario,  dovri  essere  nu!lo 
il  iDomenlo  risultante  anche  rispetto  a  questo  punto  ;  quindi  : 

l~bt+cY=0  M-cX»-aZ=0         N~of +  6r  =  0 

L'-air+dX=0 

e  tenendo  conto  delle  (1) 

fcZ-cY  =  0  cX-«Z  =  0  oY-(.X=0.  aU-dX  =  0,  .  .  . 

Dovendo  finalmente  queste  equazioni  essere  soddisfatte  qualunque  siano  le 
quantità  a  ,  b  ,  e  ,  ci  dovranno  essere  : 

(2)  X  =  0        ,         t  =  0        ,        Z  =  0        .        U  =  0 

Queste  insieme  con  le  (I)  sono  le  condizioni  necessario  e  sufllcienti  per  l'equi- 
librio del  sistema.  Quindi  un  sistema  di  forze  è  in  equilibrio  quando  sono  nulle 
le  somme  delle  componenti  delle  medesime,  parallele  ad  una  quaterna  di  assi  presi 
ad  arbitrio,  e  le  somme  delle  componenti  dei  momenti  delle  forze  stesse  nei  piani 
coordinati  Individuati  dalla  stessa  quaterna.  In  tutto  debbono  essere  soddisfatte 
dicci  equazioni. 

In  altri  termini:  un  siiiema  di  forse  è  in  equilibrio,  quando  le  sue  caralle- 
riBiiche  sono  tulle  eguali  a  zero. 

Napoli,  20  Aprile  189C. 
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UN'  OSSERVAZIONE 
RELATIVA  ALIA  CONFIGURAZIONE  DI  KUMMER 


{Eslratla  da  una  lettera  del  Prof.  T.  Martinetti  al  Prof.  K  Berlini). 


Il  Dolt.  Ciani ,  come  Ella  mi  scrisse,  ha  dimostrato  die  la  Cf.  <Ii  Rum  mcr 
è  la  sola  Cf  (IC|,  ICg)  di  punti  e  piani  nella  quul<!  ogni  elemento  appartiene  a  sei, 
e  sei  soli,  elementi  di  natura  duale  della  Cf.  Nella  Cf.  di  Rummer  la  congiun|;ente 
due  punti  non  ne  contiene  altri  ed  è  intersezione  di  due  piani  della  figura,  e  cor- 
relati vani  ente  :  Ora  si  può  vedere  come,  dopo  la  coppia  di  punti  appartenenti  a 
due  piani,  Cf.  (2t  ,  2J,  ed  il  tetraedro,  Cf.  (4,  ,  i,) ,  quella  dì  Rummer  sìa  la 
più  semplice  delle  Cf.  (»„  ,  n„)  che  soddisfano  a  tuie  proprietà. 

Per  una  cosi  fatta  Cf.  (n„  ,  n^  deve  essere  : 


Per  m  =  2  ,  nt  =  3  vengono  le  nominate  Cf.  (2i ,  Sf)  >  (^s  >  ^)  •  non  sodo  in- 
Tcce  possibili  Cf.  (l, ,  l»)  ,(11j,  11,)  corrispondenti  alle  ipotesi  in  =  4  ,m  =  5,  e 
per  ni  -  6  si  ha  la  Cf.  di  Kunimer. 

Indicbiiimo  con  i,i  {i  =  i  ,2,  ...)  rispettivamente  i  punti  ed  i  piani  di  una 
Cf. ,  Cd  il  simbolo  (i,  1,  m...)_  signiflcbi  cbe  i  punti   i,  l,  m,  ...  della    Cf. 

stanno  sul  piano  a. 

Ogni  Cf.  (74 ,  7t)  del  nostro  tipo,  qualora  esistesse,  dovrebb''  poterai  rappre- 
sentare  sempre,  come  facilmente  si  riconosce,  col  simbolo  : 

(1  2  3  4)_  ,  (1  2  5  6)_  ,  (l  3  5  1)_  ,  (1  4  6  1)_  , 
(2  3  61).  ,  (2  4  5  7)^    (3i5  6)„, 
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donde  appare,  che  le  rcUe  56,  51  .  CI  dovrebbero  segare  i)  piano  1,  al  qunlo 
non   appnrtengono,  nei  punti  difigonali  del  quadrangolo  13  34,  cosa  impossibile . 

Se  esiste  una  Gf.  (ti,  ,  11,)  del  tipo  indicato,  il  piano  t  dovrà  segare  quelli 
appartenenti  ad  un  punto  della  Cf.  non  situato  in  i  secondo  cinque  rette,  delle 
qunli  ciascuna  conterrà  due  dei  punti  della  Gf.  situati  in  i ,  e  ciascuno  di  questi 
apparterrà  a  due  di  quelle  rette,  che  saranno  perciò  ì  lati  di  un  pentagono  sem- 
plice avente  per  vertici  i  cinque  punti  della  Cf.  esistenti  in  i. 

Denominando  opportunamente  ì  punti  delta  Cf.  possiamo  supporre  cho  pei 
piani   passanti  per  I  sia  : 

(I  2  345).  ,  (126  7  8)_  ,  (l  36  9  IO),  .  (I  4  1  9  I  i)_  .  (1  5  8  IO  ll>_. 


Vi  è  poi  (2  3  . .  ■)-  t  I^  C  dovrà  segare  i  piani   per  1   secondo  i  lati  di  un 

pentagono  semplice,  1  è  segato  nel  lalo  2  3;  e  suppcrremo  perciò  2  e  3  il  primo 
e  secondo  vertice  del  pentagono  -,  il  terzo  vertice  sarà  su  3,  l'ultimo  su  2  siccliC 
il    quarto,  che  deve  stare  in  4  e  5,  sarà  il  ed  il  pentagono  in  discorso 

2  3  9  H  8,        ovvero,        2  3  10  11  1. 

Colla  sostituzione  (2  3)(1  9) (8  IO)  si  passa  dall'una  all'altra  Ipotesi,  perciò 
poniamo 

(2389  11)  . 


Sia  (2  4 ...)  .  Con  ragionamento  analogo  sì  trova  che  il  pentagono  secondo 

r 

il    quale  7  sega  i  piani  per  I  non  può  essere  che  2  4  11  lO  G  (non  2  4  9  tO  8 , 
giacché  3  8  9  sono  già  in  6)  o  similmente  si  ricava  : 

(2  4  6  10  11)      ,     (2579  10)_    ,    (3478  10)_  , 

r  B  • 

(3567  11)_,     (4  5  6  89)_. 

Anche  questa  dispositionc  di  punti  e  piani  non  è  compatibile  colla  condiziono 
foiposta. 
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Infatti  :  I  triangoli  3  4  5  ,  1  8  6  sui  piani  lei  dovrebbero  essere  prospet- 
tivi, come  pure  i  triiiogoli  2  4  5  ,  10  6  9  sui  piani  T  e  3  ,  e  2  7  8  ,  9  IO  3  sui 
piani  w  e  3  ;  quindi  : 

12345AÌS186, 

I  234Sa1  10  369a11862, 


Dunque  : 


I2S4SÀ19  1141a1826  1. 


1  2  1  8  6  A  1  8  2  6  7, 


1  2  1  8  6  Al  C  8  1  2. 


1  1  8  lì  2  A  1  6  8  7  2 , 

ciò  che  non  può  darsi  se  6  e  7  sono  distinti  e  se  la  loro  congiungenle,  retta  Dnita 
dì  questa  proiettività,  non  passa  per  uno  dei  punti  uniti  1,2,8. 
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LE  CORRlSPOx\DENZE  UNIVOCHE  SULLE  CURVE  ELLiniCHE 


QUALE  APPLICAZIONE  DEGLI  INTEGRALI  ABELIAM 


PIETRO    PATRASSI 


Il  Prof.  Segre  in  una  sua  pregevole  Memoria  t*)  si  è  OGCupnto  delle  corrispon- 
denze univoche  sulle  curve  ellittiche  e  di  tali  corrispondenze  ba  dimostrato  ele- 
gHiìti  proprietà.  Eijli  si  è  limilnto  nlio  studio  delle  corrispondenze  unìvoche  di  una 
cubica  (che,  come  è  nolo,  è  In  cnrvit  normale,  nel  pìtino,  di  una  curva  ellittica)  in 
se  nicdosima,  poicliè  con  un'ojiporluna  oinogrii[i;>  possono  aversi  le  rorrispoiidenzo 
univoche  fra  due  cubiche  distìnte.  Ed  lia  fiiito  vedere  che  su  due  cubiche,  Oistìnic 
o  sovrapi  osto,  una  coppia  di  punii  oiDologlii  ìn  corrispondenza  univoca,  imlividuii 
2  corrisponilenze  se  le  due  cubiche  sono  generali  ,  i  se  sono  armoniche  ,  6  se 
cquianarmoniche  ;  e  corrisponUentcmeiile  ai  numeri  2  ,  4  ,  6  si  {jenenino  nei  tre 
citsì  allrcltanli  sistemi  oc'  di  corrispondenze  univoche,  tali  che  due  punti  dati  come 
omologhi,  individuano  una  corrispondenza  di  ciascun  sistema.  Ila  dato  poi  elcgan- 
tissìnte  proprietà  dei  prodotti  di  tali  corrispondenze.  In  tutte  le  dimostrazioni  egli 
hit  tenuto  il  processo  geometrico.  In  (jucstii  Nota  mi  propongo  di  riottcnere  tutti 
i  risultati  del  Segre,  seguendo  la  via  trascendente  e  profittando  delle  proprìelà 
Jg^Iì  integrali  di  1*  specie,  che  esistono  sulla  superficie  Riemnnniana  a  cui  lu  curva 
<]nta    è  riferila  bìunivocamenle. 

1.  Troviamo  innanzi  tulio  le  relazioni,  espresse  per  integrali  Abeliani  di  1* 
specie,  che  sussistono  per  le  corrispondenze  univoche  su  una  curva  ellittica.  Se 


(*J  Le  corrispondenze  univoche  sulle  curve  ellittiche  (R.  Acc.  delle  Scienze  di 
Torino.  Voi,  24,  1888-89). 
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consiOeriamo  una  Euperflcie  Rìemannìana  o  la  curva  ellittica  corrUpoailtnte ,  tra 
due  iiitcjjrnli  u,  u'  di  1*  specie  sussiste  la  relazione:  u'  =  au  +  b,  dove  atb 
sono  costanti.  Se  ora  u(z)  ,  u(i')  sono  i  valori  dell'  integralo  di  !*  specie  u  nei 
punti  z,  z'  della  curva  ellittica,  corrispondenti  in  modo  biunivoco,  avremo: 

u(2')sa«(z)  -i-b 

Pei'ò  non  inversiimento  si  ha  una  corrispondenzu  biunivoca  tra  z  ,  2'  per  quakn- 
que  valore  si  dia  ai  a  t  b.  Considerando  la  superficie  Ricmanniana,  resa  scmpli- 
ccnicntc  connessa,  se  u,  ,  u,  sono  i  moduli  di  periodicità  dell' integrale  di  r  spe- 
cie (il  cui  rapporto  —  ,  com'  è  noto,  dev'essere  una  quaniilà  complessa),  le  condi- 
zioni necessarie  e  sufficienti  perché  ad  un  punto  z  corrisponda  un  punto  2'  sono: 

(     au,  =ln  tti,  +  n  U| 

(1)  J  lini,  -  nm,  =  ±  1 

essendo  ni ,  n  ,  nii  ,  n,  intieri.  Dalle  (I),  eliminando  u,  ed  iti,,  si  ottiene  : 

(2)  a»-(m  +  ii,)o±l  =  0. 

Ora  nel  caso  di  a  reale,  usando  lo  (I),  si  trova  ohe  dev'essere  a  =  i:l:  li 
hanno  dunque  le  corrispondenze; 

(A)  ti(3')  =  ±1l(l)  +  fc. 

E  siccome  in  questo  caso  le  (I)  non  d;inno  alcuna  relazione  tra  ì  moduli  **,,*'t 
la  (A)  è  la  forma  più  generale  po^-sibile  delie  corrispondeiise  per  una  curva  ellit- 
tica generale.  E  poicliè  il  parametro  6  t  rimasto  arbitrario  ed  una  coppia  di  punii 
corrispondenti  dtttcrmina  b,  abbiamo  rhc: 

«  Una  curva  ellittica  generale  lia  infinìle  trasForm azioni  biunivoche  in  sé  strsii- 

■  Due  punti  di  una  curva  di  genere  1  individuano  2  trasformazioni  biunivoche  dell» 

■  curva  in  so  stessa  >.  Analoghi  teoremi  abbiamo  sulla  superficie  Riemanniana  «or- 
rispondente. 

Ktsi  caso  poi  di  a  complesso,  si  trova  che  dcv'  essere  : 
1.<*    a  =  ±t;  e  perciò  oltre  alle  corrispondenze  dianzi  trovate,  si  buw 
le  altre: 

(B)  u(z')  =  ±iuisì  +  b; 
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2.*    a  =  ±a,±a*,  essendo  a  una  radice  cubica  immaginaria  dell'unità;  e 
quindi  oltre  alle  corrispondenze  generali  (A) ,  sì  hanno  le  seguenti  : 

(    u{z')  =  ±auiz)-i-t> 
(C) 

Notiamo  che  per  le  corrispondenze  (B)  e  (G)  il  modulo  della  curva  non  è  più 
Ijenerale. 

Seguendo  le  denominazioni  dell'Hurwitz  o  ilei  Segro,  cUiiimiiremo  ordtna- 
rie  le  corrispondenze  (A),  che  esislono  indistintamente  su  tutte  le  curve  ellittiche 
e  singolari  le  (B)  e  (C>  che  esistono  solo  su  curve  a  moduli  particolari. 

%.  Prima  di  passare  allo  studio  dì  queste  corrispondenze ,  vediamo  a  <)uali 
specie  di  curve  convengano  le  corrispondenze  (B)  e  (C). 

Per  questo  osserviamo  che  nel  caso  di  a  complesso  le  (1)  non  sodo  identica- 


mente soddisfalle  e  perciò  avendosi  f posto  ~J=TJ: 


mentre  la  sostituzione  f"'  "  )  non  è  V  identità,  segue,  com'  6  noto  (•).  che  ese- 
guendo una  conveniente  sostituzione  line;irc  sui  perìodi,  si  può  fare  x  =  i  ovvero 
T  =  a.  E  si  vede  fucilmente,  dalla  relazione: 

01  =  mx  +  n, 

che  il  valore  a  =  ±i  avrà  luogo  nel  1,"  caso  ed  a  =  ±a  .  ±a*  nel  2.';  ossia  nel 
caso  delle  corrispondenze  (B)  può  prendersi  t  =  i  e  nel  cnso  delle  corrispondenze 
(C)  ,  T  =  et. 

Ora  è  noto  come  in  una  curva  dì  genere  I,  le  coordinate  possiino  esprimersi 

in  Tunzìone  doppiamente  periodica  di  un  parametro:  »  =  /     ~= ,  ove  R(X)  6  un 

polinomio  di  i.**  }jrado;  e  in  modo  che  ad  un  punto  arbitrario  della  curva  cor- 
risponda, a  meno  di  multipli  di  perìodi,  un  solo  valore  di  h.  Questo  integrale  può 
sempre  ridursi  alla  Torma  normale  di  Weierstrass  e  allora  per  gli  invarianti: 

-  ii-V'  L 35     y       i 


(•)  Klein-Fricke.  EUiptiscke  Modulfunctionen  Bd.  1». 
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(ove  il  simbolo  X  indica  la  sommn  dei  (ermìni  clie  si  hanno  per  tutte  In  com- 
binazioni (li  m  ed  n,  eccetto  quella  ni  =  0  ,  n  =  0) ,  si  hn  : 

Sj  =  i        >        9t  =  } , 

essendo  i  ej  due  invarianti  lispeltìvamtnte  di  2*  e  3*  grado  nei  coefBctcnli  della 
forma  biquadrRtica  tt(X)  ,  che  annullandosi  ci  dà  i  valori  del  parametro  di  un  fa- 
scio tii  rette  per  le  quattro  rette  di  esso  fascio  tan^'^nti  alla  curva  (i  punii  ili 
contatto  essendo  i  punti  di  diramazione). 

Ora  nel  caso  delle  coirispondcnzc  (B)  può  prendersi  T  =  t,  come  abbiamo 'i- 

sto;  ma  allora  g.~  0,  per  l'annullamento  del  fattore    /,  — : -,,  onde /  =  &  e 

^^  (mi  +  vr 
la  curva  è  armonica. 

Nel  caso  delle  corrispondenze  (C)  può  prendersi  x  =  a;  ma  allora  è  jf,  =U 

por  l'annullamenlo  del  fiittore  /,  — r  e  quindi   t  =  0,  e  perciò  la  cuna  è 

'  *^  (ma+ni*       '  *^ 

(quianarmonica. 

Onde  le  corrispondenti  (B)  sussistono  nelle  curvo  armoniche ,  le  (C)  sulle 
cquìiinarmoniche,  e  potremo  dire  : 

I  Data  su  due  curve  ellltticlie  distinte  o  sovrapposte  una  coppia  di  punti  omo- 
u  loghi  in  una  corrispondenza  biunivoca,  il  numero  delle  corrispondenze  co>ì  Jc- 
«  terminate  è  2  (le  A)  s<;  le  due  curve  sono  a  modulo  alTatto  gencmlc ,  4  (le  A 
■  e  B)  se  sono  armoniche,  6  (le  A  e  C)  se  sono  equianannoniche  ■. 

E  siccome  in  ciascuna  di  queste  corrispondenze  la  costante  b  restn  imlcler- 
niìnata,  corrìsiiondentcmcnle  ai  numeri  2,  4.  C,  le  inTinìte  corrispondenze  uniTO 
che  che  si  generano  fra  le  due  curve,  formano  altrettanti  sistemi  oo',  si  clic  due 
punti  dati  come  omologhi  inilividu;mo  sempre  una  corrispondenza  di  ciascun  sislcioa. 

3.  E'I  ora  passiamo  allo  studio  dì  queste  corrispondenze  ed  io  primo  luogo 
veiliamo  di  che  natura  sono.  A  tal  uopo  diamo  un  teorema  che  ci  dà  la  condiruiit 
necessaria  e  sufllcicnte,  allinchò  una  corrispondenza  sia  ciclica.— Sì  abbia pcruni 
corrispondenza  qualunque  su  una  cuna  ellittica  il  ciclo  ~-„,  .  .  .  ,  z^  ,  :,,  cm 
si  abbia  : 

ti{z„)  =  au(Z„.i  +  b)  ;  mz,)  =  aH(z„)  +  b\ 

«  (Zt)  =  ati  (z,)  +  b  ;  il  (;,_,)  =  au  (z,.,)  +  6. 

Componendo  si  ha  ; 

a"-  ! 

a(zj  =  a"u(z„)  +6  --—y  . 
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E  quindi  se  la  corrlspondcnsa  dRta  è  cìclica  di  grado  n(>  1) ,  In  precedente 
relazione  deve  dare  l'identità  e  perciò  dev'essere  a"  =  I  e — -j^-T"^  (mod.  n,,o,)  ; 
come  è  clùnro ,  di  queste  due  condÌEioni  basta  che  sia  veriDcata  la  1*  perchè  la 
sia  iinche  la  2'. -Inversamente  sia  «  {-/=!)  una  radice  n""  dell'unità  (n  >  I):  sì  vede 
subito  che  la  corrispondenza  data  è  cìclica  di  grado  n.  Quindi  : 

<  Condizione  necessaria  e  sufllcìento  alUnchè  una  corrispondenza  biunivoca  su 
(  una  curvii  ellittica  sia  ciclica  di  grado  n(>  1),  è  che  la  costante  a  (=/-l),  sin  una 
f  radice  n""  dell'unità  positiva  >. 

Consideriamo  il  caso  particolare  di  a-i,  vediamo  cioè  quando  la  corrispon- 
denza : 

(a)  ii(z')  =  uC2)  +  6 

è  ciclica  di  grado  n.  Per  questo  dev'essere:  nbsO  (mod.    to,  ,  m,)  ,   da   cui: 

b=  - — !— — -1  onde  si  vede  che  ora  d  non  è  più  generale  come  prima,   bensì 

prende  gli  n*  -  I  valori  dati  dalla  formula  antecedente.  Cio6  :   n  Esistono  n*  —  1 
corrispondenze  (a)  cicliche  di  grado  n  t. 
Ne  segue  in  particolare  : 

<  Sulle  cune  ellittiche  a  modulo  generale  il  sistema  :  u(z')  ^  -  u(z)  +  b  ,  in 
s  cui  a  =  -  1  ,  è  costituito  da  corrispondenze  tutte  involutorie  n;  cosa  che  del  resto 
sì  vedeva  a  priori,  essendo  la  loro  equazione  simmetrica  in  u(z)  ,  u(z')-  -  Di  pifl 
nel  sistema  di  corrispondenze  u{z')=  u{zì  +b ,  sono  contenute  3  corrispondenze 
involutorie,  o  involuzioni  principali,  8  cicliche  di  8"  grado,  IS  di  4°, . . . ,  n*  -  1 
di  grado  ii. 

Sulle  curve  armoniche,  i  sistemi:  u(z')  =  ±iu{z)  +  b  ,  in  cui  a  =  ±i,   sono 
costituiti  da  corrispondenze  cicliche  di  4"  grado. 
E  sulle  curve  equianarmonichc,  i  sìstomi  : 

«(z')  =  «u(z)  +  (>    ,    u(z')=ia*u{z)  -i-b  , 

sono  di  corrispondenze  cicliche  di  3*  grado  ;  mentre  ì  sistemi  : 

«(z')  =  -  a  u(z)  +  b    ,    it(z')  ~  -  o*  I*  (z)  +  6  , 

sono  di  corrispondenze  cicliche  di  6*  grado. 

4.  Consideriamo  il  sistema  : 

fl>  u(*')"-w(z)  +  &. 
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Prendendo  In  cosUntc  arbitraria  dell'integrale  in  modo  che  u  sia  tero  ìddii 
llesBO,  data  una  coppia  di  punti  corrispondenti  u  ,  u'  e  quindi  fissato  b ,  min- 
temente  due  punti  qualunque  corrispondenti  sopo  in  linea  retta  col  punto  -60; 
onde  le  corrispondenze  (1)  sono  proiettoni  della  curva  da' suoi  punti.  Seguendole 
denominazioni  del  Segre,  le  chiameremo  corrispondensc  roEiona^t.-Se  esse  hanno 
un  punto  unito  ;  sarfk 

2tt  -  b  =  0  (mod.  (>),  ,  (0,) , 


(*)  Infatti  la  cosdizioDe  uecesaaria  e  eufficìente  percbd  i  punti  di  una  cnbict 
siano  in  linea  retta  è,  pel  teorema  di  Abel  :  u'  +  u"  +  u'"  =  0  (mod.  u, ,  Ui) ,  es- 
sendo u' ,  u"  ,  u'"  i  valori  dell'  integrale  u  in  questi  tre  punti,  quando  la  coatanU 
addittiva  dell'  integrale  u  sia  determinata  in  modo  che  u  sì  annulli  in  no  pnalo 
di  flesso. 

La  relazione  precedente  ci  risolve  il  problema  dei  flessi  di  una  cubica.  Infatti 
in  un  flesso  essa  diviene: 

3u  =  0  (mod.  ù),  ,  Mj) 
e  quindi 

«=  ~  w,  +— Wj  (m  ,  n  intieri). 
Abbiamo  quindi  9  soluzioni  tin  (i  ,k=0 ,  1 ,  2)  : 

,  u .  ,    sono 

l'i  +  Il  +  t'i  s  0  (mod.  3)     ,    ft,  +  fc»  +  ftj  =  0  (mod.  3) , 

!  3  flessi  sono  in  linea  retta.  Questo  ci  dà  appunto   la  configuraiione  dei  9  fieoi 
di  una  cubica. 

La  relazione  stessa  può  anche  servire  alla  determinazione  dei  poligoni  Stein*- 
rianì  (V.  Clebech  Lindemann). 
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qaindi  ciascuna  ha  4  funli  uniti,  che,  si  vede  facilmente,  corrispondono  ai  punti 
di  conlatto  delle  tangenti  condotte  da  -  b  nlla  cnbica.  Dunque  :  >  Le  corrispon- 
denze raiionali  sono  tutte  involuloric  e  cinscuna  ha  4  punii  uniti  t. 

Si  lede  subito  che  facendo  il  prodotto  di  n  corrispondenze  (I;  si  ottiene  : 
una  corrispondenza  della  stessa  specie  se  n  è  dispari,  o  una  corrispondenza  del 
sistema:  u{z')=u{z)  +  b  (l'identità  quando  />  =  0)  se  n  è  pari. 

Nel  sistema  di  corrispondenza: 

(11)  u(20  =  u(a)  +  6 

è  compresa  Videntilà  {b  =  0).  Tali  corrispondenze  sono  prive  di  punti  uniti,  come 
si  ha  subito  ponendo  x  =  z':  esic  furono  dette  elUKiche. 
Sì  abbiano  le  corrispondenze 

u{x')  =  uiz)  +  b    ;    u{z')  =  -u(z")  +  a.    ,    u(j!")  =  -u(z)+ p. 

Facendo  il  prodotto  delle  due  ultime  si  otterrà  la  1*  se  a  —  ^^b;  quindi.: 
■  Ogni  corrispondenza  ellittica  pu&  considerarsi  in  infiniti  modi  come  il  prodotto 
I  di  3  corrispondenze  razionali,  una  delle  quuiì  arbilrarla  >. 

He  segue  anche;  «  Il  prodotto  di  2  o  più  corrispondenze  preso  ne' due  si- 
(  stemi  è  del  1**  o  del  2"  sistema,  secondo  che  il  numero  delle  corrispondenzo 
R  del  1*  sistema  è  dispari  o  pari  i.  Quindi  le  corrispondenze  del  2**  sistema  for- 
mano un  gruppo,  di  cui  sono  sottogruppi  eccezionali  quelli  costituiti  dalle  corri- 
spondenze ellittiche  cicliche  òi  £",  3",  4",  .  .  .  ,  n"  ordine  (ii"  3). 

Si  abbiano  2  corrispondenze  di  diverso  sistema: 

u(z')  =  -u{z)  +  a        ,        u{z')  =  u(z)  +  ^. 
Risolvendo  rispetto  ad  u  (z')  ,  u  (z) ,  si  ha  : 


Dunque:  <  Due  corrispondenze  dì  diverso  sistema  hanno  comuni  4  coppie  di 
punti  omologhi  a. 

S,  I.c  corrispondence  (1)  e  (II)  studiate  esistono  indistintamente  su  tutte  lo 
curve  ellittiche  e  si  dicono  perciò  oriiinarie  ;  e  per  quel  che  si  è  visto  (n."  1} 
sulle  curve  non  singolari  non  vi  sono  altre  corrispondenze  nnivoche.  Invece  sullo 
curve  armoniche  ed  equianarmoniche  esistono  altre  corrispondenze,  che  per  la  loro 
esistenza  su  curve  a  modulo  non  generale,  si  chiamano  singolari.  Esso  hanno  lutto 
dei  punti  uniti:  data  infatti  su  una  curva  ellittica  una  corriipondenza  it(z';=au(s)-t-b, 

Tot.  XZXIY.  S6 
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se  non  ha  punti  uniti  cioè  se  la  relazione  (a— l)-u(z)  +  I^=0  non  può  aver  luoito, 
dev'essere  a  =  l  e  b  non  ^0,  e  allora  si  ricade  nelle  corri spon<lenie  ordioirte 
ellittiche  ora  studiate. 

Net  caso  armonico  i  2  sistemi  di  corrispoadenze  singolari  sono  dati  da: 

(III)  ti  (Z-)  =  tu  («)  f  6  ,  (IV)  u  (2')  =  -  tu  (i)  +  6 

e  sono  costituiti  da  corrispondenze  cicliche  di  4.*  grado  (ii.*  3)  ed  inversi  I'ddo 
dell'  altro. 

Cerchiamone  E  punti  uniti  :  posto  ji  =  z'  e  rainnienlando  che  u,=iMt  (n.*  !;, 
essi  sono  dati  dalla  : 

c  dando  ad  m  ,  n  le  coppie  di  valori  (0  ,  0)  .  (1 , 1)  ,  (1 , 0)  ,  (0  . 1) ,  si  lianno  i 
valori  per  v{2)  che  due  a  due  coincidono  fra  loro,  a  meno  ili  multipli  di  perìodi: 
quindi  le  corrispondenze  singolari  sulte  curve  iirmonìclic  hanno  2  punti  unili,  cbt 
si  può  Tcdere  sono  coniugati  in  una  delle  3  involuzioni  del  sistema  (11) 

Determiniamo  il  numero  delle  corrispondenze  singolari  dì  cui  una  razionale 
data  Ò  il  quadrato.  Siano  le  due  corrispondenze  : 

u  {z')  =  ±  iu  (4)  +  6        ,        u  (z')  =  -u{z)  +  a. 

Perchè  la  2.*  sia  il  quadiato  della  1.*,  bisogna  che  sia:  6 (1  ± t)  =; a.  doode 

.  _     a        j  (m  T  n)  +  n  ±  m 
1  ±i  2  "* 

e  quindi  si  hanno  per  b  4  valori  distinti,  cioè  vi  sono  4  corrìsponilense  singoUri 
che  godono  della  suddetta  proprietà. 

Se  le  corrispondenzo  (III)  e  (IV)  hanno  coppie  Involutorie,  doTranoo  coesì- 
stere le  relazioni  : 

u(2')s±iu(s)  +  6       ,       uiz)^±iu(fi')  +  b; 

donde  : 

, ,       ò     .  mw,  +  nu, 
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e  si  oUeiigono  4  Talori  di  cui  2  sono  i  valori  di  u(z)  nei  punti  nnìU  (che  sono 
sempre  coppie  infolutorie). 

Riepilogando  i  risultati  ottenuti  ed  altri  che  facilmente  ^i  possono  avere , 
abbiamo  : 

(  Le  corrispondente  singolari  sulle  curve  armoniche  hanno  2  punti  uniti,  con- 
I  iugati  in  una  delle  3  InToIuzlonì  principnlì  ;  esse  sono  cicliche  di  4"  grado  rd 
1  hanno  per  quadrati  corrispondente  rationali.  Ogni  corrispondenza  razionale  è  ìl 
t  quadralo  di  4  corrispondente  singoiar!  a  coppie  inverbe  l'una  dell'altra.  Ciascuna 
(  eorrispODdenta  singolare  ha  una  coppia  involutoria,  che  i  coppia  di  punti  uniti 
t  per  un'altra  corrispondtnza  singolare,  avente  lo  stesso  quadrato  di  quella  >. 

S.  Le  corrispondente  singolari  nel  caso  cquianarmonico  sono  date  da; 

(    u(20  =  <t  u(z)  +  6  l     u(2')  =  -  a  «(2)  +  b 

din  (IVJ 

I    «(«')  =  a»  «{2)  +  6  /    t.(s')=-a*«(2)  +  b 

delle  quali  le  (lU*)  sono  cicliche  di  3."  grado,  le  (IV'j  di  6".  {n."  3j.  I  'i  sistemi 
(111*)  sono  inversi  fra  loro  e  analogamente  i  sistemi  (IV*). 
Si  abbia  la  corrispondenza  : 

u  («')  =  «  «  (2)  +  6 

i  suoi  punti  uniti  sono  espressi  dalla  : 

6         2n  -m-i-«(m  +«)  / 

u  (2)  =  YZr^  "f"  ~^ ^         —  Wi  (w,  -  a  Wj). 

E  dando  ad  m,n  tutti  i  possibili  valori  rispetto  al  modulo  3,  si  hanno  per 
u(,z)  9  valori,  che  per  la  relutione  (<),=«(•),  coincidono  3  a  3;  quindi  la  curri- 
spODdeoza  data  ha  8  punti  uniti.  Lo  stesso  dicasi  per  la  corrispondenza  : 

u  (2*)  =  a*  u  (2)  +  b. 

Se  invece  consideriamo  la  corrispondenza  : 

u  (2*)  s  -  a  «  (2)  +  b  ; 

i  suoi  punti  uniti  sono  dati  dalla  : 

u  £2)  =  - -^  +  (m  -  n)  w,  +  niWi. 


,y  Google 


)(  204  )(  \ 

Essa  Im  quindi  un  solo  punto  unito,  corrispondente  a   m  =  n  =  0;  auloga-    ' 
mente  la  corrispontlenta  : 

u{z')  =  -a}u(.2)+b. 

Quindi  le  corrispondenie  dei  2  siKlcmi  (III*)  banno  S  punti  uniti,  quelle  iti 
sistemi  (IV'i  un  solo  punto  unito.    . 

Come  al  n."  S,  si  potrebbe  vedere  che  le  corrisponilcnse  (111')  sono  priie  dì 
coppie  involutoric;  mentre  le  (IV'j  posseggono  una  coppia  involutoria  e  di  più  oh 
terna  ciclica. 

Si  abbia  una  corrispondenza  razionale  : 

u  Ci")  =  -  u  (j')  +  p 

e  raccÌ;inionc  il  pro<lotto  con  ciascuna  delle  corrispondente  (III')  e  (IV*).  PcrqaHle 
dei  primi  sistemi  (III*)  e  (IV*) 

u  {z")  =  -  a  «  («)  +  6,        ;        n  {z")  =  a  u  (a)  +  6, 

e  risultato  analogo  danno  quelle  dei  sistemi  rimanenti,    cioà  il  prodotto  ili  una 
corrispondenza  singolare  cìclica  di  3*  (06°)  grado  per  una  razionale  è  una  corri- 
spondenza singolare  ciclica  di  6°  (0  3*)  grado- 
Sieno  date  le  2  corrispondenze  : 

u («')  =  -  u a) 4  p        ,        u{z')=-an{x)  +  b. 

Perchè  il  cubo  della  2*  sia  la  corrispondenza  razionale  data ,  doTrà  essere 
3ab  =  -P,  Gioì 

3  _tm,  +  {n  -  m)b), 
2a  2 

0  quindi  abbiamo  4  corrispondenze  dello  stesso  sistema  della  data,  il  cui  cubn 
eguaglia  la  corrispondenza  razionale.  Ma,  coin'È  chiaro,  a  queste  debbono  agginii- 
gersene  altre  4  della  specie 

u  C»')  =  -  a*  «  (i)  +  6- 

Riunendo  i  risultati  ottenuti  ed  altri  facili  ad  ottenersi,  abbiamo: 
a  Le  corrispondenze  singolari  sulle  curvo  equianarmonìclie   sono  cicliche  di 
t  3"  grado  con  3  punti  uniti  e  prive  di  coppie  involutorìe  ;  oppure  sono  ùclicbc  di 
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«  6*  grado  ed  allora  posseggono  un  punto  unito,  una  coppia  involutoria  ed  una 
(  terna  ciclica.  Holtiplicando  una  di  esse  per  una  corrispondenza  razionale,  essa 
>  muta  grado  di  periodicità.    It  quadruto  di  una  corriapondcnsa  singolare  ò  pure 

■  singolare  e  ciclica  di  3^  grado  ;  il  cubo  di  una  corrispondenza  singolare  di  6* 
f  grado  è  una  corrispondenza  razionale.  O^ni  corrispondenza   razionale  è  il  cubo 

■  di  8  corrispondenze  singolari,  a  coppie  inverse  tra  loro  n. 

7.  Le  corrispondenze  singolari  nei  due  casi  armonico  ed  equianarmonico  go  - 
dono  ancora  altre  proprietà  notevoli,  in  particolare  riferentisi  ai  prodotti  di  cor- 
rispondenze appartenenti  al  medesimo  sistema  o  a  sistemi  dilTerenti ,  alle  cappio 
di  punti  omologhi  comuni  a  due  corrispondenze,  ecc. 

Cosi,  nel  caso  armonico  perveniamo  facilmente  ai  seguenti  risultati  : 
K  II  prodotto  di  due  corrispondenze  singolari  su  una  curva  armonica  è  una 
a  corrispondenza  ordinaria,  che  è  razionale  od  ellìttica,  secondo  che  quelle  2  cor- 
Q  rispondenze  appartengono  o  no  allo  stesso  sistema.  Due  corrispondenze  singo- 
1  lari  ibverse  l'una  dell'altra,  appartengono  a  sistemi  diversi,  cioè  i  2  sistemi  di 
«  corrispondenze  (III)  e  (IV),  come  già  è  stato  notato,  sono  inversi  fra  loro.  Come 

■  2  corrispondenze  ordinarie  (n".  3) ,  cosi  "2  corrispondenze  singolari  di  diverso 

■  sistema  hanno  i  coppie  dì  punti  omologhi  a  comune;  invece  una  corrispondenza 
I  or.linaria  ed  una  singolare  iianno  2  sole  coppie  a  comune  e  2  corrispondenze 
I  singolari  dello  stesso  sistema  non  ne  hanno  alcuna  >. 

pel  caso  equianarmonico  otteniamo  : 
■  I  4  sistemi  di  corrispondenze  singolari  sulle  curve  equianarmoniche  sono  2 

■  ciclici  di  i"  grado  (111)  fra  loro  inversi  e  2  ciclici  di  6"  grado  (IT)  pure  inversi, 
a  i  quali  haano  per  quadrati  i  primi  due.  Il  prodotto  di  2  corrispondenze  del  me- 

■  desimo  grado,  ma  di  diverso  sistema,  è  una  corrispondeoui  ordinaria  ellittica, 
1  il  prodotto  di  due  corrispondenze  dello  stesso  sistema,  è  una  corrispondenza  ap- 

■  partenente  at  sistema  quadrato  di  quello.  Il  prodotto  di  2  corrispondenze  di 
I  diverso  grado  è  una  corrispondenza  razionale,  se  il  sistema  cui  appartiene  quella 
n  di  3°  è  il  quadrato  di  quello  contenente  l'altra  ;  se  ciò  non  avviene,  il  prodotto 
E  6  una  corrispondenza  singolare  di  6°  grado  appartenente  al  sistema  inverso  di 

■  quello  cui  appartiene  la  corrispondenza  di  6°  grado  data.  Il  prodotto  di  una 
s  corrispondenza  ordinaria  ellittica  per  una  corrispondenia  singolare,  è  una  corri- 
f  spondenza  singolare  dello  stosso  sistema  mentre  di  2  corrispondenze  singolari , 
I  di  cui  l'una  sia  il  prodotto  dell'altra  per  una  corrispondenza  razionale,  l'una 
K  sari  ciclica  di  6"  grado  e  l'altra  di  3°  del  sistema  inverso  a  quello  del  quadrato 
t  di  essa  >. 

Pìfl  in  generale  poi  il  prodotto  di  un  numero  qualsiasi  di  corrispondenze  sin- 
golari prese  nei  4  sistemi  (IH)  e  (IV),  è  una  corrispondenza  espressa  da  : 
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la  quale  se  : 

m  ^  0    (mod.  3) ,  è  ordinaria 

se  :  ni^  1    (mod.  3) 

80  :  fli=  2    (moi].  3) 


;  singolare 


ossia:  «  Il  prodotto  di  un  numero  quiiìsitisi  di  corrÌ8|iondenta  singolari  prese nti 
R  4  sistemi  (in  e  IV>  è  una  corrìspondcniin  ordinaria  o  singolare  :  e  precisnmcnle 
«  nel  I**  caso  è  ellitticii  o  razionale  ,  e  nel  2"  ciclica  di  3*  o  6"  grado  ,  secondo 
u  cbè  il  numero  delle  corrJHpondcnzc  cicliche  di  6^  grado  6  pari  o  disparì  i. 

Riguardo  alle  coppie  comuni  a  2  corrìspondenie  singolari  sulle  cune  c^m■ 
B  narmoniche,  si  trova  fucihiiente  che  : 

«  Due  corrispondenze  singolari  di  diiTerente  grado,  linnno  comune  I  sola  cap- 
ii pia  di  punti  omologhi,  ovvero  i,  secondochè  la  corrispondenia  di  3*  grado  ap 
V  parlicne  ad  un  sistema  che  è,  oppure  non  è,  il  quadrato  di  quello  clie  contiene 
<(  la  corrispondenza  di  6*  grado  ;  invece  2  corrispondenze  singolari  di  egual  grado, 
«  nm  niipartcncnti  a  differenti  sistemi,  hanno  3  coppie  comuni.  Una  corrispondcDU 
■  di  3°  grado  ba  comuni  con  una  corrispondenza  ordinaria  1  oppure  3  coppie,  se- 
([  condochè  la  corrispondenza  ordinaria  è  razionale  o  ellittica  ;  accade  il  fnlto 
0  inverso  per  le  coppie  comuni  ad  una  corrispondenza  singolare  di  6*  grado  e  id 
i(   una  corrispondenza  ordinaria,  rispettivamente  razionale  od  ellittica  r. 

H.  Si  abbiano  le  corrispondenze  : 

A)u(z')  =  au{z)+b,  B)  uiz')mhu(z)  +  k, 

B-')    u(s')  =  ^,«(2)-^. 

delle  quali  la  B~'  è  l'inversa  di  B.  La  trasformata  di  A  con  B  è  : 

BAB~')  u  (z') ^au(z)  +  d,        in  cui        d  =  bh -ak^k. 

Ne  segue  che  affinchè  la  BAB~*  coincida  con  A ,  ossia  perchè  la  A  sia  per- 
mutabile  con  la  B ,  è  necessario  che  si  abbia  : 

bh  —  ah  +  It^b    (mod.  u,  ,ia^). 

É  anche  sufficiente,  perchè  supposta  vera  la  relazione  precedente  tra  le  co- 
stanti a  ,  b  ,h  ,k  delle  corrispondenze  A  ,  B ,  questi  sono  permutabili. 

Quindi  :  «  Condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  una  corrispondenu  A 
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«  sia  irnsformata  in  sé  stessa  da  una  corri spondenza  B  (ossia  A.  sia  permutabile 
I  con  B) ,  è  che  sia  soddisfatta  la  relazione  : 

■  bk  —  ah  +  k  =  b    (mo'l.  u,  IO,) , 

I  in  cui  a  ,  b  sono  le  costanti  relative  alla  corrispondenza  A  ,  A  ,  ft  quelle  rela- 
v  live  alla  corrispondenza  B  d. 

Applicando  il  teorema  precedente  ai  dirersì  sistemi  di  corrispondenze  studiati, 
otteniamo  : 

■  Esistono  3  corrìspondenzo  razionali  permutabili  ad  una  corrispondensa  ra- 
I  zionale  fissata:  i  centri  di  proiezione  delle  4  corrispondenze  preceilenti  lianoo 
a  lo  stesso  tangenziale;  le  3  ìnToluzioni  principali  sono  permutabili  con  ogni  cor- 
t  rispondenza  razionale.  Ogni  corrispondenza  ellittica  è  trasformata  in  sé  stessa 
n  da  qualsiasi  corrispondenza  dello  stesso  sistema  e  nella  sua  inversa  da  qualun- 
«  que  corrispondenza  razionale. 

•  Ogni  corrispondenza  singolare  sulla  curva  armonica  è  permutabile   con  un 

0  altra  corrispondenza  ilello  stesso  sistema  ;  invece  ogni  corrispondenza  singolare 
a  del  sistema  III  (o  IV)  è  permutabile  con  2  altre  corrispondenze  del  sistema  IV 
B  (o  III).  Esistono  2  corrispondenze  razionali  permutabili  con  una  singolare  mentre 
t  esiste  una  sola  corrispondenza  ellittica  permutabile  con  la  stessa  ed  ò  quella 
a  involuzione  principale  in  cui  sono  coniugali  i  punti  uniti  di  essa  corrispondenza 
a  singolare  :  ecc. 

<t  Sulle  curve  equìanarmontcbe  esistono  3  corrispondenze  singolari  cicliche  di 

d  3"  grado  permutabili  con  ogni  corrispondenza  singolare  dello   stosso  sistema; 

E  invece  non  esistono  corrispondenze  singolari   cicliche  di   6°  grado   permutabili 

a  con  una  corrispondenza  dello  stesso  sistema  (prescindendo  da  sé  stessa).   Esi- 

1  stono  3  corrispondenze  cicliche  di  6"  grado  permutabili  ad  una  corrispondenza 
«  ciclica  di  3**  grado  ;  invece  esiste  una  sola  corrispondenza  ciclica  di  3°  grado 
K  permutabile  con  una  dì  6*>.  Vi  sono  tre  corrispondenze  razionali  permutabili  ad 
•  un»  corrispondenza  singolare  ciclica  di  S"  grado;  e  prescindendo  dall'identità, 
s  vi  sono  2  corri sponi lenze  ellittiche  permut!ibili  a  tutte  le  corrispondenze  singo- 
«  lari  cìcliche  di  3°  grado  (o  non  a  qublle  di  6°)  :  esse  sono  cicliche  di  S*  grado 

■  inverse  l'una  dell'altra.  Esiste  una  sola  corrispondenza  razionale  permutabile  ad 
a  una  corrispondenza  singolare  ciclica  di  6o  grado,  ecc.  ». 

S.  Vediamo  finalmente  qnante  fra  le  corrispondenze  univoche  studiate,  e  tutte 
comprese  nell'equazione  : 

(o)  u  (z')  =  o  ti  (»)  +  6 

siano  collineari. 

Perchè  una  corrispondeDta  sin  coUinenro  è  necessario  e  sulltciento  che  a  8 
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punti  in  litica  retla  rorrispcndtno  3  punii  in  linea  rclla  (aii  un  flesso  corrispondi 
UD  flesso).  Sìiino  u,  ,  iif  ,  V,  tre  ponti  in  linea  retta,  e,  .  f ,  ,  v,  i  loro  corrìspoD- 
denti  pure  in  linea  retta,  indicando  come  sempre  i  punti  della  curia  ellittica  cà 
valori  dell'integrale  u  di  1'  specie  in  essi. 
Per  ipotesi  è: 

«1  +  Ui  +  UjSO        ,        »,  +  f',  +  P,=  0 

G  quìnJi  dalla  (a)  avremo  :  , 

ibsO    (mod.  (■>,  ,  b>^  , 
da  cui  : 


Ondo  per  ogni  vulorc  di  a  iibbiamo  9  omografie,  che  precisamente  corrispon- 
dono ni  valori  di  b  nei  punti  di  flesso  (n*  4,  nota).  Ne  segue  cbe  : 

n  Sulle  curve  a  modulo  generale  si  liannu  18  otnograflo  ordinarie  (dì  cui  S 
f  cieliclie  di  3"  grado  e  l'identilà  1  :  sulle  curve  armoniche,  oltre  le  preccdcuti, 
a  8i  hanno  18  omografie  singolari  cicliche  di  4"  grado;  sulle  cquianannoniclie , 
u  oltre  le  18  omografie  ordinarie,  si  hanno  31)  omogrulle  singolari,  di  cui  18  ci- 
*  eliche  di  8"  grado,  18  di  6°  >.  Le  8  omografie  ordinarie  cicliche  di  3*  grada 
coll'identità  costituiscono  uno  dei  sottogruppi  ecceiìonali  accennati  precedentcmeatc 
(n°  4)  del  gruppo  totale  formato  dalle  corrispondenae  ordinarie  ellittiche. 

Per  queste  omograflc,  di  cui  si  potrebbero  dare  le  equaaioni  facilmente,  lal- 
gono  le  proprietà  enunciate  per  te  corrispondenze  univoche. 

Notiamo  inflne  che  i  2 ,  4  ,  6  sistemi  infiniti  di  corrispondente  che  abbiamo 
trovato  esistere  rispettivamente  sulle  curve  a  modulo  generale,  sulle  armonicbe, 
sulle  equianarmoniclie  ,  .formano  un  grxippo;  di  cui  k  un  sollogruppo  tn^nifd 
quello  costituilo  dalle  corrispondenze  ordinarie  ellìttiche  (n*  4) ,  (che  coincide  eoo 
esso  nel  caso  che  la  curva  sia  generale)  ;  ne  è  invece  un  aoltogruppo  ^niio  quello 
composto  dalle  trasformazioni  collineari  della  curva  in  sé  stessa. 

Amelia ,  Marzo  1895. 
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SUI  DETERMINANTI  ORLATI 

:  SULLO  SVILUPPO  DI  UN  DETERMINANTE  PER  DETERMINANTI  ORLATI 
NOTA 

B  I 

MrCH£LE  ARNALDI  a  Pisa. 


Scopo  della  presente  Nota  h  quello  di  generalizzare  alcune  forinole  contenute 
in  tutti  i  trattati  sui  determinanti  (*)  circa  Io  sviluppo  dei  determinanti  una  volta 
orlati,  e  più  in  generale  per  lo  sviluppo  di  un  determinante  ponendo  in  evidenzrt 
gli  elementi  di  una  linea  e  di  una  colonna. 

Proponiamoci  adunque  di  sviluppare  il  determinante 


(•)  Cfr.  ad  es.  fialtser  Tkcorie  tind  Anwendiing  dcr  Determiflanten  §  5   5. 
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(ottenuto  dal  determinante 


coll'aggiunta  di  r  linee  (delle  $)  e  di  r  colonne  (delle  ij) ,  e  dove  sono  nulli  tutti 
i  termini  della  matrice  formata  dall'  intersesione  delie  linee  e  colonne  aggiunte) 
ponendo  in  evidenia  i  determinanti  di  ordine  massimo  che  si  ricalano  dalle  ma- 
trici degli  orli. 

Osserviamo  che  se  r  >  n  è  D  =  0  perchè  in  tal  caso  sono  nulli  tutti  ì  deter- 
minanti che  si  ricavano  dalla  matrice  formata  dalle  prime  r  linee.  Se  r  =n  è  ma- 
nifestamente 


D  =  (-))- 


£.. 


fermiamoci  quindi  a!  caso  più  interessante  di  r  <  n. 

Consideriamo  in  D  la  matrice  formata  dalle  prime  r  linee ,  ed  in   questi  il 
determinante  die  si  ottiene  [irendendo  le  r  colonne 


.  (r  +  T)"; 


i  termini  che  lo  moltiplicano  nello  sriluppo  di  D  sono  quelli  del  suo  subdetermi- 
nante  (')  cui  si  attribuisca  il  segno 

(_  ])('+<»l+(''+W+Cn)t(i+i)*...4>')  -  (_  f  j(i-f*f...+f)+f»+(a+p+...+l). 

Se  ora  in  questo  si  considera  la  matrice  delle  prime  r  colonne,  ed  il  deter- 
miuante  dello  r  lince  a'  ^' .  .  .•{ ,  i  termini  che  lo  moltiplicano  nello  sviluppo  del 


(*)  Chiamo  subdeterminante  il  miuore  complementaro  quando  si  prescinda  dal 
fegoO' 
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subdeterminaDte  sono  quelli  del  determinante  cbe  si  ottiene  cancellando  in  questo 
le  prime  r  colonne,   e  le  r  linee  a'  ^' ..  .f ,  ed  a  cui  sì  dia  il  segno 

I  termini  quindi  cbe  moltiplicano  il  prodotto  dei  due  determinanti 


Sia     ^tf 


.    5„ 


r iT't 

saraoDO  quelle  del  determinante  ottenuto  da  C  cancellando  le  linee 

1.2 r    ,   r  +  a'   ,   r  +  ^' r  +  f 

le  colonne 

1,2,. ...r   ,   r  +  o    ,   frP r  +  Y 

cui  si  dia  il  seffno 

/_  nf»+(l+I+...r>+l"+P+."l)+(i+l+...1+(«'+P'+...T)  =  (_  ]\'  (_  J)(a*P+."11+(«'+P'+"-r* 

Ora  questo  determinante  diviso  per  (—1)'  è  precisamente  il  minore  comple- 
mentare in  &  del  determinante  formato  dalle  linee  a'^'.  .  .^' ,  e  dalle  colonne 
a  p  . . .  Y  ;  se  lo  iodicbiamo,  con 


"<«,P."-rraT—l') 


sarà  evidentemente  lo  sviluppo  di  D 


i..   S<i 

«1, 

«»   5., 

1^ 

W    6,, 

in 

la'l      lo'l  •  •   •  loV 


V"    1t« 
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dal    che    risulta    subito    che    se    A    ò    dì    caratteristica   inferiore  ad  n  -  r  i 
0  =  0   (•). 

PropoDiamoci  ora  di  sviluppare  il  lieterminante  di  ordine  (n  +  r) 


(*)  Debbo  far  osBeirare  che  qnesta  formola  è  implicitamente  coiit«nnta  in  una 
sviluppo  che  il  Prof.  E.  D'Ovidio  da  nel  §  9  delia  sua  Hemorìa  buUb  <  Fnnnoni 
metriche  fondamentali  negli  iperspazi  ecc>  >  (Memorie  dell'Acc.  dei  Lincei  Serie  III 
voi.  I.-1877) ,  ottenendola  però  per  via  diversa  e  forse  meno  semplice. 

Come  applicazione  della  stessa  formol»  mi  par  opportano  il  far  rilevare  che 
quando  sì  rìgaardino  le  ^  e  le  j]  come  coordinate  di  iperpiani  in  nn  S„^,  1'  equa- 
zione D  =  0  è  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  i  dae  B„_r_i  ohe  hanno 
rispettivamente  per  coordinate  i  minori  di  ordine  r  delle  matrici  degli  orli  Biam 
coniugati  rispetto  alla  qnadrica  di  S„_,  il  ciù  discriminante  è  A.  Se  qnesta  condi- 
zione ai  volesse  esprimere  nelle  coordinate  di  S„_,_,  considerati  come  individuili 
da  n  —  r  loro  punti  bieognerebbe  sostituire  ad  ogni  determinante  dì  ordine  r  delle 
evilappo  soprascritto ,  il  determinante  d'  ordine  Ti  —  r  sno  complemento  algebrico 
nel  determinante 


?ii       %tt       6if 

Ì„  Ut  Ur 


U. 


c'"-'> 


dove  «'"a;'*'...»;''''"*  sono  n—r  punti  indipendenti  contenuti  neirS,_,_,  interseiioBs 
degli  r  iperpiani  ^  ,  perchè,  se  si  indica  con  (a  jl  ...  f  )  il  determinante  (coordiniU 
di  S,.^_,)  ottenuto  prendendo  in  (a)  o  nella  matrice  delle  prime  r  colonne  le  Iìdm 
{a^...y)  e  con  X(,p. ..^j  il  minore  complementare  di  (afi...y)  in  (a),  è  notorii- 
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X  2»3  X 
secoDdo  gli  elementi  delle  prime  r  liaee  e  colonne.  Se  In  D  scriviamo  d^-l-O  per 
in,  e  0  +  iìia  per  j)](„   abbiamo  un  determinante  in  cui  l  termini  delle  primo  r 


Ciò  posto  la  condizione  perclià  ì  due  S, 
e  oho  si  traduce  per  U  forinola  (1)  con 


§  ed  I]  siano  coniagati,  che  è  D=0, 


£  D(^...„„.g..,.^)  (o  g  .  .  .  T)  (a*  |S' .  ■  .  TTO  =  0 


si  potri  anche  scrivere 


2d  ^(«p"-tl*'P"T)  ^(ap"T)  ^(ar-lT  =  ^ 


od  anche ,  se  X  |i ...  v  ,  X'  jjl'  ...  v'  sono  n  —  r  nnmeri  compresi  fra  1  ed  n  e  diversi 
dagli  r:  a  fi  ...  •(  ,  a'  fi' ...  -f'  lispettlvamente,  e  disposti  in  ordine  crescente,  sari 


V.. 
IV. 


«n  oi'ii  ■■■  "l'I 


'I  a^i  o,.^  ., 


a,"'  «,*»' 


c("-'' 


I//" 


■ffv 


,(■-') 


la  condizione  perchè  i  dae  S,_,_,  (a:'"  a:''* . . .  k^""'')  {y"*  y*"^  . . .  y*""*^  siano  con- 
iugati rispetto  alla  qnadrìca  dì  discriminante  & ,  nella  forma  ordinaria  in  cni  la  si 
saol  porre 

Si  noti  che  8eè§  =  i]  la  D^Oèl'  equazione  di  una  qaadrica  in  coordinate 
di  S^-r-i  considerata  come  intersezione  di  r  iperpiani;  che  se  poi  gli  S„_r_i  si 
Bnppongouo  individuati  da  n-r  loro  punti  indipendenti  tale  equazione  è  la  ifi),  che 
si  è  visto  come  si  ottenga  subito  dalla  D=0.  (Cfr.  Segre.  Memorie  dell'Accademia 
delle  Scienze  di  Torino  Serie  II  Tomo  SXXVI,  pag.  32}. 
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colonne  sono  altrettanti  binomi ,  e  potremo  quindi  scrìvere  D  come  somma  di 
%'  determinanti ,  cbe  in  p  qualunque  delle  prìme  r  colonne  conterranno  zen  in- 
vece delle  il,  mentre  nelle  rimanenti  r  —  p  invece  delle  S  sarà  posto  lero;  ni- 
luppiamo  ciascuno  di  questi  determinanti  per  le  p  colonne  che  contengono  le  ; 
nulle;  allora  è  facile  vedere  che  se  si  ìndica  eoo  ©'"Va*,  -eia'*'— «i  *'  minore  d'or- 

I  ^it    ^it  1 
dine  m  del  determinante  Q=\  formato  dalle  m  linee  (ab...c)  e  dalle  ■ 

colonne  {a' (»'...  cO,  cui  si  dia  il  segno  (_  i)"+*+.-'"^"-f*'+-.- «•  e  con  T       ," 
il  determinante  1  orlato  con  l'aggiunta  delle  r— m  linee  £  e  delle  r—m  coloDoe  i^ 
diverse  dallo  ab.. .e  ,  a' b' ...  e' ,  ossia  il  determinante  D  da  cui  si  cancellioo  le 
lince  ab. ..e,  e  le  colonne  a' 6' ...e*,  lo  sviluppo  di  D  sari  dato  da 


D  =  D  +  É  9,fc  v"^'-"+  y  e"' ,    v'"*'-*'+.,.+y  e' 

-J*     '*     1.1*1        ^*J      (fl»la*')    Ul»'»')  ■T'      ( 
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SULLE  SINGOLARITÀ  DELLA  JACOBIANA 

DI  QDATTRO  SUPERFICIE 
NOTA 

DI 

ALBERTO  LEVI  ,  a  Torino. 


Mi  propongo  di  studiare  il  comportamento  della  jacobiaDa  di  quattro  superflcie 
nlgebriche  in  un  punto  od  in  una  curva  multipla  di  queste:  e,  pia  precisamente 
di  determinarne  la  multiplicità  generale  ed  t  primi  casi  di  eccezione  (*) 

1.  Consideriiimo  quattro  superficie  algebriche  F,  F^  F^  F^ ,  i  cui  ordini  siano 
n,  n,n,  n«  ed  aventi  in  un  punto  0  le  multiplìcità  r,  r,  r,  r^.  Se  prendiamo  0 
come  punto  fondamentale  (OOUI)  in  un  sistema  di  coordinate  omogenee  x,XtCc^^, 
l'equazione  della  superflcie  F^  ordinata  secondo  le  potenze  discendenti  di  cCt  sarà 


f  i  =  Ti  »*  '       '  +  li  l'i 


»,-,-!, 


(*)  Di  qnesta  questione  si  occupò  già  il  De  Faolis  in  una  sua  Memoria  non 
pabblicata  [Segre.  Nota  sai  lavori  postumi  di  R.  D«  Paolis.  Bendiconti  Lincei 
1894,  t.  3°],  in  cai  studia  il  caso  di  una  curva  comune,  ottenendo  rìsultati  esatti , 
ma  con  metodo  indiretto  e  poco  sicuro. 

Cito  anche  subito  il  lavoro  del  Qerbaldi.  Sulla  jacobiana  di  tre  curve  piane 
(Rendiconti  Circolo  matematico  di  Palermo  t.  8°  1894),  al  quale  è  dovuto  l'idea  di 
questo  mio  lavoro  ed  il  metodo  in  esso  seguito.  Cfr.  anche  il    cap."  relativo  alla 
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doTG  To^f ...  sono  forme  algebriche  dei  gradi  Vf  ,rt+  \  ..  in  x, ,a:(,x,,f|  Don 
essendo  identicamente  nulla  :  7,  =  0  rappresenta  quindi  il  cono  Cf  tangente  alla 
Ff  nel  punto  singolare  0. 

Se  0  è  un  punto  dì  una  curva  f ,  r^-pta  per  F^ ,  i  noto  che  C^sisptutia 
r,  piani  passanti  tutti  per  la  tangente  a  f  nel  punto  0. 

L' equazione  della  jacobiana  delle  quattro  superficie  sari 


SF,  9E\  3F,  SF, 

dw.  Sa;,  dx,  ^aì^ 

gF,  8F,  gF,  gF, 

giC,  dxt  dXt  dxt 

SF,  9F,  9F,  gF, 

gx,  dxt  gx,  gflJi 

gp»  ^  gp^  gFj 

gcc,  8xt  gP,  gflJt 


?£•  ^  ^A  „   F 

gic,  gfl!,  gac,  •    ' 

£?«  ?Es  ?£!  „  F 

9cc,  gfiTi  dXf  *    ' 

!Li  ??i  ^  „  p 

gac,  &C,  ga:,  *    ■ 


gP»     gp,     gF, 
dx,      dXf     SXf 


n^F, 


Si  ha  quindi 


gy,      n,-r, 


'  dxt 


sì;'"'      +8Ì!'"'        + ^"^     ■+-.",w' 


Ita,"!-'.  .  iÌ!,".-'.-!. 


Sai,    ' 


'+..,n.,^,-    •+.. 


Scomponendo  questo  determinante  ad  elementi  polinomi!  in  una  somma  di  d^ 
terminanti  in  modo  da  ordinare  secondo  le  potenze  decrescenti  di  x«,  si  ledeft- 


Jacobiana  medesitna  nella  memoria  del  Prof.  Qnccia  del   t.  7*  (1893)  di  qneci 
fltessi  Bendiconti. 
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eilmcnte  che  se  si  pone 

n  =  n,  +  n,  +  n,  +  n«  -  4       r  =  r,  +  r,  +  r,  +  r»  -  3 


9fi  dtf^  8^f 

dXi  dXx  ^a^i       ' 

??1  ^  !?1     -  «, 

Saj,  dcct  Sxt         ^* 


9f)  3(pg  dcp) 

ftc^  9xi  ^     "''''• 

df^  ^Tt  ^?i 

93:,  ^OT,  ^tT) 


"i  4'i 


£4i,       d^      ?<}', 
dfCi     dcct     dxi 


^it  ^ft  gyi 

ex,  «a;,  aa^  "*  " 

dfi  9fj  dipj 

3ii  a^  a»;  "'^' 

??i  !2*  ^  n  « 

ac,  èir,  9iBj  *" 


85-, 

8», 

80!, 

1,?, 

ax, 

8*. 
8ic, 

8*. 

",*, 

8,, 
te, 

8», 
8x, 

8». 

8SB, 

".?■ 

Sai, 

8a!, 

n.T. 

Sa;,  *  px,  ' 


^T>  Ti  ''TI 

SXt      Sxt      9^      "*** 


"«■^i 


"4  9* 


to,     ftc»     ?x, 

^?»      9?»      ^9* 

^     cj;,      da',     "*  ''*  3a;,     ficc,     ftu, 


^9i      ^t 


^x^  dXt  Cic,     ""^^ 

^?i  dip,  dtfy 

d¥^  5^  ^     "»'^' 

94<.  e** 


"4 1» 
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Ne  segue  che  l'ordine  della  jncobiana  è  n;  la  moUiplicità  generale  è  r,4=0 
essendo  allora  il  cono  tangente  in  0  alla  jacobiana. 

La  moltipliciU  sarà  r  +  1  se  •(  ù  nullo  identicamente;  sarà  r  + '3  se  sono 
nulli  identicamente  (^  e  V. 

Se  r,  =  rt=:0  ¥,  e  <Pt  sono  costanti  e  quindi  si  ha 

df,  _  3ip,  _  9^,      9<p,      dtff      9if j 
ex,     dxt  ~  Par,  "  9rc,  ~  Sx^  "  Sx,  ~ 

ne  segue  che  allora  4  è  nullo  identicamente  ;  la  molttplicità  allora  è  almeno  r+t. 
Le  r,  =  r,  =  f)  =  0  ,  oltre  a  ^  si  annulla  identicamente  anche  7  :  e  quindi  la 
moltiplicìtà  allora  è  almeno  r-i-2  =  rt—  I. 

?.  Passiamo  a  studiare  gli  altri  casi  in  cui  si  annulla  identicamente  *. 

Occorre  perciò  premettere  il  seguente  teorema  ; 

Perchè  la  jacobiana  di  Ire  curve  algebriche  dello  stesso  ordine  {o  di  Ire  ami 
dello  slesso  ordine  ed  aventi  lo  stesso  verlice)  si  annulli  ideaiicamenie,  è  n«et. 
sorio  6  sufficiente  c/te  siano  composte  di  una  parte  comune  {che  ruà  anche  mait- 
care)  e  di  curve  (coni)  apparlenenli  ad  uno  slesso  fascio. 

Inlatti  poniamo  che,  date  tre  curve  piane  dello  stesso  ordine  n 

Tf,=0    .    T,  =  0    .    Tj  =  0. 
si  abbia  identicamente  la  relasione 

8  {X,  ar,  Xj) 

Allora  si  sa  che  fra  le  funzioni  Yi.YttTi  passa  una  relazione  che  sari  dati 
dall'annullarsi  identico  (rispetto  alle  x)  di  una  funzione  /"(f^YtTt)  ^'S^^rica  inten 
ed  omogenea. 

Questa  funziono  f  inoltre  sarà  irreduttibile  rispetto  a  Yi  Yi  Ys* 
Ora  dico,  che  se  una  delle  tre  cune,  ad  es.  Ys  <  Ò  irreduttibile,  la  funiioM 
f  non  potrà  essere  che  lineiire.  Infatti  se  noi  consideriamo  tutti  i  termini  dì  feht 
non  contengono  Yit  essi  formano  una  forma  binaria  in  Yi  e  Yi  ^^^  "O'  possismo 
scomporre  nei  suoi  fattori  :  negli  altri  termini,  se  ve  no  sono*  possiamo  mettere 
a  fattor  comune  y»  Allora  questa  relazione  si  potrà  scrivere 

ft  "Ti  =  (^1  Ti  +  X|  T»)  (^l' Yi  +  V  Tfiì  "• 
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k  conteoendo  YiVi^c  Allora  poiché  ^c,  è  irrcduttibilc,  dovrà  essere  uguale  aO  uno 
dei  fattori  del  secondo  membro,  ad  es. 

Cosicché  f  è  divisìbile  per  -^^  —  Xt  7i  -  ^t  Y»  ^  poiché  f  é  irreduttibile  sarà  pre- 
cisamente 

la  relatione  che  passa  fra  fi  Ti  Ti- 

Nel  caso  che  la  relaiione  f=0  non  contenga  7^  essa  si  deve  ridurre  al  tipo 
f,  =  ftf,  e  quindi  é  ancora  lineare. 

Abbiamo  quindi  il  seguente  risultato  :  Se  la  jacobiana  di  tre  curve  dello 
sle»80  ordine  è  nulla  idenlicamenie,  ed  una  delle  tre  curve  è  irreduttibile,  esse 
appartengono  ad  un  faseio. 

Se  supponiamo  quindi  che  la  jacobiana  di  7,  ,-fi<Ts  sia  nulla  identicamente,  e 
che  Y, ,  Ti .  T»  i""  appartengano  ad  un  fascio  evidentemente  Ti  1  "fi  >  T>  3'  devono 
speitare  non  solo,  ma,  poiché  la  jacobiana  di  tre  curve  qualunque  della  rete 

>i  T.  +  ^  T.  +  >i  T«  =  0 

non  dilTerisce  che  per  un  fattore  da  quella  di  TiTiTa  •  ^  quindi  é  essa  pure  nulla 
si  dovranno  spezzare  tutte  le  curve  di  questa  rete. 

Allora  per  un  teorema  dovuto  al  Berlini  (Rend.  Istituto  Lombardo  1883. 
Cfr.  anche  Luroth  Math.  Ann.  Bd.  42;  le  curve  di  questa  rete  si  devono  ridurre 
a  insiemi  di  curve  di  un  fascio  oppure  a  curve  di  una  rete  più  una  parte  fissa. 

Nel  caso  che  si  riducano  ad  insiemi  di  curve  di  un  fascio  la  jacobiana  è  nulla. 

Nel  caso  che  vi  sia  una  parte  fissa  ii  =  0  d'ordine  n  — v  si  avrà 

T,=it6i    ,    Y»  =  t8,     ,    T»  =  t5, 

e  indicando  con  [TiTiTJ  i'  jacobiano  di  TiTiTs»  si  avrà 

tY.T.T,]="it*(«.8i8.)- 

L'annullarsi  di  iTiTiTil  dipende  quindi  dall' annullarsi  di  [S,  Sj5,]  e  poiché 
possiamo  supporre  che  S,  S,  S,  non  abbiano  parti  comuni,  dovranno  ridursi  a  curva 
di  un  rasoio,  0.  d.  d. 
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Se  poi  8i  hanno  tre  curve  "riTilTi  ^'*  ordini  ni  n^  nj  ,  posto 
n,  =  pp,    n,  =  pp,    ng  =  ppj 
p  essendo  il  massimo  comun  divisore  dì  n,  n^  n, ,  si  ha 

n."'"  ,  Y."'^' ,  t.'"'^l  =  (P,P.p.)'  -if""-'  Y.""'-"'  Y.''""-'tT,mJ. 

L'annullarsi  identico  di  [-fiTi'ra]  equivale  quindi  all'annullarsi  identico  di 

La  condisione  alDnché  ffifiYs)  sia  nullo   si  potrà  quindi  esprimere  dicendo  clu 

„  PtPi      ^  PiPj      „  PiPt 
I\  >    l»  >  Ti 

devono  essere  composte  di  una  parte  comune  e  di  parti  di  uno  stesso  fas«o. 

3.  Tornando  alla  questione  di  determinare  quando  4>  sia  nullo  identicamenlti 
supporremo  dapprima  che  si  abbia 


Allora  per  l'interpretazione  geometrica  dell'annullarsi  identico  di  9  introdur- 
remo i  numeri 


lulti  diversi  da  0  e  positivi  se  i>k. 

Questi  numeri  soddisfano  alle  relazioni 

"•«  ™»i  +  "lai  ">»*  +  "Ha  »»u  = 
ttf  m»!  +■  n,  t»,(  +  n,  m^  =;  0 

i  k  l  essendo  tre  diversi  degli  indici  1  2  3  i . 


(*)  Ne  segue  che  può  essere  t*i  =  0 ,  ma  non  né  r^  né  r^  né  t 


,y  Google 


X  221  X 


Avremo  allora 


»  +  »"s  n*ii  =  r,  trt„ 


T,  m,,  +  T^  m„  =  r,  m,, 


e  quindi 


Nello  stesso  modo  si  ba 

Noi  considereremo  le  superficie  spezzate 

che  sono  dello  stesso  ordine  N  ed  banoo  in  0  la  stessa  moltiplicità  R.  Si  avrà 


m„m„-l      *»ij»>u-l,„    _  ,    ,  ,  ,     N-R-1  N-B  N-R-1 


«1    «  "'«'"u"^-  "*«*"«"'/, 


u,  =  0  ,  Uj  =  0  ,  U|  =  0  sono  i  coni  tangenti  in  0  alle  superficie  H,  Hj  M,. 
Noi  abbiamo 


il. 

8», 

8?, 
8x. 

"iTi 

8^ 

".»> 

??1 

8J, 

8?. 
Sa;, 

".  T. 

te, 

il. 
8<», 

8,. 
8a5, 

«.  ». 
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Moltiplicando  le  duo  prime  verticali  per  x,  ed  Xx  ed  aggiungeoilole  alla  teni 
moltiplicata  per  x,  si  ha 


um,         va. 


dm.       dm. 


e  sTJluppaiido  secondo  le  prime  due  verticali  si  ba 


+  ut  il  9t?» 


acp,?*) 


"•wf!?* 


^(flTi) 


HolUplioando  per  m,t  ed  osservando  che  si  lia 

m.,  nij,  =  m.,  m.,  -  ni«  m,. 


+  'n„?.?.^i^.. 


^  /  .  ^C'sl'»)  3(<P*'Pt)  Sf*!*»») 

fi».) . 


^ITifiI  ^(fifi)  ^(ViTt) 


*  S{x,Xt) 


*a(a:,£r.)^ 


+  tMj,m„f,ii^ 


3(?,tJ\ 


Posto  4»  sotto  questa  forma  si  veriflca  facilmente  l'identità  : 
-jr4,-mji+l      -m,,-»n,,  +  l      -m,,+l      — »i„f  1 


-m,,  <I>fl;j=<p, 


-,    «>..    m.|     m,.        m..    Wn. ■ii' 
a  (ir,  a») 
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ì  moltiplicando  per  II  Tattore 


si  ottiene 

"'is^ii+w»!*",.— 1      — 2»B,,m„— 1      »B.,m,.— 1      »n,,m,.— 1 

% 


_1_    ^  ("t  "»)  _  Wt_    g(tj|  tot)        Wj      ^  (M)  tO,)  _ 


_      -tt     9(Mt"a)  9(W|W,)         9((o,Ut)  _aj|      _j  9(w,tu,w,)\ 

Si  ha  quindi  la  relazione 


'  "Pi  «Pi  9»  n         3  (a;,  a,  x,)  ' 

Dunque  se  le  fn^n  eono  tutte  diverse  da  zero,  si  lia  che  il  jacobiatvt  dei  tre 
coni  dello  sleeso  ordine 


(anflcnli  in  0  alle  super/icie  M,  M,  M, ,  si  compone  dei  coni  C,  C,  Cj  C,   coniali 
rispellivavienle 

m„  m,i  +  tn„  m,j  - 1  <  ra„  m,»  - 1  ,  in,i  nin  - 1  ,  m,t  m„  -  1 

volte,  e  del  cono  tangente  alla  iacobìana  delle  quattro  superficie  F,  F,  P,  F^. 
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In  questo  caso  perlniito  la  condiiiono  perchè  0  sia  (r+l)-p1o  per  la  jaeobìuu 
sarà  che  sia  nullo  identicamente  11  jàcobiano  [u,  ii),  <i>|J. 

Adunque ,  se  le  aia  non  sono  nulle,  il  punto  0  sarà  (r+X)-plo  per  J,  tei 
coni  tangmti  alle  super/lete  H,  H^  M,  conalano  di  una  parie  comune  e  di  cimi 
di  un  fascio.  ^ 

Come  caso  particolare  possiamo  avere  che  C,  C^  Cj  G*  siano  essi  stessi  com- 
posti mediante  coni  di  un  fascio ,  e  come  caso  ultimo  che  il  fascio  sìa  un  fascio 
di  piani.  Questo  è,  ad  es.  il  caso  di  una  curva  multipla,  sicché  abbiamo  questo 
risultato  : 

Una  curta  multipla  per  F,  FjFjP,  secondo  r,  r,r,T(,  è  mulJt'plo  p#  ia  (oro 
facobiana  almeno  sccoiicto  r,  4  r,+  r,  +  r»  — 2. 

Se  una  tangente  in  0  comune  nlle  quattro  superBcie  è  multipla  per  C,C,C^ 
seconda  ì  numeri  s,  s,  s,  s^  sarà  multipla  per  [u,  ta^  uj  almeno  secondo 

8,  (m,,  m^^  +  m»,  m„)  +  8,  m,,  m,»  +  Sj  m„  m„  +  g^  ni«m„  -  2 , 

e  quindi  la  sua  moltipUcit&  per  <!>  sarà  questo  numero  diminuito  di 

8,  {tn„m„  +  m„m„  -  1)  +  *,  (m„m„  -  1}  +  8,  (ni,im„  -  1)  +  84  (iB„m„  -  1) 

(»oè  sarà  8, -1-8,  + 8,  + 8^  -  2. 

Se  r,  =  0 ,  T,  è  una  costante ,  u,  (■>,  w^  sì  riducono  a 

e  la  condizione  perchft  0  sia  (r  +  1}-plo  per  la  jacobiana  si  riduce  a  quella  che 

c/"'»  c/*""*  c/»'"* 

siano  composti  di  una  parte  comune  e  di  coni  di  un  fascio. 

i.  I  risultati  che  abbiamo  trovati  ,  rimangono  veri  anche  se  si  suppongono 
nulli  m^t  od  ni„  ,  0  anche  entrambe  (nel  qual  caso  si  annulla  anche  iKu)  :  il 
quest'  ultimo  caso  i  coni  i<i,  u,  u,  diventano 

e  BÌccoino  in  queste  ipotesi  si  ha 

m,t  :  tn,i  :  m,»  =  r»  :  r,  :  r». 
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cosi  la  condizione  perdio  0  sia  (r  +  l)-pìo  si  riduce  alla  condizione  afilncliè  llja- 

cablano  liei  coni   C,  '  *  ,    Cj  '  *  .    C^  '  '  sìa  nullo. 

Se  0  è  solo  r-plo  il  cono  tJingcnte  iiil  J  in  0  si  compone  di  C,  è  del  jaco- 
biano  i!ci  coni  C,  C,  C4. 

Questi  risultati  non  sono  più  veri  invece,  se  m,ì  =  0  :  allora  se  11134  non  ò 
nullo,  basta  considerare  le  superficie  degeneri 


=  F,*""™"  M.'  =  F^*""™'*  F,"*"*""»!,'  =  F^"*""  F, 


ottenute  scambiando  ^,\i  indici  12  3  4  cogli  indici  4  3  2  I.  Si  può  allora  Tcrificarc, 
in  modo  analogo  a  qnello  tenuto  sopra;  clic  il  jacobiano  dei  tre  coni  t:mgcnti  ad 
M,'Mt'  M,'  si  compone  ilei  coni  C,  ^  C,  ,03,0,  contati  rispeltÌTamente 

""w  »i«  -  1  ,  n>„  m„  —  I  ,  Hìti  nvn  -  I  ,  wi,j  m,^  +  m,j  m^  -  1 

volte  e  del  cono  tangente  alla  jacobiana. 

In  questo  caso  adunque  la  condizione  pereliè  0  sìa  (r  +  l)-plo  ò  elio  sia  nullo 
il  jacobiano  dei  coni  tanifcuti  a  M,'  SI,'  Mj'. 

lilinane  il  caso  che  n>,(  =  111,4=^0. 

[d  questo  caso  si  ha 


e  ae  sì  osserva  cbc  allora  si  ha 


*  =  ~  ('•j  ?j  [<P)  <Pj  VÙ  -  '■*  [fi  f s  Tal) 
e  tenendo  conto  della  relazione 

1-1  *.  ['»  ?j  Til  -  l'i  f»  [Pt  fi  'P4]  +  '"»  -Ps  bi  '?»  f*!  -  ''1  ?*  l^i  ft  fj]  =  " 


2*  =  ^  (-,r,  <Pi  Wt  9.  U]  +  rt  nifi  Vi  »(]  +  ^  'PaW.  •!>*)  "^  ?J»,  <Fi  ?»]) 

YOL.  JSXIV.  *9 
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Posto  *  soUo  quesU  forma  si  verifica  fucilmentc  l'idcntilà 

9,  9*  >    fi  fa  .fi  fi  J  = 

_    2        ,.,,.,      r,rjr4-l      2r,r,r4-l      r,r,rt~ì      r,r,r,- 


Adunque  perciiò  si  annulli  identicamente  4>  occorre  e  basta  che  si  annulli 
identicamente  il  jacobiano  dei  tre  coni 

Come  ultimo  caso  abbiamo  clic  le  m^^   siano  tutte  nulle-  Allora  ^  è  nullo 
identicamente. 

KiassumentJo  abbiamo  i  seguenti  cesi  in  cui  la  muUiplicità  di  0  per  la  jaco* 
biana  è  almeno  r  +  1  : 

1 ."  Se  la  mulliplicilà  di  0  per  F,  F,  P,  F»  sono  proporzionali  agli  ordini, 
in  particolare  in  uh  sistema  lineare  co'  di'  superficie  vn  punto  base  s-plo  ha 
almeno  la  mtUtiplicilà  4s  — 2  per  la  jacobiana. 

2.<*  Se  m,,  >  0  ed  il  jacobiano  dei  tre  coni  (t>,  =  0  ,  (tij  =  0  ,  tii,=  0  é 
nullo  idcnlicamenlc. 

3  "  Se  m,j  =  0  ma  m»  >  0  ed  il  facobiano  dei  coni  langenli  a  M/  S,'  N,' 
è  nullo  identicamente. 

4.*>  Se  m,i=:Hi„  =  0  ed  il  jacobiano  dei  tre  coni 

c/*  c/'  ,  C,*"»  C/»  ,  C/*  C,*"* 

è  identicamente  nullo. 

S."  Se  pel  punto  0  passano  solo  due  delle  superficie. 

S.  Passiamo  ora  a  studiare  i  casi  in  cui  si  annulla  T. 
Noi  risolveremo  la  questione  in  due  casi  : 

t."  Quando  i  coni  tangenti  alle  quattro  superRcie  si  spellano  in  piani  di 
uno  stesso  Tascio  (caso  di  una  curva  comune). 

'2  °  Quando  lo  multiplicìlH  di  0  per  le  quattro  superHcìe  sono  proponìonili 
agli  ordini. 

In  entrambi  l  casi  <D  è  idcntioamcnte  nullo. 


oyGoot^Ic 
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Nel  primo  caso  possiamo  prenderò  corno  retta  a;,  =  0  ,  se,  =  0  l'asse  del  Tascio 
d!  piani  a  cui  appartengono  C,.G„G„C4:  allora  7ii9,.<Fa)7)  saranno  delle  forme 

binarie   in  ec.  ed  a;..   Avremo  allora  ^^^  =  0  e  quindi 
9a!i 


9(j(i    9f}(,  d'I/, 

dx,   dx^  dWf    "'  ^* 

aS,  sé.  "     "■'■ 


d^,    elfi,   dijij 


oXf   oXf  I       oXf    aXt 


0       ti,  ip, 
»,  <j't 


^9,  9x, 


li»  th  li» 

^   ili  0 


»,  «jj, 


TT^      r^      »,  9, 


a», 

8a;, 

8?, 

0 

"i»i 

aa:, 

8f, 
fir, 

at, 

8». 

te; 

8», 

aie, 

0 

".?. 

aa;, 

£9. 

3i, 
ix. 

«as, 

Si, 

aa;. 

0 

"i?i 

8t. 
fa;, 

Si, 
Sx, 

afa 
tx, 

ah 

Ite, 

Sa;. 

"iti 

8?. 
Sai, 

a». 
ax. 

6*. 
<a!. 

e  poiché  le  <p  non  contengono  x^  avremo 


9ic,    ax, 
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Se  noi  ora  introduciamo  le  u,  Uj  Uj  si  ita 


'ic"Pi 


,  (  8(<f,i).l 


"£(a:,xO 


ijnj,,— l     m4t»i„— 1 


dx,  die, 


g(rF,  aji) 


=  -  'nulli,.'  f, 


8(«Mo^_ 


1  "'»'    aS   ai; 

""'  ss;  è, 

.,.-1      m„m„-l/  8(?,T,) 


'ij'^l*"^         '"ij"*!!"! 


,  '"«mn-l      m„w.,i-l      m„m|,-l 


»^*        ^,       JiT, 

*'''    a»,    PI, 
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Moltiplicando  per  x,  .  )C  ,  x,  0  sommando  si  ricava  tacilcneulo 


(") 


Su, 

da, 

^'  w. 

te. 

da. 

da. 

■'■  ìx. 

te; 

la. 

du, 

^  ss; 

atei 

0     n(7, 


43  ".?.     1^     ^ 
■^      '^'      53C,      Skj 

^*     *■*     Bx,     dx. 


»i  ¥1 


*  *'      Cm,     t'ir. 


n,  9, 


"■'•  ss;  si, 

ao,      da, 
■  ^*     9a!,     CO!, 


Ora  si  ha 


'^'  ftc,  éai, 

"•'•  ss;  as; 

"''•  te,  te,   I 


n.T.  r.».  j- 


'SiC-»"' 


""'•''s^j 
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"iTi 

Sx,  dee. 

"iTi 

-1; 

".f. 

Sx,  lai. 

_  1 

X, 

".?. 

-&. 

= 

")?» 

5..  a„ 

dx,  Ix, 

».». 

-S 

1  /  5j,  8=, 


Moltiplicando  queste  due  uguaglianse  per  mt^fi  ed  Ti)t4ir4  e  sommando  si  ot- 
tiene come  risultalo 


1       /  df. 


8(p, 

"•»■  "■•»•  Sì; 

"■'■  d^,  8s; 

"■'■  "■■'•  IS 

^-Wl.»! 

"^''à'i 

"'»'  *••»'  II; 

-frl^ 

0  sostituendo  nella  (a)  si  ricava  io  fine 


8w, 

8u, 

"•  W, 

dx. 

«■85; 

'^, 

8ui, 
'•8J, 

Su, 
Sx, 

'^'      '  ''   dx,  dx, 

,  8o,   8i, 


PO,    fs. 


Il  cono  tant^cntc  in  0  »llii  JHcobiana  sarà  quindi  dato  da 

?t  <tt  ?■  ?«  lli^y, 
to,  w,  (0,    2iPj 
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Se  il  punto  0  deve  essere  (r-f'^)-r<lo,  dovrà  essere  = —  =  0,  cioè  L  dovrà  solo  con 
tenere  ir,  ed  x^. 


ni  cn^i  : 

1."  w,  ,  u,  ,  Wj  non  diffuriscono  che  per  fattori  costanti. 
AllorA  sì  ha  L  =  0  e  quindi  anche  = —  =  0. 
2.'  w,  ,  w,  ,  uj  sono  legati  do  una  relazione  lineare 

(-)  O,  W,  +  O,  M,  +  fl,  W,  =  0. 

Derivando  si  lia 

da,         9t(i,         dbt,     . 

Sa,  da,  da, 

dalle  quali  si  ricava 

[(Oi  Wj]  :  [(Oj  co,]  :  [u,  w,]  =  0^  :  o^  :  a,. 

In  questo  caso,  siccooie  uno  almeno  dei  tre  jacohiani   [UiUi'I,  [u,(<),],  [b),(i)i] 
non  &  nullo,  se  [io,  a^]  non  è  nullo  si  avrà 


quindi  —  sarà  nullo  ogni  qualvolta  «iZ»  +  OiX»  + ''iXj  °°°  contenga®,.  La  re- 
lazione (-2)  ci  dice  che  nella  rete  di  su|icracic  detcrminata  da  !H,,M,.  M,  ne  esiste 
una  che  ba  io  0  punto  almeno  (R+  1}— pio:  il  cono  tangente  a  questa  è  precisa- 
mente 

Ot  y.i  +  «1  7.»  +  ">  X»  =  0 

e  B»  0  è  (r-i-  l)-plo  per  la  jacobianii,  questo  cono  dovrà  speizrirsì  in  piani  pas- 
santi |ier  la  retta  ir,  =  (Ej  =  0  oppure  annullarsi  identicamente. 
3.*>  bi,  ,  (ti,  ,  U)  sono  linearmente  indipendenti. 
Allora  nella  stella  di  emiro  0  esistono  infinite  retto  tali  elio  incontrano  al- 
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meno  R+2  volte  in  0  un»  superficie  della  rete  H,.llt,Hj  e  contempo rancamenle 
il  pijino  da  esse  cicteruiinjito  colhi  retta  x,  =  a?i  =  0  conta  almeno  per  ducr.FirÌD- 
sienie  dei  piani  tangenti  in  0  nlla  stessa  superficie.  Le  coordinate  di  (juestc  rette 
inratti  dovranno  soddisfare  alle  condizioni 


\  Va  +  ^t  Z.  +  ^  X»  =  0 


Eliminando  le  X  fra  questo  Ire  equazioni  otteniaroo  come  luogo  di  qaelle  rette 
il  cono 


X. 

y.i 

X. 

Sa, 

5w, 

9», 

dx. 

Ex, 

ax. 

Su, 

ài; 

8», 
8^ 

Sto, 
te. 

cioè  precisamente  L. 

La  moltiplìcità  di  0  per  la  jacobiaaa  sarà  quindi  itlmcno  r  +  2  nei  seguen- 
ti casi  : 

1."  /  gruppi  di  piani  tangenti  ad  H,  ,  M,  ,  M,  comcidono. 

"H."  Questi  grupììi  di  piani  fanno  parie  di  un'involuzione  semplicemente 
infinila,  e.  In  super/lete  r  della  rete  M,!!,)!,,  che  ha  tn  0  punfo  almeno  (R+t)-plo 
a  tale,  clic  il  cono  d'ordine  B  +  I  ad  essa  langenle  in  0  si  sp^'zza  cso  pure  in 
piani  del  fascio  a  cui  appariengono  C,  C»  C,  C*  oppure  (u  modiplicild  di  0  per 
r  è  maggiore  di  R  +  1 . 

3  °  Quando  ((>,,[t)„iiij  determinano  un'int-oluzione  doppiamente  infinUa,  t 
l'insieme  di  tuUo  le  rclie  che  appartengono  ad  un  piano  doppio  per  un  «jruppo 
itile  di  questa  inroiuiione,  c/ie  nello  stesso  tempo  incontrino  nimeno  R  +  2  rotte 
ili  0  la  superfìcie  corrispondente,  si  ?'idHcc  ad  un  gruppo  di  3R- 1  piani  pastanli 
per  io  rena  x,  =  X|  =  0  ,  oppure  diventa  indelerminalo. 

6.  Rimangono  ancora  a  studiare  11  caso  cho  si  abbia  n),|=0  oppure  m,|=inu=4 
oppure  r,ar,  =  0. 
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Se  Tn,,=  0,  basta  alla  superficie  H,,Hi,H,  sostituire  in  quanto  si  è  detto   le 
superficie  H,' ,  Hi  ,  H/. 

Nel  caso  che  si  abbia  fn,|  =  mu  =  0,  posto 


n.P.  =  niPt       niP»  =  n4P» 

*■)  Pt  =  r,  pt       r,  p,  =  r,  p^ 
«1  Pi  +  ti*  P*  =  "i  Pi  +  *>»  Pi  =  n»  Pi  +  n»  P«  =  «' 
Ti  Pi  +  n  P4  =  r,  p,  +  r,  p,  =  r,  p,  +  r*  p4  =  (. 
Cosi  posto,  consideriamo  le  tre  superflcio 

2^  =  P/*  F4''*  =  <p/'  T/*a'4*-'  +  t/'"'  y/^'^Cp.?»*.  +  P.^.W  «4"''-'  +    ■  • 
=  a,  384"*'  +  p,  x."-'-'  +  .  .  . , 

Zp.     p.       p,     p,        ,       P -»    p -< 
^  =  F,  »  F,  '  =  ?»  *  <p,  *  3:4*''  +  ?.  '     ?i  *    (P»Tj*i  +  Pa9i*3)  iK4""'-'  +  •  •  • 

=  a,  a:4"*"'  +  g»  a;^''~''*  +  . . .  , 

2p      p         P      P,  P,"'     Pj"' 

,  -  Fj  •  P*  '  =  ?t    ?*    0=*""  +  ?i       ?*      (PiT**»  +  P*?!**)  ^r"    '  +  •  ■  - 

=  a,  ai^""'  +  p,  a;,""'"'  +  .  -  . 

dello  stesso  ordine  m  ed  aTCotì  in  0  la  stessa  mo1tiplioit&  (. 
Calcolando  l'espressioDe 


8», 

•  Sì; 

Sa, 

Sa, 

Sa, 

■     61^ 

Si-, 

S», 

8», 

•   si, 

ew. 
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8Ì  trova  facilmente 


ft       «Pi         <P»        ?* 


-  U  <fi     *, 


i-j  <pj    4-1 


to,      c^ 


ed  osservando  che  si  Ita  identicamente 


r,  9.     *, 


9(p,      3?, 


dee,     ex, 


fj  ?,    *, 


r*  9*    +4 


ftc,      3a;, 


0  A,       ?ll      ??1 


ea;,     3x, 


ti         fi  ?»         T. 
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8xi     ^'^ 


fj   ?J         "t; 


Ne  segue  che  l'annullarsi  identico  di  V  dipende  dall' annullarsi  identico    di 

P —  ed  allora  ripetendo  il  ragionamento  fatto  al  num.  5,  si  ha  che,  se  m,^=mn=0 

ed  i  coni  tangenti  a  F„Fi,F|,F^  si  spezzano  in  piani  di  nn  fascio  ,  l<t  moltiplicità 
di  0  per  la  jacobìann  è  r+  3  in  uno  dei  seguenti  casi 

ì."  Quando  i  gruppi  di  piani  tangenti  a  2,  ,2|,2j. 

2.'  Quondo  questi  gruppi  di  piani  formano  un' involuzione  semplicemente 
infinita  e  la  superficie  A  delia  rete  i;„i:„2j  c/ie  lia  in  0  punto  almeno  (t+l)-plo 
è  (ale  cAe  il  cono  tangente  1  ai  spezzi  esso  pure  in  piani  del  fascio  oppure  abbia 
in  0  molliplicità  maggiore  di  t  +  I . 

8."  Quando  K,,a,,a,  determinano  %in' involuzione  doppiamente  injiHita  e 
l'  insieme  delle  rette  che  appartengono  ad  un  piano  doppio  per  un  gruppo  di 
questa  involuzione  e  netto  slesso  (empo  incontrano  almeno  t  +  2  tiollc  m  0  to 
superficie,  a  cui  quel  gruppo  di  piani  è  tangente,  si  riduce  o  3t-  1  piani  pas- 
soni» per  la  retlo  x,  =  x»  =  0  o  diventa  indelerminalo. 

Nel  caso  che  si  abbia  ri  =  rf  e  si  traiti  di  una  curra  multipla  si  ha 


"3(r, 


0     0     4', 

«,», 

0     0      i. 

".». 

Si, 
dx. 

"i  », 

55; 

dx. 

8».   8».    4 

0.91 

= 

di, 
ex. 

"iTil 

9«. 
dx. 

8_j. 
Sx, 

?»4   !?.   4 
8x,   Soc,    ^* 

».?. 
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Perchè  0  sia  (r  +  S}'-p1o  per  J  occorre  quindi  che  8i  abbia 


identicamente,  oppure 


3  (y»  ^4)  _ 


L»  prima  condiziono  ci  dice  che  la  retta  intorsetione  dei  piani  polari  di  0 
rispetto  ad  ¥,  ed  F^  incontra  la  retta  te,  =  Xi  =  0 ,  asse  dei  gruppi  di  piaoì  C, 
0  C,  (•). 

La  seconda  condizione  ci  dice  che  i  gruppi  di  piani  C,  *  e  C(  *   coiocidoDO. 

I.  Supponiamo  ora  che  tutte  lo  m^],  siano  nulle  O-  Allora  se  1  é,  il  mis- 
sìino  comun  divisore  dei  numeri  r,  r,  r,  ,  r,  r,  r»  ,  r^  r,  r»  ,  r,  r,  r^  ,  porremo 

cp,  =  r,r,r^,itp.  =  r,r,r«,Kpj  =  r,r,r.  ,itp4  =  r,r,f,. 

Allora  le  superficie  F,  ',F,  *,F,  .F»  sono  dello  stesso  ordine  p=n,p,= 
'=VtP^=^n^Pi  =  1l^p^  ed  hanno  in  0  la  stessa  multiplicità  8  =  r,p,=r,p,  =  r,)),= 
st'jp^.  T  si  compone  in  generale  dì  una  somma  di  quattro  determinanti:  codsì- 
dcriamo  il  primo 

?*1     !*!     ^      r.   4 
diCt     dxt     dx,        '  ^' 

9(Pi      ^?t     ^?i 

Sxl     dx^     Bxl       *  ** 

difg  df^  &Tg 

da',     dx,     Bxl     "*** 

h*     ^Ji     ^     n  9 
Sx,     dXt     Sxi       *^* 


{*)  La  BtdBSB  condizione  analitica  si  pnò  interpretare  geometricBinente  dicuido 

che  la  snperlìcie  del  fascio  IF,     +]>Ff  ',  che  passa  per  0,  od  ha  per  piano  tangenM 
an  piano  passante  per  la  retta  x,  =  Xj  =  0  od  ha  in  0  almeno  punto  doppio- 
(**)  Cfr.  Gerbaldi  lavoro  citato. 
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Holtiplicando  la  prima,  la  seoonda  e  la  terza  verticale  per 


ti)!»)  VjXi  njXf 


e  sottraendo  la  somma  dalla  quarta  verticale  si  avrà 
0 


la;,     Sx,     da 


^Tt     ^?i     ^?i 
ciC,     dx^     'dXt 


=  -7*»['»'»'*l- 


£9,  aif,  éi^j 

Sxi  da>^  dw, 

^  ^  ^  0 

òù,,  dXf  diCf 


Nella  stessa  maniera  operando  negli  altri  tre  determinanti  di  T  si  ha 
^  =  "7  {"l'i  [Ti'Ps'P J  -  ^i  [Tif  j-'il  +  "I»» [?'i9»'?*l  -  '1'»  WiT»<P.l  ) 
0,  scrivenOo  sotto  forma  di  un  determinante  , 

+1  «Pi         *!         *. 

df,      9tp,      9cpj 
3xt     9fi?i     ?a7| 

^fi     ^¥1      ^?i      ^¥4 
^     Sxt     Sx, 

^7i       ^7t       ^?i       S?< 
écc^     1^     3Ìc7     5ic, 

Distingueremo  ora  tre  casi 

).'  I  jacobiani  delle  f  a  tre  a  tre  sono  nulli  identicamente. 

p      p      p      p 
2  *>  Le  formo  <p,  *,ft  ,?i   ,fi     sono  legate  da  una  relaziono  lineare. 

p      p 
3."  Le  forme  9,  ',1?,   ,f 
soddisfatta  la  1*  condizione. 
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Nel  1'  caso,  essendo  nulli  ì  jacobUni  dei  coni  (a  tre  a  tre,  per  il  che  Ò  ne- 
cessario e  Bufllctente  clie  se  ne  annullino  tre ,  T  è  identicamente  nulla  e  quiodl 
la  multiplicità  di  0  per  la  jacobiana  e  almeno  r  +  2.  Geometricamente  la  tondi- 

p       p      p      p 
Kione  perchè  questo  avvenga  è  clie  i  coni  C,  *,Ci    ,0,  ',0»  *  siano  composti  diuna 
parte  comune  e  di  coni  di  un  fascio,  o,  ciò  che  fa  Io  stesso,  che  il  sistema  linea- 

p      p      p      p 
re  ce*  determinato  da  C,    ,Gi    ,C,  '.C^  *  sia  composto  tutto  di  coni,  che  si  spet- 
tano In  parti  variabili. 

In  particolare,  se  i  coni  si  spezzano  in  piani  di  un  fascio,  lamultiplieiUsirì 
T  +  ì.  Abbiamo  quindi  questo  teorema:  In  un  sistema  lineare  di  superli':U,  ■< 
si  è  una  cwrvu  base  s-pla ,  essa  ha  in  generale  la  inotliplicilù  is-l  perla 
jacoòiana. 

p,     p,     p,     p. 

Nel  2'  caso  supponiamo  che  fra  ?,    ,?,    ,9,    ,94     passi  una  relnsione  lineare 

p  p  p  p 

(a)  o,  T,  '  -f  0,  (j,  *  -h  a,  ip,  *  +  Oj  9,  *  =  0. 

p      p      p     ^ 
Fra  le  superlicic  del  sistema  lineare  oe^  determinato  da  F,  ',Fj*,F,  ,F,  *  te 
ne  ha  una 

p  p  p  p 

S  =  a,  F,  '  t  "(Pi     +njPs  '-fatF,  *  =  0 

che  ha  in  0  punto  almeno  (s  -h  1)-plo.  Il  cono  tangente  in  0  ad  S  sarà 

p  -,  p  -,  p  -,  » -, 

P  =  p,(i,9,  '    ■'^,  +  Pt<it9t       "J-.  +  P.»»?»       'I'i+I'*«*T*       '!'4=^0- 

L'equazione  (a)  può  presentare  varii  casi  :  1"  %  =  (I4  =  0  :  2'  a,  =  0.  3*  le 
a  tutte  diverse  da  0. 

p  p 

1°  a^  =  a^=  0.  Allora  ?,  coincido  con  fi  0  sono  nulli  i  jacobiani  [T,ft*i1 
e  [(p,9i<Fs) ,  mentre  non  può  essere  nullo  alcuno  degli  altri,  allrìmi:nti  si  ricalrub- 
be  nel  caso  precedente.  In  questo  caso  si  ha 

p  -t  p  -t 

P|Oi  ?i  '     Ift  fi  f  J  +  Pt"t  ft        [Vt  ft  fi)  =  0 

(la  cut  si  ricava 
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D' altra  parta  in  questo  r,aso  al  ba 

l"  =  f  (l'i  IT!  ?i  T J  -  it  [?i  T.  f.l)  = 

dove  A  è  un  fattore  che  non  può  essere  nullo  identicamente. 

20  Ui=  0.  ]|  jacobiano  [?,  91  f,J  è  identicamente  nullo,  mentre  non  è  nullo 
alcuno  degli  altri.  Si  avrà  allora 

p  -I  p  -t  p-i  p    p   p      r'tfl»''    ''  ^ 

P.PjP«9.       <Ps       ?»       t?.?j?4l=[<Pi    9i    <P*    I=[S,     -^9»     9»'J 
Of  ^"'    't~'     V  r 

%"'    's"'    ""i"*  "i     ''a    ''i      r         a      '     P.n 

PiPiPt  9.       Ti       T*         [TiTaT*]  =  [t*     9»    %   ì  =[<P|  "  ^  ?i  'S    J 


dallo  quali  si  ricava 


"J    Pi    „    s 


f  1        f»!     pi     <Pl  r  I 

Lf»T»?.]=—    J; r^,  [Ti  l'Irli 


ni  ha  quindi 

*  =  y  (+t  [?t  t)  ¥4]  -  +»'  [?.  <Pa  f  *1  +  "i-,  [t,  f»  ni) 

=  7(''.P,  ■)■/'''*.+«,  Pt  ■?.'*"*»  +  «.  Pan"'"'*,)  ^'-'^^   f  AP 

OaPi?)  * 

A  non  essendo  nullo  idcmicaniente. 
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Mei  terio  caso  I  jaooblani  [»,w.]  [t.w.)  [t,w.]  [t,wj  non  possono  essm 
lulli  nulli  .denlicamentc.  Sia,  ad  es.  [»,»,.,]  di.erso  da  joro.  Allora  dentandola 
a  si  ottengono  lo  equazioni 


da. 


dalle  quali  si  ricava 


WtWtì  =  -  Api  a^  <p,  (<f iTitJ  =  Ap,  aj  y,  '       l<piTiT»l  =  -  Ap,  o^  .,  ' 

essendo 

1  _  [fi  fi  "PJ 

Da  queste  equazioni  sostituendo  nell'espressione  di  7  si  rtcuva 

T  =  -^  AP. 
s 

Sicché  in  tutti  questi  casi  si  ha 

s 

A  essondo  un  fattore  che  non  può  essere  nullo  identicamente  (*).  Quindi  perebè' 
si  annulli  T  occorre  e  basta  che  si  annulli  identicamente  P,  cioò  che  la  super- 
llcìe  a  abbia  in  0  punto  almeno  (5  +  3)-plo. 


{*)  Nel  citato  lavoro  del  Gerbaldi  sulla  jacobiana  di  tre  curve  piano,  l'A. 
nelle  considerazioni  analoghe  a  queste  distingue  un  caso  (quello  iu  cui  le  p  situo 
maggiori  dì  I),  in  cui  A  sarebbe  una  costante,  mentre  in  generale  ciò  non  i  esatto- 
Vedi  Nota  in  line. 
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Noi  poswHmo  quindi  concludere  :  se  (e  moliiiilicilà  ili  0  per  F,  ,  F, ,  F, ,  V^ 
sono  pTùpoTzionali  agli  ordini,  ed  i  coni  langcnH  m  0  alle  superfìcie 

p       p       p       p 
F,  ',  F,  ',  P,  *.  F*  * 

apparlmgono  ad  una  re/e  non  /ormala  medianle  un'involuzione  in  un  fascio 
(poic)iò  <)iiC8to  Appunto  esprime  l'cquiizione  (a) ,  coliti  condizione  [fj^j^J  =|=  0)  la 
jaeobiana  di  F, ,  F^ ,  P", ,  F^  ha  in  0  punì»  (r  +  '?)-plo  solo  quando  nel  sistema 
lineare  determinalo  da 

p       p       p       p 
F|  '.  Fj  *.  Fi  *.  F,  * 

tiitU  una  superficie  S,  che  ha  in  0  punto  (a  +  2)-plo.  In  particolare:  In  un  si- 
$lema  lineare  oo'  di  superficie  la  jaeobiana  ha  in  un  punto  base  s-plo,  in  cui 
i  coni  langcnli  appartengano  ad  ima  rete  di  coni  irredailibiti ,  la  muUipliciià 
(s-1  solo  quando  nel  sisfeina  vi  é  una  superjieie  che  ha  in  0  punlo  (3-t-2)-plQ. 
Se  0  è  solo  (rH-l)-plo  per  h  Jaeobiana,  il  cono  tangente  a  questa  si  ot- 

p  -I 
tiene  dal  cono  P  tangente  ad  S  ,  a  cui  si  aggiunga  [C,  CjGJ  e  si  tolga  C,  '  : 
In  particolare  :  In  un  gisfemo  lineare  oo'  di  Buper^cie  anelile  un  punto  base 
8 -pio,  in  cui  i  coni  lattgenti  aitparlengono  ad  una  rete,  esible  unasuperfleio 
S  avente  in  0  punto  almeno  (sr')-?^^;  se  questo  punto  è  solo  (s+l)-plo ,  la 
jaeobiana  ha  ivi  la  mulliplicifà  4s  — 2,  avendo  per  cono  langenle  Vinsìcme  del 
cono  tangente  ad  S  ed  ti  jucobiano  dell»  refe  dn  coni  tangenti  alle  siiperfieìe 
del  sitlema. 


8.  Rimane  ancora  il  caso  in  cui  <? ,  ',(p,  *,  9,  *,(p,  *    siano   lineiirmente    indipen- 
denti e  non  siano  composto  mediante  un'  involuzione  in  un  Tascio. 
p      p      p      p 

In  questo  caso  i  coni  tangenti  ad  F,  *,Fj  *,Fj  *,F^  *  determinano  un  sistema 
lineare  00', 

Pel  momento  supponiamo  che  si  abbia  p,=p^  =  p^  =  p^~  \  ,  ciois  die  le  su- 
perficie F  siano  dello  stesso  ordine  ed  abbiano  in  0  la  stessa  multiplicìli\  s-  M 
saranno  allora  nella  stella  di  centro  0  dulie  rette  ,  doppie  pel  cono  tangente  a<l 
una  superùcie  del  sistema  F,  F,  F,  F^  ,  e  clic  incontrino  questa  superfìcie  almeno 
s  +  i  Tolte:  le  loro  coordinate  dovranno  aoddisrare  lu  equazioni 

TOL,  zxxir.  31 
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^x. 


)(  W  )( 

??■  +1  !f- J.1    ?»4-0 


d!)llc  quali  equnziom,  so  cliininiaiDO  X, ,  X^  ,  X, ,  X^  ,  si  ricava 


8?, 
Sa;, 

8». 

8?. 
Sx, 

8». 
8x, 

«Ti 
Sa?! 

8». 
8fr, 

87. 
Sx, 

8?. 

ex. 

8?. 
8a-, 

8a;, 

8J. 
8x. 

8», 
Sx, 

cioè  precisamente  ¥  =  0.  Dunque  in  un  sistema  »*  di  superficie  avente  on  punto 
base  8  — pio,  in  cui  i  coni  tangenti  determinano  un  sistema  lineare  «>>  di  coni 
non  formati  mediante  un'involutione  in  un  fascio,  esistono  infinite  rette  passanti 
per  questo  punto  doppie  sul  cono  tangente  ad  una  superdcic  del  sistema  e  cbe 
ivi  lu  incontrano  almeno  si-2-voltc.  Queste  rette  formano  un  cono  d'ordine  4ì -2, 
che  è  il  cono  tangente  alla  jucubiana.  La  faeobiana  avrà  Quindi  in  0  un  pwtto 
is-l-plo  solo  quando  ogni  superficie  il  cui  cono  langenle  abbia  una  reUa 
doppia,  sia  incontrata  da  questa  rella  almeno  s  +  2  volle. 

Quando  le  F, ,  F, ,  F,  ,  F  non  sono  dello  stesso  ordino,  ma  i  loro  ordini  sono 
proponionuli  alle  multiplicltà  di  0 ,  noi  possiamo  considerare  le  superficie 

p      p      p      1" 
P,  *,F,  *,P,  ".F^  *. 

Avendo  supposto  :;,  V?i  i?j  tf*  *  indipendenti  linearmente  e  tali  clic  il  si- 
stema lineare  di  coni  da  essi  determinato  non  sia  formato  mediante  un'involu- 
eionc  in  un  fascio,  esisteranno  infinite  rette  doppio  pel  cono  tangente  ad  unasa- 
perflcie  del  sistema  F„F„F,.P«  e  che  incontrano  questa  superficie  almeno  s*-ì 
volte.  Ricordando  l'espressione  di 

p        p        p       p 
F,  '.F»*,  Fj  \F^  * 
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si  Tede  cbe  l'insieme  à\  queste  rette  sarà  rappresentato  dall'equasiono 


dx,      ''■  '■ 


dx. 


'=»•    K    ''•'. 


P   -*  P    -I  P   -I  P    -I 


P  -<     p  -I    P  -I    p  - 
PiP»J'jP*9i  '    9i*    9j       9** 


df,  &7i  df,  Sf, 

dcCf  ^x^  dx,  9x, 

a?,  s^j  ??,  a^j 

9a:,  Scc,  tiCj  5x, 

dif,  ^9^  d?.,  d(p, 

9iCj  9jCj  SiTj  Sxi 


^%  ^X  ^t  4-4 

g  P  -)        P  -I        P  -I        P  -I 

=  — P.P»PiPt9.        ?i        9j        ?»  *     >1'  =  0- 

Abbiamo  quindi  cbe  se  ^e  mo[(ÌpHcifd  di  0  per  F,,Fj,F,.F,  sano  proporzionali 
agli  ordini  ed  %  coni  C,  ',  Cr  *,  Cj  ,  C,  determinano  un  siXenta  lineare  »*  , 
l'insieme  delle  rede  doppie  per  il  cono  tangente  ad.  una  superficie  del  sisiema 

i«ear  e  (F/'  .F,-*"*  ,F,^'  1^4^*)  e  che  circondano  almeno  s  +2  volle  in  0  questa 
luperfieie.  si  compone  dei  coni  C,  C,  0,  C*  con/ali  rispc/(irnmeii(e  p,— I  ,  p,-l, 
P»~1'P*~'  ^"''^  e  dei  cono  (ofl^enfc  in  0  alla /acoMano.  /(  pvnio  0  sarà  (rt2)-pIo 

per    la  jacobiana  ogniqìtalvolla  ogni  superficie  del  sistema  lineare  (F,      ,  F,    , 

F,  ,  ,  vf*)  il  cui  cono  tangente  in  0  /io  una  reHa  doppiai,  sia  incontrata  da  que- 
tla  retta  almeno  $  +  2  volte. 

9,  UioTandoci  di  questi  risulluti,  noi  possiamo  risolvere  il  seguente  problema: 
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«  Trofiirc  lutti  i  casi,  in  cui  I»  ja^obiann  di  un  sisleni»  lincnrc  triplamente  infinito 
di  superficie  lia  pnnlo  doppio  e  tutti  i  crsì  in  cui  hi  punto  triplo  ■. 

Consulpriiimo  entro  questo  sistcmii  qunttro  superficie  F,,F,,F,  F^  non  appar- 
tenenti »<ì  una  stessa  rete  p.il  nventi  nel  puntu  0  li^  ninllìplicità  r,,r,,r,,  r,.  La 
j:icobi:ina  di  queste  superficie  avrà  ivi  lii  molti  pi  icilà  r,  +  r,  +  r,  +  r  -  3.  Dorendo 
essere  questa  iil  piìi  3,  dovrà  essere  r,  4  r^  +  i",  f- r,  <6  ;  d'idira  parie  si  puii 
sempre  supporre  r^  >  0  ,  r,  >  0  ,  r*  =  0  ,    sicclic  si  possono  avere  i  seguenti  casi: 

1.  r,  =  r,  =  r,  =  r,  -  1.  In  generale  J  ha  in  0  punto  doppio:  ed  esiste  una 
superfìcie  del  sistema  clic  lia  in  0  puntn  doppio  iìarà  0  triplo  per  J  se  i  piani 
tangenti  fermano  fascio,  o  se  quella  superficie  ha  in  0  punlo  triplo. 

2    r,  =  r,  =  rj=  1,  r^  =  ^.  Questo  caso  rientra  nel  precedente. 

3.  r,  =r,  =r,=  1,  r,=  3. 

4.  r,  =  r,=  l,  T|  =  r^  =  2 

5.  r,  =  0,  r,  =  rj  =  r,  =  2 

6.  r,  =  0,  r,=  I,  J-,  =  2,  r^  =  3. 

7  r,  =  0,  r,  =  Fj  =  1 ,  Tj  =  4.  In  lutti  questi  casi  la  jacobiana  ha  spnia  altra 
con'lizione  punto  triplo. 

-8  r,  =  0,r,=I,rj=  2,r,  =  2.  |  pi;inì  tangenti  alle  superficie  passanti  per  0 
coincidono  eil  esiste  un  fascio  di  superficie  aventi  in  0  punto  doppio.  La  j-icobìana 
ha  in  0  punto  doppio.  Avrà  punto  triplo,  se  i  coni  quadrici  tangfnti  a  qui'llc  su- 
perficie che  hnnno  in  0  punto  doppio,  coincidono  oppure  se  sì  speziano  in  coppie 
di  piani  clic  passano  per  nna  stessa  retta  drl  piano  C,  tangentu  ad  una  superfi- 
cie generica,  che  passi  per  0  oppure  se  il  fìiscio  da  essi  determinato  contiene  il 
piano  doppio  Cj*. 

9.  r,  =  0,  r, -Fj-l,  r»  =  3.  La  j.icobian.i  ha  in  0  punto  doppio.  Avrà  punln 
triplo  se  i  piani  tanKenli  alle  superfleie  passanti  p>;r  0  coincidono,  oppure  se  il 
cono  C,  tangente  alla  superficie  l-\,  che  ha  in  0  |<unto  triplo,  si  spezia  in  tre  piaoi 
del  fascio  (C,  Cj). 

in.  r,  =  0,  r|=  r,  =  !,  r4  =  2.  La  jacobiana  ha  in  0  punlo  semplice.  Sarà  dop- 
pio SR  C,  e  Cj  coincìdono;  ed  allora  esisterà  un  fascio  di  superficie  del  sistema 
aventi  in  0  punlo  'loppio,  e  si  ricade  nel  caso  8*:  oppure  se  C^  si  spezia  in  una 
coppia  di  piatti  passanti  per  la  retta  C^  Cj.  In  questo  ullimo  caso  consideriamo 
due  superficie  F',  F',  del  sistema  passanti  per  0  ed  i  cui  piani  tank-enti  C\  C, 
siano  armonici  rispetto  alle  coppie  dì  piani  (distinti  o  coincidenti)  in  cui  si  sputa 
C4.  Allora  le  coppie  di  piani  Cj*  Cg*  C,  determineranno  un'  involuiione  semplice- 
mente  infinita  formata  dalle  coppie  di   piani  tangenti  alle  superficie  della  rett 
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(F\*  FV  F^  '^i)  ^^  esistere  in  «questa  rete  una  superficie  r  che  avrà  ia  0  punto 
almeno  triplo.  Sar&  0  triplo  per  la  jncobiann  (v.  N.  S)  se  r  ha  punto  quadruplo, 
e  se  il  cono  tangente  ad  essa  sì  spessa  in  tre  piani  passanti  per  la  rptta  C,  Cj- 
i\.  r,  =  0,rt  =  r,  =  r,=  I,  La  jacobinni  passera  per  0  solo  so  C„C,,C«  fur- 
mano  fascio:  allora  esisterà  una  siipi^rflcio  del  sistc.na  che  hi  in  0  punto  doppio 
e  si  ricadrà  quindi  nel  cnso  prccudiinte. 

Concludendo  adunque,  la  jacobiana  di  un  sistemi  triplamente  infinito  di  super- 
ficie ha  in  0  punto  doppio  in  uno  dei  seguenti  casi  : 

1,  0  è  punto  base  semplice  ed  esìste  una  superficie,  che  lia  in  0  punto  doppio. 

2  I  piani  tangenti  alle  «^  superficie  passanti  per  0  coincidono  e  quindi  esì- 
ste un  Tascìo  di  superficie  che  hanno  in  0  giunto  doppio. 

3  I  piani  tangenti  alle  ce*  superficie  passanti  per  0  formano  fascio  ed  esiste 
una  superficie  che  ba  in  0  punto  triplo. 

4.  Le  00*  superficie  del  sistema  passanti  per  0  hanno  in  una  tangente  comune 
(cioè  ì  piani  tangenti  foricano  fascio)  ed  esiste  una  superficie  che  ha  in  0  un  punto 
doppio  tale  che  il  cono  tangente  si  spczz<i  in  due  piani  passanti  per  questa  retta. 

La  jacobiana,  supposta  soddisfatta  una  delle  precedenti  condizioni,  avrà  poi  in 
0  puntb  triplo  nei  seguenti  casi  : 

1**  0  è  punto  base  semplice  ed  esiste  una  superficie  del  sistema  che  ha  in  0 
plinto  triplo. 

2"  0  è  punto  base  semplice,  tale  che  i  piani  tangenti  in  esso  formano  fascio 
e  quindi  esiste  un  fascio  di  superficie  aventi  in  0  punto  doppio. 

3"  0  è  punto  doppio  per  le  oo'  superficie  che  passano  per  esso. 

t"  0  è  un  punto  semplice  por  le  oe'  superficie  p  issanti  per  esso  t^le  che  i 
loro  piani  tangenti  coincidono  ed  inoltre  nel  fascio  à  di  superficie  passanti  per  0 
ed  aventi  in  0  punto  doppio,  ne  esiste  una  che  ha  in  0  punto  triplo  pi^r  il  che  oC' 
corre,  e  basta,  che  i  coni  tangenti  alle  superficie  di  quel  fascio  coincìdano. 

5*  I  piani  tangenti  allo  oo*  superficie  passanti  per  0  coincidono  in  un  piano  ic 
ed  i  coni  tangenti  alle  superficie  del  fascio  1  sì  riducono  a  coppie  di  piani  pas- 
santi per  una  stessa  retta  del  piano  ic. 

6'*  I  piani  tangenti  alle  oo'  superQcie  del  sistema  che  passano  per  0  coinci- 
dono in  un  piano  x  e  nel  fascio  H  esi.^te  una  superficie  avente  in  0  un  punto  dop- 
pio uiiiplanare,  aven  lo  per  piano  t:ingonte  doppio  il  piano  ic. 

7**  0  è  punto  semplice  tale  che  i  piani  tangenti  in  0  alle  superficie  del  sistema 
formano  fascio  :  ed  esiste  una  superficie  che  ha  in  0  punto  quadruplo. 

8*  0  6  punto  semplice  tale  che  le  <»•  superficie  passanti  per  esso  hanno  una 
tangente  comune  eil  esiste  una  superficie  che  ha  in  0  un  punto  triplo  nel  quale 
il  cono  tangente  si  spezz-i  in  tre  piani  passanti  per  questa  retta. 
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90  0  è  punto  semplice  per  le  oo*  superfìcie  passanti  per  eiiso,  tale  che  queste 
hanno  ivi  una  tangente  comune  ed  esiste  una  suporQcie  F,  aventn  in  0  punto 
(loppio  tale  che  il  cono  tangente  C^  si  spezza  in  due  piani  passanti  per  qu-!sta 
retta  ;  e ,  se  P,  ed  P,  sono  due  supcrflcio  passanti  per  0  ed  ivi  aventi  per  piani 
tangt^nli  due  piani  armonici  rispetto  alla  coppia  di  piani  C^  ed  F,  è  una  qualun- 
que suporDcic  del  sistema  non  passante  per  0,  la  superficie  della  rete  (P,*  F,' 
F,  F,)  ,  che  ha  in  0  punto  più  che  doppio,  od  ha  in  0  almeno  punto  quadruplo,  od 
ha  in  0  un  punto  triplo  tale  che  il  cono  tangente  si  spezza  in  tre  piani  passanti 
per  la  tangente  comune  alle  superficie  passanti  per  0. 


n     O    T    A 


Le  n  +  1  formo  algebriche  X,  ,  X^ ,  ... ,  X„^,  di  n  variabili  Xi  ,  se^ , 
a  n  a  n  indipendenti,  soddisfano  all'equaiiono 


(1)  £   Xi    =^0 


essendo  —  il  grado  di  X^ ,  se  le  X  non  hanno  fattori  comuni  e  so  le  p  sono  tutte 

Vi 
maggiori  dell'unità,  esse  non  possono  assumere  che  determinati  Talori. 
Infatti  derivando  la  (1)  rispetto  ad  Xj  si  ricava 


"Lfa!'"  §  =  D    (s  =  l,2,...n), 

dalle  quali  equazioni  si  ricava 

a(X,X,  X« .  .  ■  X„.n)  8  (X.  X,  X«  ■ . .  X,+t) 

3 (a,  a^  . .  ■  x„)      _  _      i>{ae,  Xf  ■  -ain)     __ 
Pi  X,  *  Pi  X,  » 

e  perchè  i  denominatori  non  hanno  fattori  comuni,  dovrà  ogni  numeratore  essere 
divisibile  pel  proprio  denominatore  e  quindi  il  grado  del  numeratore  essere  ma;; 
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giore  del  grado  del  denominatore,  cioè 


I" 


da  cui  si  riciiTa 


e  dividendo  per  M 


ed  a  mnggior  rngionc 


">-(Pi-  I) 
Vi       -V, 


y.  !->Mm. 
1    P'~ 


I-h'- 


H 


rclaiione  elio  limila  i  valori  delle  p. 

Se  ammellìnmo  poi  che,  date  le  p^ ,  per  H  si  prenda  il  minimo  valore  pos' 
sìbilo  (il  minimo  multiplo  delle  p^)  avrà  luogo  la  relazione 


^  p,       *M 


ed  allora  il  jacobiano  di  (X»  X, ,  . .  X„+,)  coinciderà  con  x/i"'  e  cosi  via. 

Evidentemente  il  ragionamento  non  sussiste  nel  caso   che   le  X  abbiano    un 

futlore  comune,  fuorché  quando  questo  compaia  —  volte  in  Xj  :  in  particolare  se 

Pi 
le  pt  sono  tutte  uguali  :  sicché  nel  caso  che  si  voglia  risolvere  l'equazione 

dovrà  essere 

p<n+  1. 

Questo  ragionamento  non  è  altro   che  l'estensione  di  quello  fatto  dall'Hill- 
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plicn  {*}  per  la  risuluzionc  mediante  runnc  binarie  liistinlo  (IclìVquniione 

X"  4-  Y"  +  1"  -  0 

solo  che  l'Halplien  crroncnmente  né  in  quel  punto  (Ìoc.  cit.  pag.  18),  né  più  tardi 
(piig.  S6)  dove  risolve  la  stessa  equazione  con  funzioni  biperiodiche  aveiili  nei  p,v 


le  tre  funzioni ,  non  pone  [a  restrizione  che  le  tre  funzioni   non  sibbiano  fnltori 
comuni. 

Che  questa  restrizione  sia  necessaria  possiamo  provarlo  con  un  esempio.  Con- 
sideriamo le  funzioni 


V3p(p-1) 

r.=  ,     '       (x'-pM/) 

\'3p(p-l) 

K  =  ai»  +  »,* 

tiovc  p  è  una  licite  radici  cubiche  imaKinnrie  dell'unità.  È  facile   verificare  che 
si  ha 

X,s  +  Y,»  +  KZ.»  =  0. 
Se  quindi  poniamo 

X  =  KX,    T  =  Ky,    Z  =  RZ, 

le  tre  funzioni  X  ,  ¥  ,  Z  soddisfano  all'equazione 

X»  +  Y>  +  Z»  =  0 
dove 


{*)  Mémoire  sur  la  réduction  des  équations  différentieltea  Unèairet  aux  fon 
intégrahles.  Savanls  étrangcra  1884. 
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Notinmo  però  una  cosn  ,  cioè  che  malgrado  questa  inesattczz:t ,  i  riauUati 
trovati  (lall'HiilpIien  itdta  sua  Memoria  rimangono  esalti,  appunto  perchè  qu;ui- 
lunquc  non  lo  rilevi  espressamente,  egli  applica  sempre  questo  teorema  a  Tunzioni 
che  non  possono  avere  fattori  comuni. 

Devo  Tare  ancora  un'altra  osservaKÌone  ,  a  cui  deve  origine  questa  Nota,  il 
Gerbaldi  nel  suo  giìt  citato  lavoro  incontra  una  relazione  fra  tre  formo  binarie 
?i  t  Ti .  fs  del  tipo 

o,  9,^'  +  o,  ff*  +  a,  9/'  =  0 

dove  ri  è  il  grado  di  T{  e  si  ha 

rp,  =  r.  s,      rpt  =  Tj  r,      rp,  =  r,  s. 

Tessendo  il  massimo  comune  divisore  dei  numeri  i*»  l'i .  Tj  r,  ,  r,  r,.  Ora  l'A-  qui 
applica  ■  risultati  dell'HalpIicn,  risultati  non  applicabili  in  questo  caso,  perchè 
non  è  escluso  che  le  ?,  (pj  f,  abbiano  fattori  comuni  :  inoltre  egli  dice  che  in 
questo  caso  si  ha 

[Ti'Pj]  =  Ap,  o,?/'" 

essendo  A  una  costante,  ciò  che  non  ò  esatto,  neanche  se  le  ifi  non  hanno  fattori 
comuni:  infatti  perchò  ciò  avvenga  é  necessario  scegliere  per  M  il  minimo  multiplo 
delle  Pf  e  determinare  in  conseguensa  le  Vf  minime  (1);  mentre  in  questo  caso 
si  sceglie  per  U  il  minimo  multiplo  delle  r^  e  si  determinano  in  conseguenza  le 
}){  minime. 

Ne  viene  quindi  che  nello  studio  dei  vari  casi  che  le  ft  possono  presentare 
quando  le  moltiplicità  di  0  per  le  tre  curve  sono  proporzionali  agli  ordini  e  fra 

<f,^'  ^^  <ff'  passa  una  relazione  lineare  diventa  inutile  il  distinguere  il  e  iso  che 
qualcuna  delle  p^  sia  uguale  all'unita  dal  caso  in  cui  ne  siano  tutte  maggiori. 

Torino  3i  Gennaio  1896. 


(*)  Allora  ai  avrebbe  una  di  quelle  soluzioni  che  l'Halphen  chiamava  primitive. 
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SULLE  FORME  BILINEARI  SIMILI 


G.    SFORZA. 


(Conf umazione,  Vedi  Voi.  XXXIII  pag.  80  o  105). 


32.  Una  data  sostituzione  lineare  della  x  determina  msnifestiimcntc  una  Tonna 

et 

T  bìlincaro  nelle  ce  e  nelle  ti  die  permette  di  dire  che  cOf  si  cnngia  in  = — e  cbe 

può  dirsi  rappreseiilalriee  della  data  sostituzione. 

La  T  poi  determina  a  sua  volta  una  sostituzione  lineare  delle  u  che  cangia 

Uj  in  ;r-  e  che  dicesi  la  trasposta  delia  precedente  ;  cosicché  T  è  rapprcseota- 

trice  di  duo  sostituzioni  trasposte.  Sia  poi  T  collineare  a  sinistra  a  un'uniti  H  t 
a  destra  a  un'unità  N  e  suppongasi  inoltre  che  T,M,  N  siano  del  medesimo  ran^o. 
Allora  (N"  8;  Voi.  32,  pag.  300)  è  determinata  una  forma  T"'  collineare  a  sinisln 
ad  N  e  a  destra  ad  H,  tale  die  T'*T  =  N  e  TT~'  =  H  e  che  nbbiamo  chiamali 
la  reciproca  <li  T  rispetto  ad  M  ed  N.  Le  due  sostituzioni  trasposto  rappresentate 
da  T~'  saranno  da  dirsi  le  reciproche  di  quelle  rappresentate  da  T  a  più  pr«i- 
samcntc  s'intenderà  che  di  due  sostituzioni  reciproche  una  cangi  le  x  e  r.iltra  leu. 

Colie  due  sostituzioni  reciproche  di  X:  con  ^-  e  di  u,  con  sicaneial 

in  N;  infatti  essendo  T'*  =NT"'ÌI  si  ha 

T-'M  =  NT-»  M'  =  NT-'M  =  T"'  ; 

onde  'r'MT  =  T-'T;  ma  T-'T  =  N,  perciò  T-'MT=N,  cioè 


^i  A-  SXi   SUfdXj  duj~ 


,y  Google 


)(  553  )( 

Colle  soatituzlonl  trasposte  delle  due  precedenti  H  poi  si  cangia  in  N,  percbè 
si  ha  analogamente 


Poniamo  ora  la  seguente  definizione:  Due  forme  P, Q  dicansi  equivalenti, 
collinearmente  a  due  date  unilà  H,  N  dello  slesso  rango,  se  P  si  cangia  in  Q  con 
due  soalituzioni  reciproche  rispetto  a  ÌA  ed  ti  e  inoltre  Q  ai  cangia  in  P  colle 
dite  sostiltizioni  Iraeposte. 

E  facile  Tedcre  che;  se  P  e  Q  sono  equivalenti,  collinearmenle  a  due  unilà 
H ,  N  dello  stesso  rango,  sarà  P  collineare  ad  una  di  queste  (per  es.  ad  H)  e 
Q  all'altra  (ad  N).  Ed  invero  si  ha  per  ipotesi  T"'PT  =  Q,  dalla  quale  dedu- 
ciamo 

TT"'PTT-'=TQT-'; 

ma  TT^'^M  per  ipotesi,  dunque 

MPM  =  TQT-'. 

D' filtronde ,  essendo  P  e  Q  equivalenti ,  deve  pure  essere 

P  =  TQT-', 
dunque 

MPM=P, 

cioè  P  è  collineare  ad  M.  Similmente  da  T  Q  T"'  =  P  e  T"'  T  =  N  si  ricava  che  Q 
è  collineare  ad  N. 

33.  Due  forme  P,Q  collineari  rispettivamente  a  due  unità  H,N  Io  diremo 
simili  rispetto  a  tali  unità,  se  ammettono  rispetto  ad  esse  gli  stessi  polinomi  ca- 
ratteristici (N.  19;  Voi.  33,  pag.  80).  Abbiamo  il  teorema  : 

Affinchè  P  e  Q  siano  simili  rispalto  a  due  unità,  U,  N,  cut  sono  rispetliva- 
menlc  collineari,  è  necessario  e  sufficiente  che  H  ed  N  siano  dc(  medesimo  ranijo 
e  che  inoltre  P  e  Q  siano  siniifi  Tispello  all'ìmilà  {ondamentale 

E  =  u,x, +  u,X3  +  .  .  .  +u„v 

Che  H  ed  N  debbano  essere  del  racilesirao  rango  r  risulta  da  ciò  che  il  rango 
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di  M  è  la  somma  dei  gradi  dei  polinomi  caratteristici  di  P  rispetto  ad  H  (N'  16 
e  19). 

L'altra  parte  del  teorema  risulta  da  ciò  che,  se  insieme  ai  dirisori  elemen- 
tari relativi  alla  forma  P  -  pM  (o  Q  -  pN)  si  considerano  n  —  r  monomi  eguali  a 
p,  sì  ottengono  i  divisori  elementari  relativi  a  P-pE  (o  Q-pE).  (Tol.  33;  p.  lOS). 

Questo  teorema  dà  un  criterio  più  semplice  per  giudicare  se  due  forme  sodo 
simili. 

Dimostriamo  poi  il  seguente  teorema  : 

Condizione  necessaria  e  au/^cicnte  affinchè  due  forme  P ,  Q  siano  eqaita' 
lenti,  coUinearmente  a  due  date  unità  H  e  N,  è  c/te  esse  siano  simili  rùpetloa 
(alt  tinilà. 

Sia  r  il  rango  di  H  ed  N,  Esprìmiamo  H  e  P  in  due  serie  di  r  variabili  1 
(funiioui  lineari  delle  ^)  e  di  r  variabili  U  (funzioni  lineari  delle  u)  ;  e  cosi  pure 
N  e  Q  in  due  serie  di  r  variabili  X'  e  di  r  variabili  U'. 

Il  determinante  D.  dei  coefficienti  della  forma  P— pM  considerata  come  espressa 
nelle  X  e  nelle  U,  come  pure  quello  i^  della  Q-^N  (espressa  nelle  X' e  nelle  C) 
saranno  d'ordine  r  e  diversi  da  zero.  E  la  condizione  necessaria  e  sufBciente  af- 
finchè sostituendo  le  X  con  combinazioni  lineari  delle  X'  (di  determinante  non 
nullo)  e  le  U  con  combinazioni  lineari  delle  U'  (di  determinante  non  nullo)  le  for- 
mo P  ed  U  si  cangino  nello  Q  ed  N ,  per  il  celebre  teorema  di  Weicrstrass , 
sarà  che  B^  e  A^  coincidano  nei  loro  divisori  elementari ,  ciob  che  P  e  Q  siano 
simili  rispetto  ad  M  ed  N. 

Ora  se  si  ha  T"'  P  T  =  Q ,  con 

T-'  =  NT-'M  e  T  =  MTN 

cioè  con  T'*  funzione  delle  X  e  delle  U'  e  T  funzione  della  X'  e  dello  U,  si  puà 
scrivere 

_y  y  V  y  2^   a'P     sj.  y  y  ax,  sii,  aXj^  su. 

Ma  facendo  l'ipotesi  (sempre  lecita)  che  le  U  (o  le  X)  siano  scelte  in  modo 
(la  avere 

M  =  U,X,+n,X,+  .  .  .+H,X,, 
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si  è  ted4jto  (pag.  307  del  Tol.  32)  ohe  si  Uà 


Sax,  sn,_j  0   f"   »--!=* 
.  83!.' 


I 


rimane  dunque  in  questa  ipotesi 


cioè  resta  cosi  proviito  che  ogni  coppia  di  sostituzioni  delle  x  e  delle  u  recipro- 
che e  collineari  ad  M  ed  N  equivale  ad  una  coppia  di  sostituzioni  delle  X,  con 
combinazioni  lineari  delle  X',  e  delle  U(  con  combinazioni  lineari  <lclio  U',  che 
cangi  H  io  N  ;  e  viceversa.  Dunque  per  le  precedenti  considerazioni  la  similitu- 
dine di  P  e  Q  rispetto  ad  M  ed  N  sarà  necessaria  e  sulllciente  per  l'equivalenza 
di  P  a  Q  nel  senso  del  N."  32. 

34.  Noi  vogliamo  mostrare  come  colla  semplice  conoscenza  dei  polinomi  ca- 
ratteristici di  due  Torme  simili  P  ,  Q  si  possa  dare  una  Tormola  contenente  delle 
costanti  arbitrarie  la  quale  »\  variare  di  queste  dia  lune  la  forma  T  rappresen- 
tatrici  delle  sostituzioni  delle  x  che  insieme  alle  loro  reciproche  cangiamo  P  in 
Q;  in  altre  parole  vogliamo  dare  la  costruzione  formale  delle  T  che  rendono 

(26)  T-'PT  =  Q 

colla  condizione 
{il)  T  =  H  T  N  , 

essendo  M  ed  N  due  date  unità  del  medesimo  rango  r  cui  P  e  Q  sono  collineari. 
La  (26)  richiede  che  T  sia  di  rango  r  (N.  8;  voi.  32,  pag.  300)  ;  questa  re- 
strizione ai  valori  delle  costanti  arbitrarie  che  compariranno  in  T  non  ò  formale; 
quindi,  osservando  che  (per  essere  TT"' =  M  ed  MP  =  P)  da  (26)  si  ricava, 

(28)  PT  =  TQ, 

la  costruzione  Tormale  cercata  sarà  la  stessa  che  risolve  il  sistema  (28)  e  (21)  ; 
la  (28)  però  non  impone  restrizioni  non  formali  alle  costanti  arbitrarie  che  en- 
trano in  T  ed  è  quindi  preferibile  alla  (?6). 

Ogni  forma  T  che  soddisfi  alla  (28)  la  diremo  un  fattore  dcs(ro(  sinislro)  di 
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equivalenza  di  P  a  Q  (dì  Q  a  P)  ;  la  sua  costruzione  formale  (Vedi  N.*  38.  41, 
42,  i3  e  44)  è  fondata  poi  sopra  unn  certa  rormnzìone  f\  che  an<tinmo  a  descrUprc. 

35.  Sia 

ACPÌ  =  /"o  +  /',p-'rtP»  +  ...+r«P" 

un  polinomio  qualunque.  Ne  ricaveremo 

f(p)-nq)_       V       f  .. 

Allora,  86  P,H,Q  sona  tre  bilineari  arbitrarie,  porremo 

_r|(P.H,Q)=       2       /"r+.^.P^HQ-, 
r-)-«<m-l 

ntcndendo  che  F"  e  Q"  siano  due  unità  a  cui  P  e  Q  siano  rispettivamente  colli- 
neari. (Se  per  esempio  si  ha  f{p)=-p*,  avremo 

P*  -  9'       . 

=p*  +  pq  +  g* 

p-q 

e  quindi 

_f  I  (P  ,  H  ,  Q)  =  P'HQ»  +  PHQ  +  P«HQ*Y 


T=^|{P,H,Q). 
Allora  avremo 

PT-TQ=       2       /;+,^,(P"-'H<3'-P'HQ'*' 
r+t<m-l 

=  2   /n       S        (P'^-'HQ'-P'HQ'*'} 
*         r+«<|j;-l 
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=  2  U  i  (P**  HQ"  -  P"^-'  HQ)  +  (P»^-'  HQ  -  Pt^  HQ»)  +  ...  +  (PHi 


=  S   ^,.(P''HQ''-P''HQ'^) 

=  (TiP + ^  P*  +  •■■  +  f-  P"  )  HQ"  -  p"  H  (/;  Q ...  +  /;.  Q"^. 
=  (/;p<'  +  /;p  +  ..  .  +  /;.p")HQ»-p*Hc/-oQ»  +  /',Q...+/'„Q") 

=  /(P)HQ»-P»H/'((ì). 
Se  dungue  /osse 

/(PìHQ^sO        e        P«Hf(Q)=0 

sarebbe  ancAe 

PT  =  TQ  ; 

iaoltre  (per  la  formazione  datane)  la  T  soddisferebbe  manìfcstameate  anche   alla 
pò  TQ»  =  T. 


36.  SeF  é  un'  unità  caratlerislica  principale  di  P  corrispondente  al  primo 
jpolinomio  carallerislico 

?(p)  =  <P.  +  7iP  +  .-  ■  +  ?«?" 

di  P  rispetto  a  P*,  si  pud  sempre  prendere  una  forma  bilineare  A  =  u^  «^  di 
ravgo  1,  non  singoiare  per  P  {Voi.  33,  pag.  83)  e  collineare  ad  F,  tale  da  rendere 

P  =  _9l(P,A,P). 

Supponiamo  ad  esempio  m=3. 

Sia  B=:t((^^  una  forma  di  .rango  1,  non  singolare  per  P  e  cOUineare  ad  F. 
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P»8 

91) 

V 

f». 

P. 

V 

P». 

P. 

(1 

I"(» 

P. 

V 

•■v 

P< 

Allora  si  avrà  (N."  24  ;  Voi. 
F 

P.. 


Determiniamo  ora  le  tre  quantìti  ^aiTiit,  in  modo  da  soddistare  al  sistema 
di  3  equazioni  lineari  non  omogenee 


(29) 


siccome  il  determinante  dei  coefficienti  di  questo  sistema  non  6  nullo  (Voi.  33, 
pag.  83)  lo  I, ,  t, ,  Tt  saranno  determinate  in  modo  unico.  Posto  poi 

-c(p)  snrà  primo  con  f  (pj,  perchè  altrimenti  ^  avrebbe  anche  (Tot.  33;  pag.  83) 

contrariamente  all'ultima  delle  {29).  Posto  allora 

(30  A=u.a^  =  T(P)B  =  (ToP'rt  +  T,Prt  +  T,P*rt>P, , 

la  A  sarà  collineare  ad  F  (*)  e  di  rango  l  ;  inoltre  A  non  sari  singolare  rispet- 
to a  P ,  perchè  se  fosse  [ji(P)A  =  0,  ove  p;(p)  indicasse  uq  divisore  di  ?(?),  sa- 
rebbe pure  |iiCP)T(P)B  =  0  e  quindi  si  avrebbe  <;'(PjB  =  0,  con  «li  Cp)  non  diiì- 
sibilo  per  ^(p),  il  che  è  impossibile  non  essendo  B  singolare  (Tol.  S3 ,  pag.  8S). 


C)  Infetti  PAP  =  P tCP) BP  =  t{P) PBF  =  tfP) B «A. 
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Sarà  dunque  anche 

P  !»„        P„        P"„ 

pò  pò  p  pi 

p„       p„       p'„      P'„ 
I   ■"..      •"«.     P'«     p*» 

Tale  a  dire  determinando  ]e  U, ,  U, ,  Ui  del  sistema  lineare  non  omogeneo 
/    P'm  =  V,  P'„  +  U,  P„  +  U,  P'„ 
^*''  {    P«.  ='I.P„  +U,P'„+U,P'„ 

[    P'„  =  Ho  P'„  +  U,  P'„  +  U,  P'„ 
si  afri  poi 

CSa)  P  =  U,P«„  +  II,P„  +  U,P'„ 

Ora  da  (30)  si  ba 

4P*A=T(P)BP'T(P)B  =  T(P)|BP't(P)Bl 
=  T  (P)  1 1,  BP'B  +  T,  BP'"B  +  T,  BP'"B  |. 


AP''A  =  A.P»„ 


BP»B  =  B.P*,, 


A-P»„  =  T(P)B|T.P*„  +  T,P„«"  +  T,P„»»M. 
e  quindi,  essendo  A  =  t(P)B,  si  a»rà 

f»  = '.  P*l.  + '.  V"  + '•  V*"- 
Facendo  /i=0,  t,  2  avremo  dunque  per' la  (29) 


(33) 


P*„  =  0,  P„  =  0,    P"„=- 
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Allora  il  sistema  (31)  dìTione 

P"    =  U.  P*     , 

P«  =  O.P'«.  +  II,P'„. 

I"„  =  D,P'„+U,P'„  +  D.P'„, 
cui 

t,  P"»  +  <fi  P«i  +  »■  P'„  =  K.  9,  P'„  +  Oi  (.t,  P'„  +  f,  P'„) 
+  Wi(l'.P'«.  +  1'.P'«,  +  ».P'«). 
».  P"«.  +  T.  P„  =  ti,  T.  P'„  +  B.  (?.  P'..  +  T.  P'J  . 
T.P'..  =  <I=T.PV 
Ora,  essendo  (?(P)  =  0,  abbiamo  per  le  (33) 

?.P'..  +  ?.P'.»  =  0    ,    »,P'„+».P'.. +  »•?'..  =  ». 
e  iDollre  per  l'ultima  delle  (33)  si  ha  9)P*aa=lt  dunque  il  sistema (31)' diviene 

t.f..+  ?.P»  +  ?.P',»  =  «.. 
».!"»  +  ».?..  ="i. 

siiìchè  la  (32)  diventa 
F  =  (9,  P'..  +  »,  P„  +  ?■  P'„)  P V  +  (f  =  P°„  +  T.  P  J  P..  +  T.  P'..  P'- 

=  T,  P"..  P%,  +  T,  (P..  PV  +  P"..  P..)  +  T.  (P'..  P*-  +  P-  P«  +  P"»  P' J 
=  t,  P'AP»  +  9,  (PAP-  +  P-AP)  +  f,  (P'AP"  +  PAP  +  P^AP") , 

ovvero  (».•  35) 

r=f(P,  A,  P). 

La  dimostrasione  è  alTatto  analoga  per  ogni  altro  valore  di  m. 
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39.  Se  P  e  Q  ammeltona  n'spello  a  P"  e  Q*  un  solo  polinomio  caraUeritìico 
?(P)  •  i*  (p)  rispeuivamente,  e  se  inoltre  uno  dei  polinomi  f  (p)  ,  ^(p)  è  divisibile 
per  l'ailro,  inflicandoto  con  v-(.?)  ^  ponendo 

(3i)  "  T  =  ji^|(P,H,Q), 

ove  H  sia  una  forma  arbitraria,  Bi  avrà  in  T   l'espressione  formale  di  lutti  i 
fattori  destri  di  efuivalenxa  di  F  a  Q  che  sodisfano  alta 

(35)  T  =  P«TQ'. 

Se  poi  g  è  ti  grado  di  guelfo  dei  due  potmomt  <f(p)  e  <)i(f)  che  divide  l'alfro, 
le  T  formano  un  sistema  lineare  d'indice  g  e  di  rango  g  ;  e  se  T'  è  una  par- 
ticolare T  di  rango  g,  ogni  altra  T  è  indijfercntemenfe  di  una  delle  due  forme 
1{P)T ,  T'X(Q),  essendo  X(p)  un  polinomio  non  soggetto  a  Umitaxioni. 

Dim.  TataDto ,  quando  T  ba  la  forma  (34) ,  esso  soddisfa  alla  (35)  ;  inoltre 
esso  ci  dà  (N.  38) 

PT  -  TQ  =  |i  (P)  H  Q"  -  P»H  ii(Q)  ; 

essendo  quindi  y.(p)  eguaio  ad  uno  dei  due  polinomi  <(>(p),^(p)  e  diTÌsibile  per 
l'altro,  si  air&  |ìl(P)  =  0  e  iii(Q)=0,  e  perciò 

(36)  PT  =  TQ. 

Suppongasi  Ticeversa  che  T  sodisB  alle  (SS)  e  (S6)  ;  dico  che  avrà  la  forma  (3  i). 
Oifatti  sia  ad  esempio 

(37)  i»(p)  =  <!'(?)  =  +•  +  *.  P  +  ..■  +  *.  p"  =  ?  (P)  X  (P)- 

Poiché,  per  l'ipotesi,  Q  non  ha  altra  unità  caratteristica  che  Q*>,  si  potrà  sce- 
gliere (N.  36)  la  bìlineare  A.  =  u„a^  di  rango  I  in  modo  da  avere 

(38)  Q«  ==J«^|  (Q  ,  A  ,  Q)  =  2 1^,^.,  Q'  A  Q». 
Ciò  posto  si  osservi  che  da  (36)  si  ricava 

P»T  =  PTQ  =  TQQ  =  TQ»  ; 
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e  gob)  in  generale  P'T^TQ',  la  quale  rale  uncbe,  a  cagioae  di  (35),  per  r=0  (*). 
Perciò  da  <38)  avreioo 

(39)  T  =  TQ"  =  £  *,,.^,  TQ'AQ'  =  S  *^,^,  FTAQ'  =  *  |  (P  .  TA  .  Q) , 

e  ciò  prora  appunto  cbe  T  ha  la  forma  (3&).  Inoltre,  essendo  TA  =  T„-a[,ed  es- 
sendo P''TQ'  =  T,  si  vede  clie  in  (3f)  H  può  sempre  essere  scelto  della  forma 
v^a^  ove  «x  sia  una  lineare  fissa  e  ii^  una  lineare  collineare  a  P"  e  del  resta 
arbitraria;  ma  tali  lineari  formano  un  sistema  lineare  d'indice  g  perchè  P*  è  di 
rango  g ,  cioè  si  può  porre  sempre 


essendo  u^,p  u  ^^  ,...,  u^j  g  lineari  fisse  linearmente  iodipendenti  e  cdltnenria 
P"  ;  dunque  ogni  T  avrà  la  forma 

essendo 

T'''=i^|(P,Uj^,^a.,Q), 

come  risulta  da  (39). 

Le  T  formano  dunque  un  sistema  lineare  d'indice  g. 

È  manifesto  poi  da  (US)  che  il  rango  di  T  non  può  superare  g.  Importa  mo- 
strare che  può  essere  g. 

Si  osservi  a  tale  scopo  che ,  essendo 

'l'(p)^<p(p)X<P). 
si  ha  identicamente 

(40)  ÌMiLt(i'=iMrJL(?)j(,)  +  ,(p)m_-Jt(?) 


(*;  Più  in  generale,  se  X(^)  è  on  polinomio  qualunque  si  ha 

X(P)T  =  Ti(Q),  quando  PTsTQ    6    T=P«TQ». 
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dunqne,  essendo  ?(P)  =  0,  si  avrà 

(41)         l|(P.H,Q)=_TlCP.H.Q)x(Q)  =  l|(P,Hx(Q).Q).  (*) 

Ciò  posto  sia  u^  una  forma  lineare  non  singolare  per  P ,  e  Yx  ""'^  lineare 
non  singolare  per  Q ,  e  si  faccia  H-UgYxi  ''■'^o  f^^e  In 


(i2) 


T'=4<|(P,H,Q) 


è  allora  di  rango  g. 

Ed  invero  da  (41)  avremo 

(i3^  T'  =  JP I  (P  .  H  x(Q) .  Q)  =  S  Th.*.  P'w  Q V. 

essendosi  posto 

(")  Hx(Q)  =  Uc5,. 

La  (i8)  ci  dà  1"  espressa  in  due  serie  di  g  variabili 

(45)  P"«  .  P« P«'-' 

(W)  <1*B,  .  Q5« Qax'-' 

rispetto  alle  qaali  11  determinante  dei  eocSloienti  d 

Ti         9i     •     ■     •     %-\    9ff 

Ti         'il     ■     '     '     %        ^ 

=  ±99' 


e  quindi  è  diverso  da  zero.  Per  vedere  che  T'  è  di  r^ngo  g  resta   dunque  solo  a 
mostrare  cbe  le  (45),  come  pure  le  (46),  sono  linearmente  indipendenti. 


(*)  Il  passaggio  da  (40)  a  (41)  è  lecito,  perché  l'identità  (40)  snasiste  mani- 
festamente  anche  se  p'  0  ^  non  sono  potenze  di  p  »  q,  toa  sìmboli  qualunque  so- 
disfacenti  alle  condizioni 
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Che  le  (iS)  binno  tali  risulta  dall'  ipotesi  fatta  cbe  v,  non  sia  singolare  ri- 
spetto a  P  e  dal  ricordare  che  (p(Pj  =  0  (di  grado  g)  è  l'equazione  di  grado  ini> 
nimo  cui  sodisfa  P.' 

Le  variabili  (46)  sono  pure  lioeannente  indipendenti;  perchè,  se  si  aTCsse 

^  QV  +  ^t  Q&E  +   •    .    ■    +tg.iQlJ~'=0, 

ossia 

per  la  (44)  si  avrebbe  pure 

Hx(Q)iCQ)  =  0; 

ma  allora,  non  essendo  Yx  singoi&re  per  Q,  x(p)''(p)  dovrebbe  essere  divisibile 
pel  primo  polinomio  caratteristico  ^(f)  di  Q;  il  che  è  impossibile,  perchè  si  ha 

+(p)=xfp)<p(p) 

e  <f(fi)  è  di  grado  g  maggiore  del  grado  di  t(p). 

La  T'  data  da  (42)  è  dunque  veramente  di  rango  g. 

Segue  di  qui  che  T'  e  P*>  saranno  reciprocamente  collineari  sinistro  e  avranno 
quindi  gli  stessi  nulliflci  sinistri  (N.  S;  Tol.  32);  se  dunque  '/.(p)  è  dì  grado  mi- 
noro  di  g  non  potrà  essere  À  (Pi  T'  »=  0  ;  in  altre  parole  Io  T' ,  PT' ,  . . . ,  P*"'  T' 
sono  g  forme  linearmente  indipendenti  ;  esse  poi  sodisfano  la  (34)  perchè  si  bi 
da  (42) 

P*T'=j«j(P,P*H,  Q); 

e  siccome  le  T  formano  un  sistema  lineare  d' indice  g ,  ogni  T  saHk  delta  rom» 

ossìa  si  potrà  porre 

T  =  X  (P)  T' , 

ove  X(p)  sia  un  polinomio  che  pu6  anche  supporsi  (a  caglon  di  ^ (P)  =  0  )  dì  gndo 
qualunque. 

E  siccome  ai  ha 

X(P)T'  =  T'X(Q), 
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cosi  a  T  può  anche  darsi  la  forma 

T  =  T'X(Q), 
secondo  l'enunciato. 

88   Stono  F ,  Q  due  forme  timili  e 

?"'(P)  ,  ?'"(P) 9"-"(p) 

t  foro  polinomi  caraden'stici  dei  gradi 

m(">in(">  .  .  .  >m<'-«    (•)■ 
Indichiamo  poi  con 

pW  j  F(t)  ....      pC-») 
e  con 

un  sistema  completo  di  unità  caratleTisHche  principali  ^te  di  P  e  di  Q  rispel- 
livamenie. 

Allora  se  i  ,  j  sono  due  numeri  che  possono  prendere  i  valori  1  ,  S  . .  .  (  e 
si  indica  con  e  il  minore  di  essi,  se  sono  disuguali,  o  il  loro  valor  comune,  se 
sono  eguali,  ponendo 

T|j=  yWf  (P.F'*>H;jG^',  Q), 

ove  B|j  indica  una  allineare  arbiiraria,  la  soluzione  formale  della 

(48)  PT  =  TQ  , 
colla  condizione 

(49)  T  =  P»  T  Q» , 


(•)  Sì  rammenti  che  f^'K?)  è  divisibile  per  9"Hp)  e  in  generale  ?*''(?)  per  ^^'(p) 
quando  »'</. 

TOL.  xxiiv  84 
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sarà  dola  dalla 

(SO)  T  =  E,  S,  T,,. 

Li  T  poi  formiranna  un  Bislema  lineare  il  cui  indice  è 

(H)  v=  s'pin- l)mi«. 

Dim.  Supposto  dapprima  che  T  sia  definita  daila  (50)  e  dalla  (41),  sarà  sod- 
disfatta la  (49),  perchè  da  (SO)  si  ricava 

P'TQ'^S,  2,- ?'!„()•, 

e  da  (47)  si  ha  poi  evidentemeote 

Inoltre  sari  sodisfatta  la  (48)  ;  infatti  da  (41)  si  ricava  (N.  35) 

PT„  -  T(j  Q  =  ?"l  (P)  Fll  H„  a"!  -  P«  Hj  a»  ipl'HQ). 
Ora  se  {<,]  si  ba  G=t  e  quindi  (Tol.  33,  pag.  86) 
,(i)(P)Fl<l  =  ,(«(PF">>  =  0; 
e  inoltre,  avendosi  pure 

t">(QG«)  =  0. 
sarà  anche  (poiché  f'^ifì  è  divisibile  per  «pi"(p)) 

0  =  V'>(QO«)=G11c(l«(Q); 
opperò  in  tal  caso 

PT„  =  T„Q. 

Lo  stesso  si  prova  noi  caso  i>j.  Ha  niiora  da  (30)  diseend» mamfeitamentt 

la  (42). 
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SuppODianio  ora  invcco  T  soildisfacento  alle  (48)  e  (49) ,  e  poniamo 

(52)  Tij  =  Ft"  T  G^>. 

Siccome 

po  =  FIO)  +  F(')  +  ,  ,  .  +  pi'-'i 
e 

Q«  =  G»'  +  G"l  4-  ...  4  G('"'>, 
ila  (49)  avremo 

T  =  (  1;*  F"')  T  (  il  G^)  =  S(  If  Fl'J  T  G")  =  Z,  Sj  Ty , 

a  cagione  di  (S?).  Resta  dunque  solo  a  dimostrare  cbe  T^,-  ha  k  forma  (41).  Si 
osservi  a  tale  scopo  che,  essendo  per  ipotesi  PT  =  TQ  ,  sarà  puro 

F'*)pTG^'  =  FWTQG"'; 
onde ,  essendo 

Fi'J  p  =  p  Ft*'  e  Q  Gf  '  =  G^^'  Q  , 

avremo  anche 

P  F'*'  T  G'^'  ~  f'  T  G"*  Q  , 
ovvero 

f'T,^  =  T,,Q. 

Cd  anche  (ponendo  pOziFWpF'"  e  Qy>=G'"QG'"  e  osservando  che  F('iT,jG")=T,j) 

P<"T,y  =  Ty^Q^'. 

Ora  P''>  è  una  forma  collineare  iill"  unità  F"'  ed  ammette  rispetto  ad  F^'*  l'u- 
[lico  poiinomio  caratteristico  (p'''(p)  (Voi.  83,  pag.  86),  mentre  Q'^^  è  collineare  a 
G^'  ed  ammette  rispetto  a  G'^'  l'unico  polinomio  caratteristico  <f^  (p)  ;  d'altronde 
dei  due  ip"'(p)  ,  lì^Hp)  quello  9''',  che  ha  l'indice  e  minore  è  divisibile  per  l'altro; 
dunque  (N.  87)  la  T^^  avrà  la  forma 
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^^      r+t+-l  ' 

"^     r-n+i 
=  2  9"'      P'  F'"  F'"  H.-;  G^'  G(^l  Q' 

=  2j  ?'*'      P'(F'''H(,-G'-'i)Q* 
=  9WJ  (P  ,  Fi"  Hy  QiJ)  ,  Q)  , 

cioè  Tij  ha  appunto  la  forma  (i2). 

Hostriamo  poi  clie  le  T;^  date  dalle  (41)  sono  linearmente  indìpcndeiiti. 
Suppongusi  che  sia  possibile  con  certi  coeflicienti  costanti  X^y  una  equatiooe 
della  forma 

(33)  2^i:^XyTy  =  0. 

Da  questa,  moltiplicaDdola  a  sinistra  per  F'^'  0  a  destra  per  G"> ,  si  ottiene 
(54)  2,  £^  Xy  Ft»)  Ty  GW  =  0 

Ha,  essendo  (Tol.  33^  pag.  95  e  Voi.  32,  pag.  309) 

(0        per        i  --/=  h 
I     F'*'    per        i  =  /i 

ed  inoltre  T,y  =  F<'>  Ty ,  abbiamo 

10       per       i  =/=.  h 
T„     per       i  =  h. 
Similmente  si  ha 

,0       per      i^=fc 
T„GW=! 

T,'      per       ^  =  4. 
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onde  la  (54)  si  riduce  alla 


cioè  deve  essere  X^n  =  0.  Cosi  resta  profato  che  la  {S3)  può  sussistere  soltanto  se 
tutti  i  coeDlcieDli  \j  sono  nulli;  cioè  le  T^y  sono  linearmente  indipendenti. 

Siccome  sopra  si  è  osservato  che  T^y  è  un  fattore  destro  di  equivalenza  di 
pO  a  Q*^)  collineare  a  sinistra  ad  F<'>  e  a  destra  a,  G^',  le  forme  T^y  linearmente 
indipendenti,  pel  N.  3S  saranno  in  numero  eguale  al  non  maggiore  dei  due  nu- 
meri m^')  m^'  che  rappresentano  i  gradi  di  tp'''(p)  e  f  ^^(p).  Sia  esso  ni'^>  ;  allora 
sari  |i  il  non  minore  dei  due  indici  i  ,  ;  ,  e  quindi  le  T^j  corrìspondeati  ad  un 
medesimo  v-  saranno 

*0,[i    >    ■'l,n  •  •  "   'nifi   '    ■'|i,|i— t  ■  •  •  ■'n,*  > 

tali  Tij  sono  dunque  in  numero  di  2ii  +  !• 

Le  forme  linearmente  indipendenti  da  cui  esse  dipendono  saranno  perciO  in 
numero  di  (■?;*  +  1)  m"'* ,  epperò  il  numero  v  delle  forme  linearmente  indipendenti 
(0  delle  costanti  omogenee)  da  cui  dipende  la  forma  generale  T  sarà  appunto 


V  =  S  (211+1)  mW  , 
come  è  asserito  dalla  (51). 

39.  Da  ciascuno  dei  numeri 

sottragghiamo  un'unità,  cosi  avremo  sottratte  (  unità;  i  residui  maggiori  di  zero 
siano  t,  ;  da  ciascuno  di  essi  si  sottragga  un'unità,  cosi  avremo  sottratte  t,  unità  ; 
proseguendo  in  tal  modo  dopo  m  =  m'-''^  operazioni  troveremo  m  numeri 

Dico  che  i(  V  della  formala  (Si)  si  pud  scrivere  anche 
v  =  t»  +  t,»+...+tV.-    (*) 


(*}  Questa  forma  di  v   é  data  da  Predella:   Le  omografie   in   uno  tpazio  t 
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Ed  invero  si  ha 

V  =  mW  +  Smt")  +  5m'«  +  .  .  .  +  (2i  -  1)  m*"" 

=  jI+3  +  5  +  ...  +  {?(-1)ì  +  il+8  +  ...  +  (2i,  -  1)  t  +  .  .  . 

+  ...  +  Ì1  +  3+...  +  (?(,  -  1)  i  =(»  +  ;,•  +  ...  +  iVr 

Pi*'al(pa  forma  di  t  è  quella  data  da  Frobeniua  (}.  e.)  (sema  dimostra- 
liiiiic) ,  cioè  la 

v  =  Ti  +  2(r, +r(+  .  .  .  fp,_,), 

ovo  r^,  sia  il  grado  del  massimo  comun  divisore  ili  tutti  i  suddeterminaDti  d'or- 
dine r-k  del  determinante  di  P  -  pP»  (o  dì  Q  — pQ"),  supposto  che  P*  sia  di 
rango  r.  Essa  si  deduco  dalla  (51)  osservando  ohe 

r  =  i»<°)  +  m<"     +  .  .  .  +  m<*"" 
ed 

r4  =  m(*i +*»(*+»  +  .  .  .  +  m"-', 

Infine  è  facile  vedere  che  se 

sono  i  gradi  dei  divisori  eloraentari  semplici  relativi  a  un  invariante  p^  di  P  (ri- 
spetto a  pO)  e  si  pone 

si  »vrà  poi 
(S5)  v  =  v,+v,+  .  ..  , 

come  risulterà  anche  per  via  indiretta  più  innanzi  (N.  43). 

io.  Vogliamo  semplificare  la  forma  (50)  di  T  in  modo  die  non  abbisogni  la 
(ircvia  ricerca  dei  due  sistemi  di  uniti  caratteristiche  principali  F  ,  G. 

Poniamo  anzitutto  il  concetto  di  sislema  rfdoilo  di  polinomi   caratteristici  di 


nn  numero  qualungue  di  dimensioni  §  10.   (Ann.  di  Uat.    Serie  III  Tomo   XTII 
Anno  18tt9-90). 
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una  data  torma  F.  Vn  solo  sistema  lo  intenderemo  ricavalo  da  quello  dei  poli- 
nomi  carallerìsitci 

col  trascurarvi  ogni  9'*'(?)  c/ie  sta  primi  col  quoziente  (in(ero) 

^'-  =  j(('.(p)  (poniamo). 

Per  esempio,  se  P  tia  un  solo  invariante  p,  e 

(P-Pi)  .       (P-Pi)      .  •  •  ■ 

sono  i  corrispondenti  divisori  elementari,  si  arrit 

,l")  (f)  =  (p  -  f/"         ,         9l'l  ((»  =  (p  -  p,)""' 

e  il  sistema  ridotto  dei  polinomi  carattejìstici  si  otterrà  considerando  il  sistema 
dei  divisori  elementari  diflierenti  fra  loro  ;  se  tutti  i  divisori  elementari  fossero 
uguali,  cioè  se  fosse 

e('''«:e'"=  .  .  . 

«(» 
il  sistema  ridotto  si  ridurrebbe  al  solo  (p  -  p,)  .  In  generale ,  osservando  che 
Vh'"  polinomio  caratteristico  è  il  prodotto  di  tutti  gli  h*  dÌTÌsori  elementari,  è 
manifesto  che  affinché  un  sistema  Tidollo  di  polinomi  caTaUerisiici  consti  di  un 
solo  polinomio  {del  primo)  é  necessario  e  suf^cienle  che  i  divisori  etemenlari  cui 
dà  luogo  un  qualunque  inrai-ianie  siano  uguali  fra  loro.  In  particolare,  se  tulli 
i  diOTSori  eienienfari  sono  di  primo  grado,  il  sistema  ridotto  consta  del  solo  pri- 
mo polinomio  carallerislico). 

41.  La  semplificazione  annunciata  di  T  si  ba  allora  nei  seguente  teorema  ; 
Se 

<P(P)    .    f  i(p)    .    <Pi(p) .  ■  •  • 

è  il  sistema  ridotto  dei  polinomi  caratteristici  di  una  forma  P,  e  Q  è  si'mite  a 
P,  i  fattori  destri  di  equivalenza  di  P  a  Q  cAc  eodisfano  alla 
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hanno  la  slruKura  forttuUe 

(56)  T  =  2»jk|(P,Hfc,Q) 

ove  Hft  sta  una  forma  arbitraria  scelta  nel  gruppo  dei  nullifici  destri  di  f,(P) 
e  sinislri  di  ?a(Q).  cioè  tale  da  rendere 

(57)  9A(P)Hft=0    ,    Hk?»(Q)  =  0. 
Dim.  Avendosi  per  la  (50)  (N.  39) 

ove 

Tjj=  _^|  (P  ,  FO.HyGW  ,  Q) , 

essendo  e  il  non  mag^ore  dei  dae  Dumeri  i  ,j ,  ad  un  medesioio  e  corrìspODde- 
ranno  le  forme 

T,.,-.  .  T._,_,  ,  ...  ,  T„+,  T,,,  T(+,_, Vi,,  T,_,., 

la  cui  somma  indicheremo  con  T'*'.  Allora  sari 

(58)  T  =  'i\  TW 
Pongasi  poi 

Ht«)  =  F<*»  D„  G(''  +  %  Ft't  H^  C^)  +  X  FC  H^,  G"), 

j|(t)  _  p(e)  ^  p[(+i)  +  .  ,  .  +  F(l-i) , 
HW  =  QV)  +  G<*+"  +  . . .  +  Gt'-'J. 
Allora  sarà 

HW  ?(•+')  =  F'*+'>    e    G'*+''  W'*>  =  G'"** 

(Voi.  32,  pag.  310)  e  quindi 

Ht*t  :=  H(*>  H'*)  N'*'. 
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D'altronde 

<fW{P)  m  =  ^(«)(P)  Fi^'  +  9t=»(P)  F=*')  +  ...  =0  +  0+  ...  =  0 

e  similmente 

dunque 

(59)  9<'»(P)  HW  =  0        ,        H<*'  (p(*)(Q)  =  0. 

Ora  sommnndo  le  T^y  corrispondenti  ad  uno  stesso  e  bì  ha  chiaramente 

(60)  TW  =  _£Wj(P,HI')  ,  Q); 

e  d'altra  parte  è  sufHciente  che  H'*'  sodisQ  alla  (S9)  (N.  35)  perchè  sia 

PT'''  =s  T'^'  Q  e        P"  T'^'  Q"  =  T'^' , 

e  ijoindi  anche ,  per  la  (58) , 

PT  =  TQ  e        P*Tg''  =  T; 

dunque,  per  provare  la  (56)  basterà  provare  che  da  (58)  possono  essere  tolti  quei 
termini  T'^^  pei  quali  9'°'  non  appartiene  al  sistema  ridotto. 
Si  osservi  perciò  che  essendo  (N.  40) 

9C-t)(p)  =  9W(p))[W(p), 

per  l'identità  (10)  già  considerata  al  N.  37  si  avrà 

9t'-')|  (P  ,  HI*' ,  Q)  =  9^1  (P ,  (1'=' ,  Q)  x'''Q  +  9'"(P)  ^  (P  .  H''' ,  Q). 

Ma 

^\  (P  ,  H<''  .  Q)  x"'(Q)  =  JP^'I  (P  ,  H'*)  x**'(Q) .  Q) . 
e 

9'"(P)  y'"l  (P  .  H'*' .  Q)  =  ^1  (P  ,  <?''HP)  R'"  ■  Q)  =  0 
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(a  cagione  delle  (S9))  ;  rimane  dunque 

(61)  yt'-"|  (P  ,  H<«)  ,  Q)  =  9<^|  (P  ,  H(*i  x''HQ)  .  Q). 

Ora  sia  /'**(?)  primo  con  <pi*J(p)'(cÌoè  <?'*'(?)  non  appartenga  al  sistema  rì.lotlo). 
Allora  potremo  determinare  due  polinomi  a(p)  ,  ^p)  tali  da  avere  l'identiti 

x'*'(p)  m  +  9'*'{p)  P(p)  =  »  ; 

ma  da  questa  identità  si  ricava  l'altra 

m  xV  (Q)  «(Q)  +  H'«'  9''*(P)  PCQ)  =  H'*i 

la  quale,  per  la  (S9) ,  si  riduce  semplicemente  alla 

H'*'  x'*HQ)  o(Q)  =  H<'>  ; 

da  (61)  si  avrà  dunque,  moItipIicanduDO  ambo  i  membri  a  destra  per  a(Q), 

y"-''|(P  ,  HW;o(Q)  ,  Q)  =  ?Wj  (P  ,  HW  ,  Q), 

dunque  ogni  T<*>  è  nella  nostra  Ipotesi  una  T(*~'\  epperò  T'*)  si  pu&  in  (58)  tn 
scurare  essendo  ìoeluae  in  T 

42.  Dal  teorema  precedente  e  dal  N-  40  segue  l'altro  : 

Nel  caso  c/te  ogni  invctrianle  di  P  (e  di  Q)  dia  luogo  a  divisori  elemtitian 
uguali,  ogni  fallorc  deslro  T  dj  equivalenza  di  P  a  Q  che$odi$fi  atta  PTQ*=I 
è  della  forma 

(62)  T=9!(P.H,Q), 

ove  f(p)  sia  il  primo  polinomio  ca?-a(leris^tco  di  P  (e  di  Q)  ed  H  sta  una  form 
affatto  arbitraria  (•). 


(•)  Si  potrebbe  anche  provare  che,  viceversa,  se  (62)  é  la  struttara  formile  di 
tutte  le  T  sodisfacenti  alla  PT-TQ  e  alla  T  =  P"TQ'',  i  divisori  elementari  ew 
rispondenti  a  uno  etesso  invariante  (qualunque)  debbano  essere  uguali. 
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Io  particolare  :  Se  a  P  non  corrispondono  che  divisori  elementari  dipTimo 
grado,  e  Q  è  nimile  a  P,  ogni  fattore  destro  T  di  equivalenza  di  P  e  Q  che  so- 
disi alla  P'TQ'  =  T  è  della  forma  (62). 

43.  Udr  terza  solusione  dei  noslro  problema  è  eluta  dal  seguente  teorema  : 
Sto  Ej  l'unità  invariantiva  di  P  corrispondente  all'invariante  p,  (Voi.  33, 
pag  95),  e  sì  ponga  P(  =  PE,  ;  sicfiè  P^  avrà  per  polinomi  caratteristici  riapello 
ad  Kf  i  divisori  elimcnlari  semplici  corrispondenti  a  pf.  Se  Q  è  simile  a  P,  ed 
Ej'  è  i'vnità  inv(\Tiantita  di  Q  c/tc  corrisponde  «  p, ,  ponendo  Q(  =  QE,',  ie  P^ 
Q(  saranno  ettntlt  rispellti  od  Ej  ed  E,'. 

Allora ,  se  Tj  è  tu  soluzione  formale  della 


(63) 

P.T.^T.Q,, 

(64) 

T,  =  E,T,E/ 

la 

(65; 

T  =  £,  T, 

sarà  la  mluzione  formale  di'.Ue 

(66) 

PT^TQ 

(61) 

T  =  P"TQ». 

him.  Supposto  infarti  elio  abbiano  luogo  le  (63) ,   (6i)  e  (65) ,   noi  avremo 
intanto 

S  Pi  T,-  =  I  PEi  T,  =  P  (i:  EiTj)  =  P,,!  Ti)  =  PT  , 

S  T,  Q(  =  2  TiK/g  =  (S  T^Ei^Q  =  (I  T^ìQ  =.  TQ 

e  qutmli  per  lo  (£3)  ne  concluderemo  la  (66).  luoitrc,  eesenilo 

(68)  P*=E,  tE,+  ...     ,     Q»  =  E,'+E,'+ .  .  .  , 

avremo  auche 

P»  TQ»  =  S^  S»  S»  E^  T;  Et'  =  Si  S^  2»  Rfc  E;  T,  E/  E/. 


(  0   per    fl  -/  i  (  0    per    k  =/=  i 

(69)  EjE,^]  ,      Ei'Efc'--.  ] 

[  Ei  per  ft  =  i  f  E/  per    ft  =  I 
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dunque 

P<'TQ'>  =  SiE,T,E('  =  £iTj=:T  . 

cioè  ha  luogo  la  (d2). 

Viceversa  suppongansi  vere  le  (C5)  e  (66) 
Allora  per  le  (68)  potremo  scrivere  la  (67) 

T  -  Sft  Sj  Eft  T  Ej'  ; 

ma  essendo  Ej^  un  polinomio  in  P,  ed  E^'  l'^nnlogo  in  Q,  da  (66)  segue  (N.  3S) 
EftT  =  TEft';  dunque  potremo  anche  scrivere 

T  =  24S»TEa'Ej', 
e  quindi  per  lo  (69) 

Facendo  perciò 

T|i  =  TEft'  =  E^T 
si  avrà 

Ta  =  E»TE, 

cioè  la  (6i) ,  e  inoltro  ,  T  =  £  T;^  cioè  la  (6S). 
Siccome  poi  nella  fatta  ipotesi  abbiamo 

PJi  =  PEj  TEft'  =  PT  EV  =  PT  Ej'  =  TQEfc  =  TE^'Q  =  TE»'  E»'Q  =  T»  Q»  ; 

cosi  T,^  sodisfa  anche  alla  (63)  ;  il  teorema  é  dunque  dimostrato- 

Segue  da  questo  teorema  una  dimostrasione  indiretta  della  forraola  (55)  (N.  39). 

44.  Nel  caso  particolare  in  cui  i  divisori  elementari  aempliei  di  V  sono  tulli 
di  primo  grado,  indicando  con  f(p)  il  primo  polinomio  caratterislico  di  T  [t 

di  Q)  e  ponendo  ?{(p)  =  -^^ ,  ove  pi  sia  un  invarianle,  Ja  formula  (65)  prende 

la  forma 

(70)  T  =  S,9.(P)H;T,(Q), 

essendo  H,  ,  H»  .  .  .  forme  arbitrarie- 
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Infatti  si  ha  intanto  in  tal  caso  Ei  =  ?4-^  (Voi.  33  ;  pag.  103).  Qui  poi  il 

sistema  ridotto  dei  polinomi  caratteristici  di  P(  rispetto  ad  E(  è  '!'{?)  =  p -Po  ed 
essendo 

■Kp)  -  ¥<])  ^  {p-9i)-((i-Pi)  ^  i 

p-q  p-qr 

avremo  (N.  i2) 

T,  =  J<J  (P, ,  H;  .  Q.)  =  P,"  H/  Q(»  =  E,  H/  E/  =  ?,(?)  H,  9((Q)  , 


Dunque  per  la  (65)  del  N.  13  si  avrà  la  (10). 

La  (10)  è  stata  data  da  Frobenius  nel  caso  più  particolare  in  cui  Q  =P  e 
po=Q'>=-.E. 

Ha  ritengo  nuove  la  formula  razionale  (62)  (cbe  è  sostituibile  alta  (70)  e  ap- 
plicabile anche  in  casi  in  cui  non  lo  è  la  (70))  nonché  le  formule  generali  (50) , 
(56)  e  (65). 

i5.  Sarebbe  facile  dimostrare  ora  che:  Se  [T]  6  il  gruppo  di  lulle  le  forme 
T  permulabili  a  una  bilineare  qualunque  P  e  che  sono  collineari  a  P*.  ogni 
forma  A  cfie  sia  permulabile  a  lullc  le  forme  di  [T]  è  un  polinomio  in  P,  cioè 
è  nel  gruppo  già  da  noi  indicalo  (Voi.  33  ,  pag.  81)  con  (P). 

Considerando  poi  il  gruppo  [S]  dì  tutte  le  forme  8  che  sono  pcnnutabili  al 
gruppo  (P) ,  si  potrebbe  dimostrare  con  facilità  il  seguente  teorema  : 

Dal  gruppo  [S]  si  può  slaccare  un  aoltogruppo  [B]  non  iinearc  ie  cui  forme 
sono  in  corrispondenza  untioc«  con  ijuelie  forma  di  (P)  che  sono  simili  o  P.  e 
che  moliipUealo  per  [T]  dà  [S]  ;  cosicché  si  ha  : 

[S]  =  [R][T]  =  [T][R]. 

Per  amore  di  brevità  mi  limiterò  però  a  questi  sempiici  enunciati. 

Beggio  Emilia,  Uarzo  1894. 


Avvertenza 


Siccome   non    sempre    i    prodotti    AB  ,  BA  di    due  forme   qualunque  À  ,  B 
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sono   dello   stesso    rango  ,    cob)    bisogna  fare  le  seguenti  modiflcazioni  in  questi 
Nota. 

Voi.  SI,  pag.  30?,  linea  11  ;  invece  di:  <  D'altronde  BA.  ha  lo  stesso  rango  diABi 
leggati:      o  D'altronde   N'B  =BAB  =  BM  =  B  ,  sicché 
il  rango  dì  N'  non  è  <  r  n 
B  >  lincii  iilt  ;  invece  di:  o  il  cni  prodotto  AB  =  F  è  i 

leggasi  :      it  i  cui  prodotti  AB  =  P ,  BA  =  Q  sono  i 
»        pag.  304,  lìnea  4;  si  soppriviano  le  parole:   i  posto  Q  =  BA  > 

u         linea  6  ;  si  sopprimano  le  parole  :  i  Q  ha  in  ogni  caso  il  rango 
di  P ,  perciò  >. 
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I  N  T  O  K  N  0 
ALU  RELAZIONE  TEA  lE  DISTANZE  DI  5  PUNTI  DELIO  SPAZIO 

NOTA 
DIL 

Prof.  CORRADO  CIAMBERLINI. 


indica  ia  distania  di  due  punti  qualisiTOgliano  A,  ,  A^ ,  è  noto  che  la  relazione 
tra  le  10  distanze  di  5  punti  A, ,  A^ ,  A, ,  A^ ,  Ag  dello  spazio  può  essere  posta 
sotto  la  forma  : 


(1) 


»,■■ 

0 


<H.' 


flj,*  ««*  «M*  O»*  f 

In  questa  Nota  mi  propongo  di  considerare,  in  bas»  a  questa  relazione,  alcuni 
casi  notevoli  che  si  possono  presentare  riguardo  ai  S  punti  dati ,  e  specialmente 
quello  in  cui  quattro  di  essi  si  trovino  sopra  un  piano  ,  e  I'  altro  in  cui  tutti   5 


(•)  Oayley- Cambridge  Hathematical  Journal,  V.  II. 
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sieno  situati  sopra  una  sfera.  Sono  considerazioni  analoghe  a  quelle  svolte  bd  altra 
mia  iVota  (*}  comparsa  in  questo  giornale,  e  alla  quale  avrò  iti  questa  bisogno 
di  rirerirmi. 

2.  Un  modo  per  trovare  quale  relazione  deve  legare  tra  dì  loro  le  distante 
di  S  punti,  aninchè  essi  sieno  situati  sopra  una  sfera,  h  il  seguente. 

Si  faccia  una  trasformazione  per  raggi  vettori  reciproci,  assumendo  per  polo 
il  punto  A, ,  e  sia  a,ta^fa„ai,  il  modula  della  trasformazione.  Indicati  eoa  B, , 
Bf  Bj,  Bf  i  punti  corrispondenti  ad  A, ,  A,,  A, ,  A^ ,  e  posto: 


si  ha  : 

e?) 


ftjl  =  «H  Ow  «M 

6M  =  a„a„o„ 


«n  =  «11  <ht  "il 
6M  =  a«aisO»i- 


Ora,  com'è  noto,  se  i  5  punti  A,,  A^,  A,,  A,,  A,  giacciono  in  una  sfera, 
i  4  punti  B, ,  B, ,  B, ,  B^  sono  in  uno  stesso  piano  e  viceversa.  Quindi  si  troverl 
la  relazione  richiesta,  ponendo  la  condizione  che  i  4  punti  B| ,  B^ ,  E, ,  B«,  sicoo 
in  uno  stesso  piano.  E  poiché  questa  condizione  è  : 


1 


f 


1 


avremo  per  la  relazione  domandata: 

1-1  1  1 

0  O\t*0uC'K     o»i*a«*o*j*    «h'Om^Aj" 


Ci) 


1     fli»*ass*a«*        0  Ois*fl4B'*'«»*    **M*a«*a«* 

1     o„*a,j'«„*    au*a„%g*    o,(*a„'n„*        0 


(•)  Sulla  relazione  tra  le  distanze  di  4  punti  del  j 
Giornale  di  Matematiche. 
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Sì  molti  |)  Meli  Ino  la  prima  vcrtienlc  per  «ts*  <*»»* ''«b*  «u*  >  '^  'e  ""re  quattro 
ordì  nata  mi-nlc  per  0^*  ,  «jj*  ,  a^*  ,  n^,'  ;  si  (liviJaiio  poi  !e  quiitiro  ultime  crii- 
zoiituli  onliiiiitaniente  per 

"..*»»*"«*  .  "js*  ««*«»*  .  o.j*n«'flM'  .  fl.B*  ff«*  Cm*  ; 

Mirine  si  scambi  la  prima  colonna  successivamente  con  tutte  le  iiltre,  altrettanto 
si  faccia  per  la  prima  orizzontale.  Si  ottiene  così ,  per  la  suddetta  reUzione ,  la 
foruia  conosciuta  : 


(5) 


iinaloga  alla  condizione  che  ije?c  essere  soddisratta  tra  le  distanze  tli  4  punti  ili 
un  piano,  ainncliò  questi  sìeno  posti  sopra  uno  stesso  cerchia. 

'i-  Poicliè  la  relazione  (3)  può  essere  posta  sotto  la  Torma  seguente  (■)  : 

((»„  fc„  +  b„  h„  +  b„  l>n)  [!6„»  -1-  b,^*i  (6j,  h„  +  6,j  6,i  -  b„  (<„)  + 

+  (ftji*  +  l>u)  C'.it's.  +  ftti''.*  -  f>u'>u'i  +  Ciii'  +  ''«MMu  +  ^i''h  -  ft. Al)  1 

-  (6„  6„  6„  +  b„  b„  bu  ^  b„  6„  6„  +  6„  6„  6,,)»  =  0 

avendo  sempre  riguardo  alle  (2) ,  avremo  die  la  condizione  allineile  ì  5  punti 
A^ ,  A, ,  Aj .  A4 ,  Aj  sieno  posti  sopra  una  ffera,  può  essere  presentata  sotto  l'altra 
forma  : 

(G)    (flij«i4+flai''M+«.)''ji)[(''n'<'is*<'»s*+Ou'««'''M*)(*'si''u+*'(2''at-"H*ln) 

+  («II*  «M*  C«*  +  "14*  "15'  <'a»*)  ("li  "s*  +  "m  "h  -  "ai  "ti) 


(•)  T.  la  mia  Nota  citala  piii  sopra  (N."  2). 

VCL,   XXXIV 
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+  (f^n  "il*  rt«*  +  a,'  «is*  ''ij*)(''m  Oh  +  Oji  **»*  -  "ii  <*«''  ] 

-  (fMnM«»0|j*  +«si  aM«H'Uj'  +  iii''u  "«"»»*  +  o„fli,  «,1011')'=* 

iiclln  quale  è  lecito  di  cambiar  segno  a  qualcuna  delle  atic. 

Se,  dei  5  punti  della  <ìfera ,  4  sono  sopra   uno  stesso   piano  e  quinti  topu 
un  cerchio,  e  ciò  iiccade,  ad  cs. ,  pei  punti  A,  ,Ai,Aj,A,.  allora: 

(7)  •   o,j  a,»  +  (Jj,  aj4  +  n,,  a„  =  0  , 
e  quindi  per  la  (6)  si  ilorrà  anche  avere  : 

(8)  ««"««a»'»»*  +  flji"»i|irtir,*  I-  «ii''ii''»tiM*  +  «i]''ii'J|ti4j*  =  W- 

Siccoinft  in  tal  caso  i  triangoli  AjA,A,  .  A,  A^  A,  ,  A^  A,  At  ,  A,  A,  A,  sono  in- 
scritti in  uno  stesso  cerchio  ,  si  ha 

A,A,At  :  AjA^A,  :  A^AjA,  :  A,A,A,  =  atja(,a,,  ;  flj,a„i„  :  On«,«ij,  :  a»",,»!,. 

e  perciò 

A,AjAt-À;rs'  + A,A4A,-A7rs'  + A.A/j-'Mj' +  AiA^Aj-aX"  =  » 

che  esprime  la  nota  relasione  d)  Feuerbach. 

Tra  le  distanze  dei  5  punti  della  sfera  ha  luogo  la  stessa  relazione  (8) ,  te 

(9)  (a„'  a,s*  a„»  +  Oj,*  <ì„»  «„')  (a,,  o„  +  o„  o„  -  a„  0,0 
+  Cii*  ««*  ««  )+  «14*  «is*  «»!*)  ("il  «M  +  «M  Ou  -  "n  M 

0  inversiimente  se  ha  luogo  la  (8)  deve  sussistere  o  l'una  o  l'altra  delle  due  rt> 
lAzioDì  (7)  e  (9). 

4.  Supponiamo  che  i  4  punti  A,  ,  A,  ,  A,  ,  A4  sieno  in  uno  stesso  piano. 
Ordinniiilo  lo  sviluppo  del  dcicrmìnanto  simmetrico  (I)  secondo  lepotpnzedi 
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*^is*  *  •'m*  '  **«*  )  "ij*  1  si  trova  che  il  moltiplicatore  di  (t,s*  è  : 


1 


che,  com'è  noto,  rnppresciita  16  volte  il  quacJrnto  dell'area  del  triangolo  A^AjA.^- 
Analoghi  n  (jueslo  sono  i  rispettivi  moli iplicii tori  di  a,,*  ,  a„*  ,  a„*  \  cosicché  un 
gruppo  di  termini  del  suddetto  sviluppo  è: 

16  (0,5*  4m*  +  "m*  *m*  +  Ow'  ^m*  +  "»»*  ^hj')  . 

dove  &m  indica  l'urea  del  triangolo  À^Ai^A,. 

Si  troTa  inoltre  cbe  il  moltiplicatore  di  —  2n,s*ff„*-  nello  stesso  sviluppo,  & 


fljt* 


che,  per  una  nota  formula,  in  seguito  all'ipotesi  Tatta  che  i  punii  A, ,  A,  ,  A, ,  A^ 
sìcno  in  uno  stesso  piano,  b  uguale  a: 

Analoghi  a  questo  sono  i  rispettivi  [noltiplìcatori  di 

Si  ha  cosi,  per  lo  sviluppo  del  determinante  (1),  l'altro  gruppo  di  termini: 

+  "«*  "«'  ijii  Ai«  -  "m*  «II'  Ktt  Ai»>  . 
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clic,  tissiemc  al  gruppo  già  trovato  formano  11  quadrato  csnUo  di  : 


4(a„*4„ 


*  ^wi  -f-  a»*  A*K  —  "«*  iit»)- 


Proseguendo  nella  ricerca  del  suddelto  sviluppo  si  trova  che  il  molliplic;>tore 
dì  -2o,s»  6: 


Se  con  e,  si  indica  l'arca  del  triangolo  che  ha  per  lati  i  prodotti 


dei  liitì  opposti  del  tetragono  A,  A^A,  A^,  il  determinante  precedente  i^  uguale  a 
16  4mV    (•) 


Analoghi  a  questo  sono  i   rispettivi  iiiolti pi i calori  t}ì  2a„*  ,  -  20^*  .  20^'; 
cosicché  un  nitro  gruppo  di  termini  dello  sviluppo  del  determinante  (I)  è  il  seguente: 


32 (-  fl,,'  4,„  +  n„'  A,„  -  a„»  i„j  f  1.»*  4.»)  H- 

Ok'  ,  o,,*  ,  n^i' ,  nello  sviluppo  del  de- 


Infine,  il  termine  indipendente  d; 
terminante  (1)  è  : 


«t.*    ,     0 


(•)  V.  La  mia  ì 
piano  e  i  punii  di  t 


a:  f!oprt 


m  particolare    corrispondenza  tra  i  punti  di  H» 
elìittico.  Voi.  XXXII  di  questo  Giornale  (n.  13;. 
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clic  ,  cotn'  è  noto  ,  è  uguale  a  : 

16  Sj». 

Riepilogando  possiamo  dunque  dire  che,  nell'ipotesi  che  ì  4  punti  A,  ,  A, , 
A, ,  A4  Siena  in  un  piano,  lo  sviluppo  del  determinante  (I)  è: 

16(0,,' A,„-  a„»Aj4,  +a„»A4„-a4,'4,„)* 

+  32(-  o„*  4^  +  <7„»  4„,  -  a„»  4,„  +  a„*  4,„)  e,  +  16  e^* 
ossiii  : 

16(a„»  4„,  -  o,s'  4,„  +  a„»  \,t  -  a„»  4,„  -  £^*. 

Epperò  possiamo  concludere  che  tra  le  distanze  dei  5  punti   A„Ai,At,A4,AB, 
nell'ipotesi  ehc  i  primi  i  sieno  in  un  piano,  passa  la  relazione: 

( 1 0)  0,5»  4^  -  o„»  4„,  +  Oa,*  A^,,  -  05^*  4,„  -  e,  =  0. 

Se  i  4  punti  A,  .  A,  ,  A,  ,  A^  sono  in  un  cerchio,  allora  e,  =  0,  e  quindi  : 
Oli*  4m*  -  Ois'  4j4,  +  ff„»  4,,,  -  a^g*  4,„  =  0  , 
che  è  la  relazione  di  Feuerbach. 

5.  Sieno  ora 

A|  .  A,  ,  Aj  ,  A4        ;         B,  ,  B,  ,  Bj  ,  B^ 

due  quaterne  di  punti  corrispondenti  in  una  trasformazione  per  raggi  Tcttori  re- 
ciproci, avente  per  polo  il  punto  A,  e  per  modulo  il  prodotto  aisO^ja,,  a^.  In- 
sieme alle  (2)  si  hanno  le  relazioni  seguenti  : 

(11)  A5B,  =  ff^'tjjO^,  ;  AjB,  =  a„a„o,(  ;  A5B,  =  a4,o,(0„  ;  A(B4  =  a,jO,ja„. 

Ora,  se  ì  4  punti  B|  ,  B,  ,  B,  ,  B4  sono  in  un  piano  .  si   ha  per  la  (IO)  »  la 
relazione  : 

(12)      a;bì'-4'„,-a;bi*-a'mi  +  àIb;'.4'4,ì  -a;b;'-ì',„-£',  =  0 
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dove  à'm  indica  l'nrca  del  triangolo  BjBjB, .  e  s',  l'nrea  del  trìaiiijolo  che  In  per 
inti  i  prodotti  dei  lati  opposti  del  tetragono  B,  Bj  B,  B^. 
Per  le  relazioni  (2)  e  (11)  si  ha: 

'6MÌ*-4'M.*  =  MÌ'*(6j»+ò„+()„)C6„+l)„-ft„)h«+6„-6„)((»w+'»«-6t»> 

dove  e,  rappresenta  l'area  del  triangoio  che  ha  per  Iati  i  prodotti  dei  lati  opposli 
del  tetragono  A,  AjA^A^.  Quindi: 


Valori  analoghi  a  questo  acquistano  i  successivi  tre  termini  del  pHino  membro 
di'lla  (12).  E  poiché,  per  le  stesse  (2)  e  (11)  ,  si  ha  : 

168',»  =  (6„6„+6B,6,4+6„b»4)(fc„6„+b„6„-6„tHH^»6„+6„(.,i-6„6„) 

=a,(*a„*OjB*o,,*(o„a,»+w„n„+n,ja„)(fij,(7„4o„(7„-o,,(i,^Ca,siM+OMai4-nj|Ott) 

X  (OMOu+aj,OM-o„o„ì 

da  cui  : 

segue  che  la  relazione  (12)  si  trasformerà  nciraltira  ; 

(13)  £,  -  £»  +  £,-£»-  65  =  0, 

•Ha  se  i  4  punti  B,  ,  B, ,  B, ,  B^  sono  in  un  piano,  i  5  punti  A, ,  A, ,  A, ,  A4 ,  A, 
sono  in  una  sfera,  e  viceversii  ;  perciò  ai  ha  la  proprietà  : 

Se  5  punii  sono  sopra  una  srcra ,  la  somma  algebrica  dei  S  triangoli  aTeoli 
per  lati  ì  prodotti  degli  spigoli  opposti  dei  tetragoni  formati  dai  punti  dati  toii- 
siderati  4  a  4,  ò  identicamente  nulla. 
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Ciò  si  può  anche  riciivriro  fnc'rltnentc  combiniindo  insieme  le  due  noto  pro- 
prielà-  i"  la  somma  algebrica  dei  volumi  dei  S  tetraedri  foriaati  da  5  punti  dat' 
considerati  4  a  4  è  identicamente  nulla.  '2°  Il  sestuplo  prodotto  di  un  tetriicdro 
pel  raggio  della  sfera  circoscritta  è  uguale  al  triangolo  i  cui  lati  sono  ì  proiotti 
degli  spigoli  opposti. 

Dimostrai;!  in  quest'ultimo  modo  la  relazione  (13)  si  sarebbe  potuto,  colla 
trasrormazionc  per  raggi  vettori  reciproci,  servendosi  delle  ronuule  (2)  e  (,i\) , 
risalire  alla  (IO),  senza  che  Tosse  necessario  dì  truTar  questa  per  nitni  via.  Tut- 
tarla  abbiamo  preferito  il  metodo  precedente  per  mostrare  come  tutto  si  potesse 
licavare  dalla  relazione  (1). 

6.  Il  Fror.  Lorja,  in  una  sua  Nota  pubblicata  nel  Periodico  di  Malemalica 
direno  dal  Prof.  Lugli  (*),  dopo  avere  esposto  un  metodo  elementare  per  la  ri- 
cerca della  relazione  (1),  mostra  l'utilità  della  stessa  relazione,  applicandola  alla 
risoluzione  dei  due  problemi  : 

Trovavo  il  raggio  della  sfera  circoscritta  ad  un  dato  tetraedro.  Date  4  sfere 
concentriche,  trovare  un  tetraedro  simile  ad  uno  dato  e  di  cui  ciascun  vertice  stia 
su  una  delle  sfere  date. 

Conformemente  a  quanto  giii  feci  per  l'applicazione  della  relazione  tra  le  di- 
stanze di  4  punti  del  piano,  indiehcrò  ora  altre  quistionì  cui  può  essere  utilmente 
applicala  la  relazione  (I), 

1"  Dati  i  raggi  fi  ,  r,  ,  r, ,  r^  di  4  sfere  e  date  le  6  distanze  due  a  due 
"rt  =  "*.  =  A(At  dei  loro  centri  A,  ,  A,  ,  A,  ,  A,,  calcolare  il  valore  p'  della  po- 
tenza, rispetto  a  ciascuna  delle  sfere  date,  del  loro  centro  radicale  A,> 

Si  deve  avere  ; 


Oi»  =P  +»■ 


(i  =  1  ,  2  ,  3  ,  4) 


e  poiché  tra  le  distanze  dei  5  punti  A,  ,  A,  ,  A,  ,  A.  ,  A5  dove  aver  luogo  la  (1), 
si  avrà  : 


r,»+p'        V+p»        V  +  P* 


au 


r,*  +  p* 
r,»  +  p' 
r,»  +  p» 
U'  +  P' 


(•)  Auno  lo  -  pag.  42,  i3. 
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(la  cui  facilmente  si  ricava  : 

Olili 
1         0        a,t»     n,,'     a„* 

1         0^,»    «,(»    a„»    0 
1         r*     r. 


Olili 

1        0   ^    fl„»    fl„»    a„» 

1  flj,*      0  (Fij*      (J„' 

1        0,,'    o„*    0       n„» 
1        a^,*    o,,*    (i„*    0 


U*     r,*     r^*      0 
Fuicliò  il  iletenninante  che  si  trova  al  denominatore  del  valore  di  p*  è  uguale  a 

-  288  V», 
dove  T  indica  il  volume  del  tetraedro  A,  AjA,  A^,  avremo  elio  sari 


secondocliè  sarà  minore  o  maggiore  o  uguale  a  zero  il  nnireratore  del  valore  di  s*. 
Nel  caso  che  il  numeratore  sia  nullo  le  4  sfere  passano  fier  uno  stesso  punto 
In  particolare,  se  r,  =  ri  =  r3  =  r4  =  0  ,  si  ha  il  raggio  della  sfera  circoscritta 

al  tetraedro. 

9°  Trovare  il  raggio  R  di  una  sfera  tale  che  i  cerchi  d' intcrseiione  di  essa 

con  i  sfere  date  sieiio  ire  cerchi  massimi  di  queste  ultime. 

Detti  A, ,  A, ,  A, ,  A,  i  centri  delle  sfere  date  ;  r,  ,  r»  ,  r,  ,  r,  i  loro  raggi, 

e  A,  il  centro  della  sfera  richiesta,  si  deve  avere  : 


-n' 


Ci  =  l,  3,3,4). 


La  relazione  (1)  fornirjl  l'equazione  per  la  determiiiazioiie  di  R. 
3"  Trovare  le  distanze  di  un  punto  A,  dai  vertici  di  un  tetraedro  A,AjAiA,. 
sapendo  che  esso  sono  proporzionali  a  4  segmenti  dati  a',i  (^i-'.,ì    3.  i'. 
Si  deve  avere  : 

a,j  =  ma'fj  ,  ((  =  1,2,3,4) 

e  la  relazione  (1)  fornirà  l'cquiizione  per  determinare  il  rapporto  m. 
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i"  Trovare  il  raggio  d'una  sfera  che  tocchi  4  sfere  date. 
Sieno  A, .  Al ,  A, ,  A4  i  centri  ,  r, ,  r, ,  r,  ,  r^  i  raggi  delle  sfere  date. 
Detto  Aj  il  centro,  R  il  raggio  della  sfera  richiesta  e  supposto  che  questa 
tocchi  rsternamente  te  sfere  date,  si  deve  avere: 

(itj  «(,==« +  r(.  (i  =  l  ,  2,  3,  4) 

La  relazione  (2)  conduce  ad  un'equazione  per  la  determinazione  di  R. 

Se  si  vuole  il  raggio  della  sfera  che  tocca  esternamente  qualcuna  delle  sfere 
date  e  internamente  le  rimanenti,  si  dovranno  cambiare  nelle  (14)  i  segni  ai  ra;;gi 
di  quelle  sfere  che  debbono  essere  toccate  internamente. 

Fermo  ,  marzo  189S. 
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RAPPORTO 


SULLO  STATO  PRESENTE  DELLA  TEORIA  DEGLf  INVARIANTI 


del  Prof.  Oott.  FRANZ  MEYER 


(  Conlinuazitìne ,  v.   Voi.  XXXIir ,  j).  319  i:  Vnt    XXXIV  ;i.  290). 


d)    3  ì  z  ì  g  i  e. 

T  campi  d' integriti  e  di  nizion:ilit&  dei  sistemi  di  forme  inTarì:inti*e  offrono 
il  metzo  <li  addentrarsi  nelle  relazioni  alf^eliriche  esistenti  fra  queste. 

Evidentemente  però  questo  è  solo  un  primo  passo  :  si  dovrà  poi  studiare,  nel 
senso  della  teoria  degli  invarianti,  l'insieme  dcllu  relazioni  algebriche  0  sitigit 
che  si  presentano  nei  vari  casi  ,  ossia  raccogliere  i  loro  primi  membri  {sisiganii) 
in  campi  di  ìnte};rilà  o  di  razionalità  con  base  Qnìta  (composta  di  sizùjanli  fon- 
damenlali),  ove  i  coefficienti  possono  essere  forme  fondaiountali  del  sistemu  ori- 
ginario di  forme. 

I>u  queste  sizigie  di  f  specie  si  può  analogamente  passare  a  quelle  di  specie 
superiore. 

Che  questo  problema  è  detcrminato,  cioè  che  eCTetti  va  mente  le  sitigie  di  I' 
specie  formano  un  sìiitema  completo,  o  che  la  catena  delle  aitigie  fluisce  dopo  un 
numero  finito  dì  passaggi,  fu  ^  dir  vero  dimostrato  solo  recentemente  da  Hil- 
bert (*)  ,  come  già  accennammo. 

Secondo  l'ordine  storico,  si  cercò  dapprima  di  ottenere  un  numero  il  più 
grande  possibile  di  sizigie  per  le  più  semplici  formo  (o  gruppi  di  sostituzioni). 

li  fatto  che  tali  ricerclie  procedono  per  tentativi  ha  per  elTetto  che  la  lorn 
intelligenza  non  è  facile  al  lettore,  fjiuccliè  il  raggiungimento  dei  siiiijoii  nsulmii 
è  dipendente  sopra  tutto  dall'abilità  individuale  dell'autore. 

Dobbiamo  quindi  accontentarci  dì  accennare  alcuni  dei  più.  fondamentali  no- 
lìvi  doniiiianli. 


(*)  Math.  Ann.  XXXVI  p.  473-534  (1890),  specialmente  p.  534.  T.  sopra. 
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Il  metto  più  ovvio  per  la  costruzione  delle  nìsigic  di  prima  specie  ci  è  offerto 
dulia  teoria  di  Ilcrmitc  dei  sistemi  associati  ;  infutti  la  conoscenza  del  termine 
principale  d'una  forma  dedotti!  qualsiasi  fornisce  immediatamente  l'espressione  ra- 
tionale  mediante  le  forme  iissociate. 

Ciiyli'y  (*)  e  Brioschì  (**)  hanno  bitluto  con  succesiio  rjuestn  via  per  la  f^ 
biiiiiiia:  trattnti  una  volta  gli  indivi<lui  del  sistema  completo  nel  molo  indicato, 
basta  per  l'ulteriore  sviluppo  l'uso  del  processo  di  eliminazione. 

I.a  tabella  delle  siiigie  di  I*  specie  della  f,  costruita  da  Cayley  fu  più  tar- 
di (***}  completata  in  alcuni  punti. 

ncH'ullcriore  estensione  di  questo  melode  si  presentano  però  gravi  dimcoltù 
■li  calcolo:  di  più  esso  non  lascia  vedere  chiaramente  la  struttura  del  sistema 
drllc  sìzigic. 

Slephaiios  (****)  ha  proposto  un  altro  processo.  Nel  dominio  delle  forme  bina- 
rie t'ha  nn  cam]io  in  cui  le  relazioni  di  tal  natura  possono  aggrupparsi  in  modo 
perspicuo  ,  quello  dei  determinanti  funzionali  (primi  scorrimenti).  Costruiti  questi 
per  lo  forme  d'un  dato  sistema  /",  ?,-■.  prese  dnc  a  due,  non  solo  i  primi  scorri- 
menti di  queste  nuove  forme  F  sulle  f,  f , ... ,  ma  anche  i  prodotti  delle  F  due  a 
due,  possono  ridursi,  secondo  Clebsch  ('),  a  forme  più  semplici ,  cioè  ai  primi  e 
secondi  scorrimenti  delle  forme  dato  f,  7 

Pi;r  applicare  ciò  alle  sizigie,  p.  es.,  d'una  f,,  Stephaims  procedo  cosi.  Il  3i- 
slcma  completo  della  f^  si  compone  dì  i  iiivarianli  ed  8  covarianti  di  carattere 
pari,  e  dì  un  invariante  (che  non  viene  più  olire  considerato)  e  13  covarianti  di 
carattere  dispari.  Per  queste  ultimo  13  forme  possono  prendersi  i3  dei  28  drtcr- 
iiiinanti  funzionati  a  cui  danno  origine  i^li  8  covariuntì  pari,  mentre  gli  nitri  15 


(*)  Le  mem.  II,  III,  V  contengono  le  sizigie  (di  prima  specie)  della  /j  sino 
al  5°  grado  nei  coefficienti:  la  mem.  Vili  (1867)  quelle  del  6»  grado;  nella  X  (1878) 
infine  viene  sviluppato,  ìn  base  alla  funzione  generatrice  reale,  un  metodo  per  co- 
struire per  dato  grado  ed  ordine  un  sistema  minimo  di  sizìganti ,  da  cui  si  dedu- 
cono tutti  gli  altri  mediante  combinazioni  lineari.  Come  applicazione  viene  conti- 
nuata la  lista  delle  sizigie  sino  al  14°  grado. 

(**)  Annali  di  mat.  (2)  XI  p.  291-301  (1883).  Cfr.  anche  gli  sviluppi  dello 
Stesso  autore  relativi  alle  forme  ternarie:  Annali  di  mat,  (2)  XV  p.  235-252  (1887). 
I/autore  applica  le  sue  sizigie  alla  deduzione  di  certe  forme  canoniobe  delle  equa 
zioni  di  6"  (o  6")  ordine,  che  sono  importanti  per  la  risoluzione  di  queste. 

(•**)  Sylvester,  Am.  ,j.  IV  p.  41-62  (1881);  v.  specialmente  p.  68.  Uammond 
Am.  j.  VII!  p.  19-25  (1885). 

(•••♦)  C.  R.  XCVI  p.  232-235,  1564-1567  (1883-. 

(')  V.  p.  e.  Clebsch,  Binare  Formen  §  54.  Cfr.  l'esposizione  in  Gordan ,  Vor- 
Umngen  II  §  4.  Nei  §§  11,  12  viene  fatta  un'estesa  appliciuione  alle  siaigie  di  un 
sistema  di  forme  binarie  quadratiche. 
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possono  facilmente  esprimersi  in  rtinzìonn  intera  delle  25  rorme  rondnaienlati.  Da 
queste  13  espressioni  si  giunge  mediante  i  teoremi  di  Clebsch  a<l  un  insieme  di 
siiLÌnic  tra  forme  pari  dalle  quali  se  ne  possono  dediirrn  altre  mediante  elimina- 
zioni. Analoga  HI  ente  si  giunge  a  sizigie  tra  forme  fondamentali  pari  e  disparì. 

Von  Gali  (*)  ha  sniuppato  il  principio  dei  delp.rminanli  fanùunali  e  lo  bi 
collegato  col  processo  di  Aronliold.  CÌ6  non  solo  rende  possibile  un  noteiole  ac- 
corci nmi:nto  nel  calcolo,  ma  dà  anclie  il  mezzo  di  separare  dal  ricco  insieme  dì 
relazioni  le  sizigie  irriducibili  o  fondamentali.  Basandosi  sui  lavori  precedenti  degli 
scienziati  inglesi  relativi  ai  problemi  d'enumerazione,  egli  ha  sottoposto  ad  un'in- 
dagine dettagliatissima  i  casi  di  una  f, .  di  due  /*,  Q  dì  due  /*(. 

Perrin  (**)  si  serve  d'un  metodo  più  diretto-  8e  Cayley  aveva  già  fondato  la 
deduzione  delle  aìzigie  dai  termini  principali  dei  covarianti ,  tra  i  quali  passano 
appunto  le  medesime  relazioni  che  fra  i  covarianti  stessi,  Perrin  fa  un  passo  piìi 
innanzi,  eguagliando  a  zero  nei  termini  principali  il  primo  coelTlcientA  della  forma 
originaria  f^ ,  e  mostrando  che  il  risultato  di  t^iio  posizione  basta  a  caratterinare 
univocamente  il  relativo  termine  principale  ,  e  quindi  nuche  il  covariante.  Perrin 
coJega  questo  principio  colle  forme  associate,  e  mette  in  luce  la  fecondità  del  suo 
procedimento  mediante  l'esempio  delle  /^  ed  f^. 

Siccome  una  sizigie  (di  i*  specie)  è  una  relazione  tra  forme  fondaiucnlali 
A,  B,  ...  d'un  sistema,  essa  è  certamente  irriducibile  se  fra  ì  suoi  termini  si  trova 
almeno  un  prodotto  della  forma  AB. 

Ora  Ilammoiid  (***)  ha  osservato,  che  tutte  le  sizigie  <di  1*  specie)  già  cono- 
sciute contengono  crTcttivamente  almeno  un  tal  termine  binario,  cosicchò  esso  può 
servire  precisamente  per  caratterizzare  la  sizigie.  Questo  principio  sperimentale 
diede  luogo  a  scmpliQcazionì  essenziali  nella  costruzione  di  nuove  sìsigie. 

Però  von  Gal)  (**")  s'imbattè  pel  primo  in  un  esempio,  la  relaiionc  fra  gli 
otto  invarianti  di  due  f^,  che  ad  onta  di  qualunque  sforzo  non  si  uniformava  al 
teorema  di  Hammond. 

Specializzando  opportunamente  i  coedlcienti,  Stroh  (<)   potè  veriOcare  direi- 


(*)  Math.  Ann.  XXXI  p.  424-440,  1888  (due /,)  ^  XXXIII  p.  197-22:*,  ISW 
(due  f,);  XXXIV  p.  332-353,   1889  (due /,1  ;  XXXV  p.  63-81,  1889  (un» /,!. 

(*♦)  Bull,  de  la  Soo.  math.  de  France  XI  p.  88-107  (1883);  C.  B.  XCVI 
p.  426-4,30,479-482,563-565,1717-1721,1776-1779,1842-1845  (1883).  Dello  steaso  me- 
toiio  di  riduzione  s'era  servito  poco  prima  Sjlvester  per  dedurre  proprieti  genenli 
dei  seminvarianti  d'una  forma  binaria  d'ordine  qualunque;  Am.  j.  V  p.  79-I3T 
(1882-83). 

(***)  Am.  j.  VII  p.  327-344,  1884  (una  /-,)  ;  Vili  p.  19-25,  1886  (una/,). 

(**•*)  Math.  Ann.  XXXIV,  vedi  p.  332  (1889). 

,*)  Math.  Ann.  XXXVI  p.  151-156  (I890I. 
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tniiiciite  il  riaiiltntu  di  von  Gali,  per  modo  clic  rimane  iltfliiitivamente  provata  lu 
inesattezEu  di  quel  teorema. 

Stroh  (*; ,  (^eneriilizzando  il  oictodo  dei  doterminnnti  runzioniilt  usato  da  S(e- 
phaiios  e  da  von  Gali,  lia  trovato  un'unica  fonte  di  tutte  le  sizì^ie  ('li  1*  gpeaie) 
n.-lle  relazioni  tra  gli  seorrimenti  superiori  d'un  sistema  di  forme. 

Tutte  queste  ri-Iasioni  appaiano  come  la  con3P|,'nnnzii  d' un  unico  principio 
(I.  e.  S  3),  d'una  specie  di  legge  assor.intiva  ,  che  vale  in  generale  per  la  com- 
binazione 'li  ^randnze  definite  da)  processo  dì  scorrimento. 

Nel  campo  binario  si  può  limitarsi  a  4  (o  a  3)  forme  f,  ,ftf  fa>fii  s"  ha  per 
ogni  valore  (p^siiivo)  del  peso  i  (1  .  2  ,  3)  .  . .)  : 


[f,kf/,h=%  {\)'-f>Q\f/à'-'-'E  {}^(f,0^<fi^ 


un'identità  (nei  coedlcienti  delle  f),  che  per  tutte  le  24  permutazioni  delle  f  rap- 
presenta solo  tre  tipi  essenzialmente  diversi  (1.  e.  $  18). 

Mediante  opporluna  speeializEazionc  delle  f,  sia  che  alcune  di  esse  si  facciano 
eguali  tra  loro ,  sia  che  i  loro  ordini  si  abbassino  oltre  un  certo  lìmite,  si  attcn' 
gono  di  qui  nuovi  tipi. 

Dato  ori  un  sistema  completo  di  torme  fondamentali  ,  non  si  lia  che  a 
rappresentarle  successivamente  come  scorrimenti  d' un  numero  minimo  possibile 
tr;i   esse. 

Ad  ogni  forma  fon dii mentale  può  cosi  farsi  corrispondere  una  determinata 
sizigie.  Dopo  ciò  la  cosiriuìone  d'un  sistema  il  più  possibile  completo  di  sizigie 
può  efTcttuarsi  come  segue.  Se  si  prende,  per  esempio,  come  forma  originaria 
una  ft,  con  un  sistema  completo  di  2li  individui,  risulta  anzitutto  un  insieme  di 
2i)  sizigie  rondamentali  (od  associate),  die  contengono  già  tutte  le  relazioni  alge- 
briche tra  le  26  furine  fondamentali;  infatti  sì  vede^n  esse  l'atluaz'one  effettiva 
tlclln  rappresentazione  associata  di  Hiirmite  delle  forme  fondamentali  (mediante  6 
di  esse). 

Ogni  altro  sizigantc  è  esprimibile,  a  meno  di  una  potenza  della  torma  primi- 
tiva come  denominatore,  in  funzione  intera,  ed  anzi  lineare,  di  quei  ^0  siziganti, 


(*)  Matb.  Ann.  XXXIII  p.  61-108  (1888).  Come  esempio  viene  eviltippato  il 
caso  della /j.  Gir.  so  ciò  anche  Malh.  Ann.  XXXIV  p.  354  370  (1890).  L'essenza 
del  metodo  si  trova  già  nel  lavoro  precedente  dello  stesso  autore  :  Math.  Ann.  XXXI 
p.  444-454  (1888). 

L'applicazione  della  teoria  alla  /,  è  esposta  in  Matli.  Ann.  XXXIV  p.  306-318 
(1889)  e  XXXVI  p.  2ti2-303  (1890). 
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con  Torme  fondn  mentii  li  come  coefllcìontì  ('>.  Di  IhIì  sizignnti  ne  furono  trovati 
a  poco  a  poco  ]8i  irriducibili,  mercè  le  ricerclic  di  Cajicy,  Sylvesler,  Haromond, 
Stefilianos,  Perrin  e  fon  GM. 

L'imponente  complesso  di  queste  ?04  slii^ie  sì  distribuisce  sotto  undici  i.**) 
tipi  diversi  [tiftfsfi]i  =  ^'-  reciprocamente  hi  è  riusciti  a  <lediirrc  te  20i  «iiigic 
dii{{lì  11  tipi  per  moilo  che  ciascuna  di  esse  possa  chIcoIhtsì  iiutit)eadenUmei^'e 
ila  ogni  altra,  il  che  porta  al  più  alto  grado  l'atlendibilità  dei  risultati. 

Stroh  bii  collegato  colla  divisione  in  tipi  nn  metodo  opportuno  per  l'esame  (**'} 
dello  sizìgie. 

Se  gettiamo  ora  uno  sguardo  all'indirtro ,  e  considpnamo  ■  risultati  ottenuti 
mediante  le  funzioni  generatrici,  possiamo  designare  la  teori»  delle  siiigie,  quale 
essa  è  Httualmcnte,  ad  onta  degli  abbondiinti  risultati  di  calcolo,  come  una  teoria 
semplicemente  in  corso  di  sviluppo  (*'")• 

1  numerosi  tentiitivi  pei  casi  delle  fg  ,  /«  e  dei  sistemi  simultanei 

liunn»  fornito,  a  quanto  pare,  degli  ottimi  limili  inferiori  del  numero  dei  sìii- 
giinti  fon  lamentali,  ma,  astrazion  fatta  da  casi  ovvi  delle  /^^  , /*,  e  iti  due  Tt  (')  • 
non  Tu  ancora  provata  rigorosamente  la  complrteiza  d'un  sistema  di  siiiganti. 
anche  solo  del  iirìmo  ordine. 

1  campi  superiori  non  sono  stati  quasi  affatto  considerati  ;  e  cosi  non  fu  ab- 
bordata in  pratica  la  ricerca  fuJidamentalc  del  quamlo  Unisce  in  un  dato  caso  U 
catena  delle  siiij^ic. 

f)  Indirizzo  numerativo 

Funzioìti  gencralrici.-Delcrininozton'i  a/tpi'osstmala  ed  esulfa  del   iiump.ro  deitt 
fiirmc  fiindampniaii.-Sziijie,  jtcr pel  unni  i,  forme  lìneunneiite  in(iij>eii(ieii'r'. 

* 

Le  accenn;ite  ricerche  sul  campo  d'integrità  delle  forme  invarinnlr,  uscite  prìn> 
cipalmente  dalla  scuola  di  Clcbsch  e  Gor>lan,  hanno  per  punto  cutininante.  Icori- 


(*)  V.  il  relativo  teorema  generale  in  Uath.  Ann.  XXXIII  §  22, 

(♦*)  V.  Math.  Ann.  XXXVI  p.  262. 

(•*•)  Cfr.  U ,  C,  a 

I****)  Si  osservi  ancora  che  Mac-Mahou  ha  studiato  particolarmente  Io  sizìgie 
tra  perpetuanti:  Ara.  j.  X  p.  149-168  (1887). 

CJ  Mi  risulta  da  una  lettera  che  Hilbert  ha  costraito  un  sistema  di  14  sisigìe 
per  un  sistema  di  'ò  forme  quadratiche  ed  ha  dimostrato  che  esso  è  completo.  Cfr. 
Math.  Ann.  XXXVI  p.  534. 
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camentu  lo  iliiiiostrnzioiiì  genoralì  dell'esistenza  dei  Histemi  finii),  praticamente 
la  cleterminaziunG  d'un  limile  aiiperiore  liel  numero  delle  forme  ron<lninentali  d"  un 
sistema  completo,  e  in  qiiHlehfì  caso  In  loro  ruslruzionc  pffuttiTa. 

So  ora  si  può  trovare  d'altra  parte  un  limile  inferiore  di  quel  numero,  si 
conoscerà  il  numero  esatto  tutte  I';  volte  clic  quei  duo  limili  sono  euuiili. 

Da  ciò  (')  si  vede  l' iinporlanza  ilei  lavori  iniziali  da  O^iyloy  e  Sylvcstitr,  i 
quali ,  mediante  speciali  metodi  numerativi  fondati  sullo  sviluppo  ilclle  fwnsiuni 
generatrici,  tendono  alla  determinattoiie  di  tali  limiti  inferiori  (noncliò  alla  co- 
struzione delle  forme  relative)- 

Quesli  lentntivj  risalgono  »  liivori  di  Caylc;  del  185G  (**)i  noi  li  considcre> 
remo  nella  forma  posteriore  ,  in  cui  essi  furono  ripresi  dal  1871  in  poi  dallo  stesso 
Cayley  ('")  come  pure  e  principalmenti!  da  Sylvester  (*••"). 

Sia  data  p.  es  un'  unica  furma  binaria  fi  (')  coi  coefficienti  a^.  Il  termine 
principale  ^  d'un  covariante  qualsiasi  di  /  dì  gra'lo  j,  d'ordine  17  e  di  peso 

vp  =  iz(ij  —  g)  soddisfa  all'equazione  caratteristica: 


Il  problema  fondamentale  è;   QuatiU  covarianti  (compresi  gì' invar(anli)  li- 


(•)  Ofr.  un'osservazione  di  Sylvester  a  questo  riguardo,  Am.  J.  IV  p.  62  (I88i). 

(••)  V.  sopra. 

(***)  Cayley  ha  sviluppato  la  sua  teoria  più  recente  nella  IX  Mem.,  Fbil.  trans. 
1870  p.  17-50,  e  nella  X  ,  ivi  1878  p.  60S-661. 

(•'••)  1877.  C.  R,  LXXXIV  p.  240-244,532-534,974  975,1113-1116,1207-1211, 
1285-1289,  1359-1362,  1427-1430;  ivi  LXXXV  p.  991-995,  1035-1039,  1091-1093. 

1878.  Phil.  mag.  p.  1-12  e  London  Proc.;  Joorn.  fUr  Math.  LXXXV  p.  89-114; 
C.  E.  LXXXVI  p.  1437-1441,1491-1492;  ivi  LXXXVII  p.  242-244 ,  28';-289 , 
445-448,  505-609,  899-903;  Am.  j.  I  p.  370-378. 

1879.  Am.  j.  II  p.  71-84,  98-99;  C.  E.  LXXXIX  p.  395-396. 
1882.  Am.  j.  V  p.  241-250. 

Le  estese  tabelle  di  funzioni  generatrici ,  forme  fondamentali  e  sizigie  calco- 
late da  Franklin  in  base  ai  metodi  dì  Sylvester  si  trovano  in  Am.  j.  Il  p.  223-251, 
293-306  (1879);  III  p.  221-329  (1880);  V  p.  241-250  (1882). 

Franklin  ha  esposto  concisamente  i  teoremi  fondamentali  di  Sylvester  e  dì  Cay- 
ley sulle  funzioni  generatrici  in  Am.  J.  Ili  ji.  128-154  (1880). 

(')  Cfr.  l'esposizione  in  Bruno  §  12,  che  ai  fonda  sugli  uviluppi  di  Cayley. 
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nearmenie  indiiìendPiiU  vi  sono  ,  pei  quali  il  grado  e  il  peso  (oppure  ti  graila 
e  i' ordine)  hanno  valori  dnli  ì 

Se  si  dc^sigiin  il  numero  dei  coeRIciciili  d'un  termine  principale  «>  con  l'wiJj). 
per  rispondere  alln  questione  si  deve  diminuire  questo  numero  del  numero  dellt 
relazioni  lineari  e  iincannente  indipendenti  che  Tengono  stnbilite  tra  i  cocdìcieiili 
di  9  in  virtù  deiridentità  5^  -  0. 

L'ipotesi  tHcita  di  Cayloy,  che  tali  relazioni  sieno  appunto  (ante,  quanti  sono 
i  termini  di  Sa,  Tu  solo  nel  1818  dimostruta  ammissibile  in  generale  da  Sylt^ 
sler  (*). 

Poiché  Sf  è  una  forma  delle  a  di  peso  w— 1  e  di  grado;',  la  quantili  ib 
sottrarsi  è  (w—  1  :t  ,j);  quindi  il  numero  cercalo  è  dato  dalla  differenza: 

4(w  :  i , j)  =  (w  :  i ,  j)  -  (w- 1  :  i  J).     ("; 

Il  numero  (tf  :  t  ,i)  si  presenta  già  nelle  ricerche  d'Eulero  (***;  sui  problemi 
di  parfiztone  dei  numert. 

Infatti,  ae  (p  è  un  termine  qualsiasi  del  tipo  Ca^  *  n,  * ...  a^  ',  gli  esponenti 
a  sono  legati  soltanto  dalle  due  relazioni  dìofantee  : 

a,  +  a,  +  ...  +«(=/     ,     a,  +2a, +  3aa+  ...  +  iaj  =  w, 

cioè  :  fi  TMimcro  (n  :  i ,  j)  indica  in  quanti  modi  w  possa  scomponi  in  una  iom- 

ma  di  j  numeri  delia  serte  0,1,2 i  con  ripeiirioiit. 

Secondo  Eulero,  quel  numero  non  è  altro  che  il  coelllciente  di  &af  nello 
sviluppo  della  funzione  generalrice 


Z  =  - 


1 


(1 -n)(l-aic)(l  -na;')...  (1 -oa;*) 
secondo  le  potenze  crescenti  di  a. 


(•)  Phil.  mag.  1878  p.  1-12;  Joum.  far  Math.  LXXXV  p.  89-114  (1878). 

In  Begaito  il  teorema  accennato  fa  dimostrato  coi  più  svariati  metodi;  eh.: 
Capelli,  Mera,  dei  Lincei  XII  p.  1-62  (1881);  Hilbert,  Math.  Ann.  XXX  p.  15Ì9 
(1887),  specialmente  p.  20  :  Stroh,  Math.  Ann.  XXXI  p.  441-443  (1888);  Studv,  Mi- 
thoden  etc.  ,    1889  ,  §  9  (p.  197). 

(♦*)  Sylve^ter  (Messenger  (2|  VIII  p,  1-8,  1878)  ha,  dato  nua  regola  coowki» 
pel  calcolo  dimtto  del  numero  i.  Cfr.  Franklin,  Ara.  j-  lì  j,.    187-188  (1873j. 

(***)  Inlroductio  ih  analyain  mitmloram,  I  §  304. 
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Analogamente  si  otlieno  il  numero  4(w:  i,;)  dallo  sviluppo  dei  prodotto 
Z(l  -a:). 

Nel  corso  degli  sviluppi  di  Eulero  ì  teoremi  ottenuti  prendono  quest'altra 
forma,  die  (n>:i,j)  può  considerarsi  anche  come  il  coefficiente  di  a^  nello  svi- 
luppo della  funzione 

(l-aj)(i-x*j...(l-a;T^' 

dalla  quale  si  otUenc  la  funzione  generatrice  di  Kw.i.j)  sopprìmendo  il  fattore 
(i  -  X)  del  denominiitore. 

Premesso  tulio  ciò,  possiamo  far  comprendere  il  vantaggio  die  offrono  le 
funzioni  generatrici  pel  calcolo  elTctlivo  delle  forme  fondamentali  e  delle  sizigie; 
vogliamo  però  limitarci  ad  uno  di-i  due  sviluppi,  p.  es.  a  quello  di  Z  o  di  Z(l-3;). 

Anzitutto  sembra  piii  opportuno  di  introdurre  come  dati,  invece  di  j  e  »,  i 
numeri  /  o  g  =  ij  —  w  (^rado  ed  ordine  d'un  covariante).  Se  allottiamo  conseguen- 
temente le  notazioni  {i  ,j  :  g)  ,  X{i  .j  :  g) ,  quesl'  ultimo  numero  ,  con  un  sem- 
plìce  calcolo,  risulta  essere  il  faliore  di  a'a:^  nello  sviluppo  secondo  le  potente 
crescenti  di  x  della  funzione  gcnei-alrice  prìmiiiva  [cruda) 


, '  — «! 

f w  ~^^_  (j^j^i  _  (,(pi-ij  _  ^^  _  oct)-^*-*^){\  -  ax-*)' 

Se  si  prendono  qui  le  diverse  scomposizioni  in  frazioni  semplici  corrispon- 
denti ai  singoli  fattori  del  denominatore  ,  e  si  omellono  nel  riunirle  tutte  le  po- 
tenze negative  di  x,  le  quali  non  hanno  alcuna  importanza  nella  nostra  questione, 
rimano  uno  sviluppo,  che  contiene  solo  potenze  positive  di  a,  e  può  nuovamente 
porsi  solto  Torma  d'una  frazione  llnita  irriducibile: 

0,4  C,a;+  CttP*  +  . . . 
l\-ax')(\~  <ix*-*ì ...  (1  -^a*)(l  -  a*^)  ' 

dove  gli  esponenti  t  ,  i  —  2 A  ,  /i', ...  del  denominatore  sono  numeri  interi 

e  positivi  {>  0). 

Questa  funzione  generatrice  ridalla  (*)  può  trasformarsi  in  ogni  caso  ooncrc- 


(*)  Cayley,  coll'esempio  della  /, ,  ha  mostrato  come  una  tal  fanzione  possa  cai- 
colarsi  nel  modo  più  opportuno  e  in  guisa  che  essa  contenga  il  minimo  numero  di 
termini  (Am.  j.  II  p.  71-84,   1879). 

Rigaardo  alle  funzioni  generatrici  rappresentanti  il  caso  della  f,  presentava 
VOI..  XX2IT  38 
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to  ,  mcdìafilc  molliplicazioiie  dnl  numeratore  e  del  denomiiiiilore  per  opportuni 
fattori  iiiisiliari,  e  taltolta  n  dir  vero  solo  dopo  lunghi  calcoli,  netta  /'unzione  ge- 
neratrice rappresp.nlanie.  Mentre  il  numeratore  che  rimane  finito  può  essere  un'al- 
tra voltu  ordinato  secondo  le  potenze  positivo  crascenti  di  a  ed  ^ ,  lo  tre  specie 
di  fattori  del  denominatore,  cioè  (1  -  a*)  ,  (t  -  aie')  ed  (I  —  a*d^),  sono  scelte  io 
modo,  che  esso  col  mezzo  dei  loro  esponenti  di  a  ed  3;  rappresentano  le  più  sem- 
plici forme  del  sistema  certiimcnlc  irriducibili. 

Questa  funzione  generatrice  rappresentante  è  nello  stesso  tempo  una  fvnte 
coimme  per  il  numero  (ed  i(  tipo)  delie  forme  Condameatali  e  sizigie  di  ItKie 
le  »pecie. 

Per  nttingcre  a  questa  fonie,  occorre,  cominciando  dal  grado  3  in  a ,  fan 
una  specie  di  vaglialnra  {lamisage) ,  costruendo  anzitutto  per  un  dato  grado-or- 
dine (lie^order)  j  ,  g  (ulte  le  possibili  pott^nze  e  prodotti  delle  forme  TondanieD- 
tali  inferiori  (escluso  le  rappresentanti),  e  lo^liendo  il  loro  numero  dal  cocfllcienle 
ili  (J  x'  nel  numeratore  della  funzione  generatrice  rappresentante.  Questa  diffe- 
renzn  indica  pel  grado  ordino  proposto  il  numero  delle  forme  fondiimenlalì  annien- 
tato del  numero  delle  sizigie  di  specie  pari  e  diminuito  del  numero  di  quelle  di 
specie  dispari. 

Siccome  il  numeratore  è  linilo,  nella  somma  di  tutti  ì  coefllcicnti  posìtifi  au- 
mcnluta  del  numero  delie  forme  fondamentali  rappresentanti  si  ha  in  ogni  caso 
un  limite  inferiore  del  numero  delle  forme  fondamentali. 

Spicgliiamoci  con  un  esempio.  La  funziono  generatrice  rappresentante  (l*una/', 
è  ,  secondo  Franklin  (*)  : 
Denominatore  : 

(l_a«)(l-ft«)(l  -a'»)(l-ox')(Ì-a*a;»K^-a'a;'). 

Numeratore  : 

i  +  a\x*  +  a;"  +  x*)  +  a*(_x*  +  x*)  +  a'(x  +  e'  +  a;'  -  x")  +  a'ia?  +  x*} 

+  a'(x  -1-  x"  -  oc*)  +  a»{as*  -i-  x*)  +  .  .  .  —  0**0:". 

Di  qui  si  vede  anzitutto ,  che  deve  esistere  almeno  una  forma  fondamentale 


au'  apparente  eccezione ,  d&ccbè  non  riuscì  a  Sylvester  e  .a  Franklin  di  rendere  fi- 
nito il  uumeratore  della  funzione.  Questa  contraddizione  potè  essere  tolta  da  Hani- 
mond  (Math.  Ann.  XXXVI  p.  255-260,  1890)  soltanto  dopoché  von  Gali  ebbe  tro- 
vato alcuni  invarianti  irriducibili  della  /",  che  erano  sfoggiti  a  Sylvester, 
(*)  Am.  j.  n  p.  224. 
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per  ciascuno  iliu  grndì-Drdini: 

(3,3),(8,5),t3,9)  :  (i,4),(t,6)  ;  (5,i),(5,3),(S,1)  ;  (6,2),(6,4)  ;  (7.1),(7,S)  ;  (8,2)  ;  ecc. 

Non  c'è  una  forma  fondamentale,  (8,4)  perdio  si  può  costruire  il  prodotto  (3,3)-(5,1) 
di  (lue  forme  fondamentali  iuferiori,  ecc. 

In  tutto  si  è  condotti  cosi  a  23  forme  fondiuncntali  almeno;  U' altra  parie  il 
m  ctodo  originario  di  Gordan  dS\  al  pili  23  formo  (appunto  degli  stessi  gnidi-ordini); 
con  ciò  la  questione  dei  numero  6  del  tipo  delle  forme  fondamentali  d'una  f^  è 
completamente  risolta. 

Passando  alle  sìzìkìo  dì  prima  specie,  resistenza  d'una  tale  siiigic  pei  casi 
(5  .  1l),(l  ,9)  è  senz'altro  evidente.  Pei  gradi-orilini  (6,6) ,  (6,8) ,  (6,10) ,  (6.12). 
(6. 14)  ,(6,l8),  af  x^  nel  numeratore  ha  per  coeUicionte  zero;  siccome  però  le  3 
forme  fondamcnlali  (3,3) ,  (3,S) ,  (3,9),  moltiplicate  due  a  due,  danno  appunto  un 
prodotto  di  ciascuno  di  quei  gradi-ordini,  cosi  è  provata  l'esislenia  di  sei  (e  non 
più)  corrispondenti  sizigie  di  1'  specie.  Nello  stesso  modo  si  deducono  pel  grado 
7  altre  sei  sizigie  (1,1) ,  (1,9) ,  (7,9) ,  (1,11) .  (1,13)  .  (7.15)  ;  e  cosi  dì  seguito. 

La  prima  sizigie  di  asconda  specie  si  presenta  nel  caso  (8  ,  H).  La  funzione 
generatrice  rappreseulante  indica  qui,  tenuto  conto  anche  del  dunoiiiiniitnre,  l'esi- 
stenza di  5  forme  linearmente  indipendenti,  mentre  la  vagliatimi  fornisce  10  pro- 
dotti di  forme  fondamentali.  Ora  possono  scriversi  senz'altro  G  sizigie  riducibili 
di  1*  specie,  moltiplicando  quelle  prima  trovate 

(5  ,  11)  ;  (6  ,  8) ,  (6  ,  12)  ;  (7  ,  9) ,  (7  ,  9)  ,  (7  ,  9) 

rispettivamente  per  le  forme  fondamentali 

(3.3)  ;  (2, 6). (2, 2), (1,5), (1,5), (1,5). 

Il  numero  S  supera  la  differcnì,a  10-6=i  d'una  unità:  quindi  rfueUe  sci  sizigie 
di  1*  specie  so?io  kgalu  da  una  ed  una  sola  sizigie  di  2'  specie  (*). 

Per  questa  via  Sylvcster,  in  base  agli  accurati  calcoli  dì  t'ranhlin,  diede  per 
un  sistema  di  forme  originarie  isolate  o  simultanee  dei  lìmiti  inferiori  dei  numeri 
singoli  6  complessivi  delle  sizigie  di  1'  specie  {••). 


(*>  All'avere  trascurato  queste  aizigie  di  seconda  specie  deve  attribuirsi  l'as- 
serzioni erronea  di  Cayley  (li  mem. ,  1856),  che  /j  non  ammette  un  sistema  com- 
pleto finito  di  forme  fondamentali.  V.  lo  stesso  Cayley  in  Vili  mem. ,  Phll.  trans. 
1870  p.  513. 

(**)  Am.  j.  IV  p.  41-61. 
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Del  resto,  secomlo  Caylu;,  basta  solo  mollificare  di  poco  la  funzione  genera- 
trice rappresentante  per  avere  ,  non  solo  il  numero,  m;t  anche  la  costruzione  ef- 
fettiva delle  forme  fondamentali  e  delle  sieigie  i'). 

Hiimmond  (**)  è  andato  ancora  un  passo  innanzi  nella  teoria  delle  sitigic. 
Conoscendo  csatlamenle  per  una  forma  originaria  i)  sistema  completo  delle  furroe 
fondamentali,  la  fuoiionu  generatrice  rappresentante  per  I«  forme  fondamemaii 
ai  trasforma  in  una  per  le  fizigie  moltiplicando  numeratore  e  denominatore  per 
fattori  tali,  che  il  denominatore  divenga  appunto  il  prodotto  dei  fattori  (I-u'a^) 
corrispondenti  a  tutte  ie  forme  fondamentiili.  Di  qui  si  può  rilevare  per  ogni  gnt- 
do-ordino  un  limite  superiora  del  numero  delle  siiìgie  di  1*  specie,  che  deve  poi 
paragonarsi  col  limite  inferiore  ili  Sylvesler  :  nei  casi  particolari  sviluppati  (/*,  ed 
/,)  si  manifesta  la  coincidenza  dei  due  limiti,  asiraiion  fatta  da  alcune  eccetioni 
sulle  quali  dovette  decidere  il  calcolo  diretto. 

Prima  di  lasciare  la  funzione  generatrice  rappresentante  di  Syivestcr,  dob- 
biamo accennare  ancora  ad  un  Tilt»  curioso,  che  si  è  manifestato  appunto  in  (uiti 
i  casi,  in  cui  fu  possibile  una  (Ictcrminazionc  definitiva  delle  forme  fondamentali. 
E  questo  il  cosideUo  ponluUUo  fond-imenlale  {'")  dì  SfWester,  secondo  il  quale  per 
ogni  grado-ordine  l'esistenza  di  forme  fondamentali  e'  quella  di  sìzìgie  si  esclude* 
rebbero  a  vicenda,  ci6  che  semplificherebbe  notevoimcnta  la  teoria  dello  forme. 

Ilammond  (****)  però  s'imbatte  pel  primo  in  un  esempio  (pel  grado-ordine  (5,13) 
d'  una  fj) ,  il  quale  era  in  contraddizione  con  quel  postulato,  e  rìntraccib  ben  pre- 
sto (*)  l'origine  di  questo  eccezioni  in  una  identità  ricorrente  che  si  deduce  im- 
mediatamente dall'equazione  differenziale  dei  termini  principali. 

Kioordiamo  ancora  brevemente ,  come  siano  state  costruite  speciali  funxionì 
generatrici  anche  per  specie  particolari  di  forme  invariantive  ;  c\ò  fu  fatto  da  Vac 
Habon  pei  condotti  perpemanti  (*).  Qui  la  funzione  permette  di  assegnare  inuw- 


(•)  Allo  stesso  scopo  servo  la  funzione  geiterafrice  reale  di  Cayley  (cfr.  X 
mem.) ,  U  quale  si  ottiene  dalla  fanzìoDo  generatrice  rappresentante  sostiiaendo  all« 

forme  fondamentali  che  entrano  in  questa  le  lettere  a ,  6 ,  e Vedi   su  ciò  l' os- 

aervazione  di  Sylveater  in  Am.  j.  IV  p.  57. 

(**)  Am.  j.  Vili  p.  19-25  (1885).  Cfr.  anche  Hammond:  Am.  j.  VII  p.  327- 
344  (1885)  per  la  /, ,  e  Am.  j.  Vili  p.  138-135  (1886)  pel  sistema  (f, ,  «j). 

(**•)  V.  p.  es.  l'esposizione  di  Franklin,  Am.  j.  Ili  p.  130-132. 

(*•♦*)  London  Proc.  XIV  p.  85-88,  Am.  j.  V  p.  218-228  (1883).  Cfr.  le  osser- 
vazioni di  Cayley  :  London  Proc.  XIV  p.  88-91,  Hopkins  Circ.  II  p.  85-86,  150,  III 
p.  13  (1883,  1884J. 

(<)  V.  il  secondo  dei  lavori  citati. 

(»}  Am.  j.  VII  p,  26-47  (1884)  ;  cfr.  II,  C,  a,  a.  Cfr.  pure  Hammond ,  Am-  j. 
Vni  p.  104-126  (1886). 
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diatamenle  il  numero  degli  enti  irriducibili.  Stroh  (*)  non  solo  bn  dato  una  cliinra 
dimostnizìone  iJi  ciò  per  mezzo  d'una  singolare  estensione  del  metodo  simbolico  di 
AroDhoid  e  Clcbsch ,  ma  ha  .indie  ottenuto  un'espressione  semplice  di  quei  numeri, 
e  di  più  ha  mostrato  come  i  relativi  perpetuanti  poss'Uio  senz'altro  scriversi  sìm* 
bolicaaiente. 

Della  de^iuzione  di  forinole  teoriclie  pei  limiti  superiori  del  grado  e  dell'  or- 
dine delle  forme  invariantive  si  sono  occupati  Jordan  e  Sylvestor. 

Jordan  ('*)  parte  dalle  relazioni  fra  i  covarianti  di  3"  grado ,  di  cui  Gordan 
s'era  servito  per  porre  le  basi  della  sun  dimostrasiono  deli' esistenta  di  sistemi 
Gniti,  e  si  appoggia  del  resto  essenzialmente  sul  procedimento  di  Gordan  per  de- 
durro  dai  sistemi  completi  di  due  forme  binarie  il  loro  sistema  simultaneo ,  es- 
sendo gli  scorrimenti  da  conservarsi  in  tnio  deduzione  dcdniti  dalle  minime  solu- 
sioni  (positive)  di  due  equazioni  diofuntee.  Jordan  ba  studiato  queste  soluzioni  più 
diivvicino  dal  punto  di  vista  delia  teoria  dei  numeri ,  ed  Iia  ottenuto  come  limiti 
superiori  succnssivHmente  dei  numeri  sempre  più  piccoli.  Per  esporre  il  suo  ri- 
sultato finale  (***},  s'imagini  data  una  serie  qualunque  di  forme  originario,  i  cui 
ordini  sieno  <)t.  Ogni  covariante  de)  sistema  completo  si  compone  linearmente 
di  prodotti  di  B  tipi  di  forme,  per  ciascuno  dei  quali  esistono  limiti  superiori  pel 
grazio  e  per  l'or'Jine.  Questi  limiti  sono  funzioni  intere  semplici  di  n,  ma  conten' 
gono  tutte  un  fattore  Z^**,  dove  p  viene  definito  da  una  condizione  trascendente, 
cioè  come  il  più  gran  numero  intero  contenuto  nella  frazione 


'  +  -T- 
'«5 

P.  es.  pei  valori  dì  n  da  1  a  12,  escluso  il ,  sì  ottengono  i  seguenti  limiti 
superiori  dell'ordine  dei  rispettivi  eofarianti  :  I,  2,  4,  6,  9,  12,  iS,  IS,  %ì,  26,  34. 

Questi  limiti  vengono  anche  effettivamente  raggiunti ,  come  lo  dimostrano  le 
tavole  di  Syltester  e  Franklin  pei  sistemi  di  una  sola  forma  /■„  (*"•). 


(*)  Math.  Ann.  XXXVI,  I.  e.  §  10,  IL 

(**)  Journ.  de  Lioaville  (3)  II  p.  177-233  (1876) ,  V  p.  345-379  (1879).  Cfr. 
anche  le  note  seguenti  r  C.  R.  LXXX  p.  875-677,  1160-1161  (1876);  LXXXI 
LXXXn  p.  495-498  (1875);  p.  269-270  (1876):  LXXSTII  p.  202-204  {1878). 

Nel  primo  lavoro  l'autore  dà  una  chiara  esposizione  della  vecchia  teoria  di 
Oordan. 

(***)  V.  la  seconda  delle  memorie  citate. 

(****)  Am.  j.  II  p.  223-251. 
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Syl?eBtcr  (*)  lia  dato  senza  dimostrazione  delle  formole  analoghe ,  che  sono 
ancora  più  semplici,  percii6  contengono  soltanto  coefllcieiiti  numerici  razionali,  ma 
danno  perù  dei  numeri  notevolmente  maggiori. 

Egli  ha  poi  fatto  conoscere  un  procedimento  ('*)  per  ottenere  un  limite  abba- 
stanza basso  pel  numero  totale  delle  forme  del  sistema  completo  d'una  forma  d'or- 
dine pari. 

Il  lìmite  dipendo  dulia  somma  algebrica  dei  cocOtcientì  della  sua  funzione  gC' 
ncratricc  rapiiresontanle. 

Chiudiamo  questo  capìtolo  colla  considerazione  dello  estensioni  alle  forme  a 
più  serie  di  n  variabili  che  ha  avute  il  teorema  di  Gayley  e  Sylvester  (."'j  sul  nu- 
mero delle  forme  Jincormcnle  indipendenti  {del  campi  binario)  di  dalo  grado- 
ordine. 

Capelli  e  Deruyts  hanno  posto  le  prime  basì  per  la  soluzione  di  questo  impor- 
tante e  difllcile  problema.  11  teorema  da  cui  Capelli  (****)  parte  insegna  a  svilup> 
pare  una  forma  F  ad  ti  serie  di  n  variabili  : 

ce/  .  sci"  ,  Xi"' ,  ... ,  »('**  (i  "  I,  2,  ,  ,  ,  .  ,  n) 

secondo  le  potenze  del  determinante  A  delle  x,  in  modo  che  i  coentcìenti  sieno 
polari  di  forme  che  contengono  una  serie  di  variabili  di  meno  e  sono  alla  loro  rolla 
deducibili  da  F  mediante  il  solo  uso  di  processi  dì  polarìzzazionc. 

Tali  processi  di  polarizzazione  si  riferiscono  alle  rarìabili  e  sì  compongono 
per  ripetizione  e  combinazione  mediante  soli  processi  della  forma 


Se  si  applica  quel  teorema  fondamentale  ad  una  forma  ?  dipendente  in  modo 
invarìantÌTO  da  un  sistema  di  forme  primitive  fx  ,  ft,  •••  con  un  numero  qualunque 
di  serio  di  variabili  (cogreilìenti),  9  si  può  rappresentare  come  un  aggregato  di  pro- 
dotti il*  di  covarianti  identici  per  forme  invariantive  di  certe  forme  (omogenee  ed 
isobare)  *,  che  contengono  al  più  n-1  serie  di  variabili  e  soddisfanno  alien-) 


^'')  London  Proc.  XXVII  j>.  11-13  (1878). 

(**)  Elliott  ha  dato  lA  nnova  dimostrazione  di  questo  teorema,  London  Proc 
XXin  p:  21-36  (1893). 

('••)  C.  H.  LXXXVI  p.  1437-1441,  1491-1492,  15191522. 

(****)  Fondamenti  di  una  teoria  generale  ddle  forme  algebriche,  Uem.  dei  Lin- 
cei XII  p.  1-72. 
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equazioni  differeniiiili  caratteristiche: 

I  D,v*  =  tJ  .  D^v'*  =  0  .  .  ■  :.D^^W*  =  0. 

oppure  alle  seguenti  (*)  : 

1'  D^^.  «  =  0  ,  U^. V"  *  =  0  . D^'"-",("i  *  =  U. 

Il  problema  fonJnmcnt.ile  si  riduce  dunque  dapprima  all'altro  più  semplice  : 
determinare  il  numero  delle  forme  linearmente  indipendeoti  4>-chc  possono  ren- 
dersi (li  peso  cosUinte,  p.  es.  nullo ,  mediante  moltiplicazione  per  opportune  po- 
tenze di  A  -  ,  die  sono  di  gradi  dati  nei  coemcienti  delle  ^  e  di  orJinì  dati 
6,  ,  6,  ,  ...  ,  0,  nelle  rispettive  serie  delle  x. 

Se  si  designa  con  9(ft,  ,  9,  ...  ,  OJ  il  numero  dei  coefficienti  arbitrari  di  *, 
l'autore  dimostra  che  le  condiiioni  imposte  a  questi  da  una  delle  equazioni  I , 
p.  es.  dalla  prima,  sono  linearmente  indipendenti  tra  loro,  e  clic  il  loro  numero  è 

9(0,-1  ,  0,+  l  ,  0, OJ. 

Ciò  costituisce  una  generalizzazione  immediata  del  teorema  di  Gay«y  e  Syl- 
lestcr  {**). 


Uno  avìlappo  più  dettagliato  ei  trova  in  Batt.  G.  XX  p.  293-301  (1882).  Per 
certe  specie  di  forme  invarianti,  p.  ea.  per  quelle  che  sono  dello  stesso  ordine  ri- 
spetto a  tutte  le  serie  di  variabili,  l'autore  aveva  dedotto  già  prima  i  nameri  cor- 
riepondenti  in  forma  elegante,  vedi  Batt.  G.  XIX  p.  87-116  (1881). 

Un'estensione  del  problema  del  testo  alle  forme  a  più  serie  di  variabili  cogre- 
dieati  soggette  a  sostituzioni  lineari  indipendenti  tra  loro,  fu  fatta  dallo  stesso  au- 
tore nelle  Mem.  dei  Lincei  XV  (1883).  Anche  qui  tutto  si  riduce  a  trovare  tutte 
le  soluzioni  intere  d'un  sistema  d'equazioni  che  si  presenta  nella  partizione  dei  nu- 
meri. I  relativi  teoremi    ausiliari  sono  raccolti  in  Batt.  O.  XXI  p.  343-355  (1883^. 

(*)  V.  il  secondo  dei  lavori  citati  p.  297. 

(**)  Una  certa  estensione  del  teorema  in  discorso  ad  nn  sistema  di  forme  binarie 
fa  fatta  da  Study  (Methnden  etc.  p.  102).  Se  »[ ,  n| , ... ,  n,  sono  gli  ordini  delle  forme 
primitive,  il  nnmero  dei  covarianti  linearmente  tadipendenti  dei  gradi  Papti—iPr  ^ 


V    Pi      ^^     Pi       '  '  '       •-     Pr      ' 


Anche  per  campi  superiori  esiste    no   numero   analogo    pei  cosidettì  covarianti 
normali.  Cfr.  anche  Stroh,  Math.  Ann.  XXII,  specialmente  p.  105  (1883). 
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Al  contrario  le  condizioni  rappresentate  da  due  o  piij  delle  equazioni  I'  non 
sono  pììi  linearmente  indipendenti,  e  Capelli  si  accontenta  di  dare  un  limite  in- 
feriore pel  numero  in  discorso. 

Una  soluzione  completa  dell'ultimo  problema  e  ncll'ìstesso  tempo  anche  del 
primitivo  è  dovuta  a  Deruyts  (*). 

Deruyts  evita  l'uso  diretto  delle  equazioni  differenziali,  riduceudo  la  questione 
del  numero  di'lle  ^  a  quella  del  numero  dei  loro  termini  principali. 

Se  si  scrivono  questi  ultimi  siinbolicamente,  si  riconosce  clie  essi,  nei  rapporti 
della  presente  questiono  possono  sostituirsi  mediante  seminvarianli  di  forme  li- 
neari :  dopo  ciò  basta  studiare  un  sistema  di  equazioni  lineari  diofanlee,  le  cui 
soluzioni,  il  numero  totale  delle  quali  viene  designato  con  n,  sì  dimostrano  linear- 
mente indipendenti. 

D'altra  parte  può  dimostrarsi  che  il  numero  delle  7  originariamente  cercate 
coincide  con  quello  dei  prodotti  già  ricordati  ii^. 

Se  si  sceglie  ora  una  singola  forma  cp  dì  determinati  pesi,  per  la  ricerca  del 
corrispondente  numero  W  di  forme  ^i^  serve  un  procedimento,  il  qunle  è  del  tutto 
analogo  a  quello  indicato  relativamente  a  IT, 

Se  si  forma  quindi  finalmente  la  somma  dei  prodotti  di  due  qualunque  dei  nn- 
meri  calcolati  II ,  II'  per  tutte  le  possibili  combinazioni  di  pesi  della  4  —le  quali 
sono  poi  caratterizzate  dalle  soluzioni  d'una  certa  equazione  diofantca,  la  cosidctta 
equazione  dei  pesi- si  ha  con  ciò  effettivamente  una  regola  per  la  determinazione 
del  numero  delle  forme  invariantive  ?  linearmente  indipendenti  di  dati  gradi  nei 
coenicienti  delle  forme  primitive' e  di  dati  ordini  in  un  numero  qualunque  di  serie 
di  variabili  (cogredienti)  :  quest'ultimo  numero  può  cs^tere  minore,  eguale  0  nug- 
giure  di  quello  delle  serie  di  variabili  che  figurano  nelle  forme  primitive. 

B  -  Problemi  irrazionali. 

Nelle  ricerche  sinora  trattate  abbiamo  visto  adottato  quasi  esclusivamente  il 
l-ìinto  di  vista  razionale,  0  razionale  intero. 

Peraltro  sin  da  principio,  e' specialmente  per  rinfluenza  dellfi  geometria,  si 
sono  insinuale  qua  e  Ifi  delle  questioni  dipendenti  da  irrazionali  ;  tuttavia  solo  re- 
centemente si  fu  condotti  atr  introduzione  sistematica  di  invarianti  e  eoTarinoli 
irruzionnli,  ed  una  teoria  sviluppata  di  questo  argomento  non  esiste  ancora. 

Si  possono  distinguere  storicamente  due  correnti. 


(*)  Théorie  generale  etc. ,  1891  ,  Cap.  VII.  Qui  il  calcolo  viene  fatto  solo  per 
unu  certa  specie  di  covarianti,  mentre  esso  viene  effettuato  in  generale  in  Boll-  i* 
l'Acc.  de  Belgique  (3)  XXI  p.  437-451  (1891).  Dei  resto  cfr,  II,  D,  a. 
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Da  unn  parte  sta  ii  raniliimento  (come  per  le  furine  quid  fatiche)  ta  ricerca , 
suf^gorita  dalle  csigviiic  della  pratica,  di  cerio  rappresentazioni  invarianti  cano- 
niche di  tipi  dati ,  per  la  cui  costruiione  occorro  lisolvere  certe  equazioni  alge- 
bricho  ausiliarie. 

Dall'altra  parte  la  teoria  delie  forme  invarianlifc  àk  luogo  ad  una  specie  di 
problema  d'inversione,  quamlo  si  considerino  come  date  ail  arbitrio  una  □  più  delle 
forme  invariantive  dedotte  dalle  forme  primitive  — colla  tacita  condizione  che  sicno 
soddisfatte  le  relaiìoni  eventualmente  esistenti  fra  esse— e  si  cerca  di  determinare 
inversamente  le  corrispondenti  forme  primitive.  Questo  probli:ma  in  generale  lia 
pareccliie  soluzioni,  e  ai  tratta  quindi  iinzilutto  di  determinare  il  iiiiniero  delle 
forme  primiiiie  per  ciascuna  di  queste ,  e  poscia  di  trovare  le  equazioni  da  cui 
esso  dipendono. 

A  dir  vero  questa  seconda  specie  di  problemi-clie  ci  sombra  avere  un  avve- 
nire quale  necessario  complemento  della  teoria  degl'invarianti  rajionali  e  ddle 
loro  sizigie— fu  sinura  trattata  solo  per  poclii  casi  singoli. 

a)  Canonizzazione  delle  forme. 

I  fondamenti  di  questa  disciplina  (*)  appartengono  al  periodo  anteriore.  Per 
cominciare  dalle  forme  binarie,  Sylvester  e  Cajley  mostrarono  corno  esse  possano 
rappresentarsi  quali  combinazioni  lineari  di  potenze  d'espressioni  lineari  (a; —  a). 
Esistono  dei  covarianti  semplici  {canonizzanli),  le  cui  radici  sono  i  valori  cercati 
a  :  in  casi  speciali  si  è  potuto  anche  riconoscere  quali  modiDcazìoni  avvengano 
quando  alcune  delle  a  diventano  eguali  tra  loro. 

Solo  più  tardi  GundelGnger  (">  coll'uso  di  tne^zi  analitici  completò  la  teoria 
comprendendovi  lutti  ì  casi  di  eccezione  Trasformando  opportunamente  (***)  l'e- 
spressione mediante  derivale  parziali  del  /c-esimo  scorrimento  di  due  forme  bina- 


(*)  Possiamo  essere  concisi  nel  testo,  perchè  appunto  questo  capitolo  è  trattato 
diffusamente  nelle  opere  di  Clebsch,  Balmon,  Bruno,  Oordan.  Oome  le  rappresenta- 
zioni di  Sylvester  e  Cayley  possano  estendersi  alle  forme  plurilineari,  fu  studiato 
profondamente  da  le  Paìge  :  Bull,  de  l'Ac.  de  Belgique  i,3)  II  p.  40-53,  0.  E.  XCII 
p.  1048-1049,  1103-1105,  XCIII  p.  264-265,  509-512  (1881);  C.  R.  XCIV  p.  31-32, 
69-71,  424-426,  Atti  di  Torino  XVII  p.  299-320  (1882);  Atti  dell' Acc.  Pontificia 
dei  Nuovi  Lincei  XXXV  p.  54-81,  140-145,  Joriial  de  ciencias  mathematicas  IX 
(1883). 

(**)  Gett.  Nachr.  1883  p.  115-121,  e  più  diffaeamenta  Journ.  fUr  Math.  C 
p.  413-424  C1887J. 

(•**)  L'identità  a  cni  alludiamo  e  pel  i-esimo  scorrimento  dì  due  forme  f,,fg, 
VOL.  XZXIT  39 


,y  Google 


)(  306  )( 

rie,  egli  bì  pose  iti  grado  di  trasportare  unii  serie  dì  teoremi  conosciuti  ditlla  teo- 
ria (Ielle  equazioni  ilifTcrenziaii  a  quella  degli  invarianti 

Per  esporre  II  suo  risultato  Aitale,  sieiio  a,,a^,  ...  i  coeUìoionli  d'an:\  tomi 
priniìtÌTa  f^,  e  sì  formi  la  catena  dei  covarianti  canonizz>inii  C  ,  C  G" , ...  coi 
termini  principali  : 


Se  ff^  deve  potersi  rappresentare  come  somma  precisamente  dì  k  poterne 
n-esime ,  C'^' ,  ma  non  C'*'"  ,  de»e  annullarsi  iilenlìcamentc.  Allora  esiste  uni 
forma  r^  <  ■'  <^ui  scorrimento  ft-e$imo  su  /),  ò  identicamente  nullo  :  inoltre  l'equa 
zlonc  l'i,  =  li  deve  avere  le  sue  radici  a  tutte  diverse. 

Ucciprocamenla  qneste  due  condizioni  sono  anctic  suftleicnti  per  In  rnpprc- 
Bcntabililà  come  somma  di  potenze  (x  --  a)". 

Se  Invece  le  radici  delta  r^  =  Q  coincidono  in  parte,  si  ottiene  per  /*, ,  me- 
diante un  processo  di  deiiompu^lzione  in  fr.iztoai  semplici ,  un'  espressione  eosil- 
suita  dalla  soinnia  di  certe  potenze  ft^-eiìime  (k^  <  a)  moltiplìciitc  ciascuna  per  uni 
forma  complementare  dell'ordine  n  —  ft;. 

Un  teorema  corrispondente  vale  per  U  rappresentazione  simultanea  dì  n  for- 
me d'ordine  H. 

Lasciando  da  parte  i  casi  d'  eccezione  (in  cui  le  a  coincidono  in  parte),  l'ei- 
tpuz;.  del  criterio  precedente,  l'introduzione  della  forma  r^  ,  si  trova  già  in  Ro- 
saiics  (*),  Il  quale  la  cliiama  coniugala  ad  f^. 

Kosancs  lia  pure  esteso  le  sue  rìcerclie  ad  ii  /",  binarie  ,  nonché  a  renne  dì 
campi  superiori.  Parlando  geometricamente,  una  curva,  u  una  supcrllcie,  di  n-csiiOD 
ordine  è  coniugala  a  ciascuno  dei  suoi  punti  contato  n  volle.  Lo  rappresentMÌoai 


i  variabile  non  omogenea   x  : 


kì 


Gfr.  su  ciò  l'osservazioae  di  Hilbert,  Math.  Ann.  XXX  p.  15. 

(*)  Joum.  far  Math.  LXXV  p.  172-176  (1873',  LXXVI  p.  312-330  (1873),  M.ih. 
Ann.  VI  p.  264-312  (1873). 

Il  nesso  tra  le  forme  canoniche  e  l'apolarità  verrà  trattato  diffosamentA  nel 
capitolo  sui  combinanti  II,  D,  h. 
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delle  forme  mcilianlc  potenze  sono  quindi  nella  più  intima  relazione  colla  teoria 
(toj  costilelli  potigoni  e  potìcdri  poUivi,  elio  ne  viene  notevolmente  iirrìcclutii. 

Por  una  via  del  tutto  diversa  Roye  (•)  è  giunto  n  questa  relazione,  partendo 
dal  problema,  quale  sia  il  minimo  numero  di  pumi  materiali  discreti  da  cui  possa 
venire  sostituito  un  dato  corpo  nei  riguardi  dei  suoi  n-csimi  momenti  rispetto 
ad  un  piano  qualunque. 

Rappresentare  l'equazione  F„=0  d'una  superficie  coioe  somma  di  /(  potenze 
rsatto ,  significa  allora  considerare  la  siipr:rQcie  come  super/tcie  d-ii  momenli 
n— esimi  d'un  corpo  sostituibile  mediante  k  punii,  cioè  come  una  supcrUcle  tale  , 
che  il  momenlo  ti-esimo  del  corpo  rispetto  ai  suoi  piani  tangenti  sia  nullo. 

Cor  questi  mezzi  Reye  (**)  non  solo  lia  dato  p.  es.  una  dimostrazione  geo- 
metrica semplice  del  co.sidetto  peniandro  d'una  supcrticie  del  3"  online,  cioè  della 
rappri-scntabililà  (**•)  univoca,  oshcrvata  per  la  prima  volta  da  Syivestcr,  d'una 
forma  quaternaria  cubica  come  somma  di  S  cubi ,  ma  Iia  anche  fatto  vedere  in 
quale  direzione  questo  teorema  sia  suscettibile  d'essere  generalizzato  (**"). 

Quali  alllnilii  esìstano  tra  1  punti  di  vista  di  Rosanes  e  di  Reye,  fu  spiegato 
dilTusamente  dall'autore  di  questo  scritto  ('),  il  quale  ha  mostrato  in  particolare, 
come  mediante  la  teoria  delle  funzioni  simmetriclie  le  rappresentazioni  canoniche 
nei  campi  superiori  possano  ridursi  a  quelle  nei  campi  inferiori. 

Tornando  alle  forme  binarie,  Bauer  (') ,  appo};giandosì  a  Rosanes,  ba  de- 
dotto  recentemente  un'elegante  espressione  delle  fornic  binarie  /,„  d'ordine  pari 
come  somme  di  ft  +  I  potenze,  dove  tutte  le  forme  clic  vi  figurano  sono  covarianti 
semplici  di  f. 

Hilbert  (*)  ,  mediante  un  particolare  processo  di  difTerenzìazione,  ha  dato  un 
chiaro  criterio  invariantivo  per  giudicare  se  una  data  forma  binaria  è  una  potenza 
esatta  d'un'allru. 


C*)  Journ.  flir  Math.  LXXII  p.  293-326  {1870J. 

(♦*)  Journ.  fUr  Math.  LXXVIII  p.  114-122  (1874). 

(***)  V-  le  note  storiche  aella  biografìa  di  Clebsch,  Math.  Ann.  VII  p.  17, 

{****)  Journ.  ftlr  Math.  LXXVIII  p.  123-129  (1884). 

(')  P.  Meyer,  Apolaritàt  und  rationale  Ourven,  Tiibingen  1883. 

(*)  Mttnchaner  Ber.  1892  p.  3-20. 

(')  Math.  Ann.  XXVII  p.  158-160  (1886).  Pel  metodo  cfr.  II,  C,  h,  8. 

Pei  casi  più  eempiici  Maisano.  Eend.  delI'Acc.  dei  Lìncei  (3)  VII  p.  231-233. 
1883),  aveva  già  prima  dato  il  covariante,  il  ctii  annullarsi  identicamente  costitui- 
sce i!  criterio  per  la  rappresentabilità  in  discorso..  Così  si  ha  perchè  f^  sia  una 
potenza  n    esima  : 

H.'— =  (»l,'o,"-=6."-'sO, 
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Allo  stesso  Hilbert  (*)  si  deve  à'  aver  compreso  le  )iiù  svariate  rappresenta- 
zioni canoniche  sotto  un  principio  generale,  in  cui  apparo  più  cliìiiraiiicnte  di  prima 
l'esiionza  irrazionale  della  questione;  si  cerciino  tutte  le  formi>,  9^  (di  ordini  v)  ì) 
cui  scorrimento,  d'ordine  sulllcicntcmcnte  elevato,  sopri  una  forma  f  d'ordine  pari 
dilTerisce  da  questa  solo  per  un  Tattore  costante  >..  Questa  X,  un  invariante  irrntio- 
nale  di  /',  dipende  da  un'equazione  ausiliaria  d'ordine  v  -h  I  con  invarianti  raiion.iti 
come  coerUcienti,  ciie  può  porsi  sotto  una  Torma  caratteristica  di  determiflante. 
L'autore  è  in  fj^ado  di  stu^lìare  le  varie  degenerniioni  delta  form.i  primitiva  f  che 
nascono  quando  quell'equazione  ha  delle  radici  coincìdenti  X, 

Le  forme  9  appaiono  come  covarianti  irrazionali. 

Non  possiamo  qui  che  accennare  alle  diverse  forme  canoniclic  che  furono  co- 
struite nella  teoria  delle  equazioni  mediante  la  formazione  di  risolventi  e  la  tra- 
sformazione di  Xscliirnhaiiscn  :  rammentiamo  due  particolari  forme  della  f,  dovute 
a  Brill  (**),  come  derivale  da  uno  speciale  problema  della  teoria  dogi'  invarianti. 


perchè  sia  una  potenza  -  —  esima  : 

(*)  Leipz.  Ber.  1885  p.  427-438,  Math.  Ann.  XXVIII  p.  381-446  (1887). 
Pel  nesso  colla  normalizzazione  delle  equazioni  differenziati  lineari  cfr.  II,  C,  b,  ^. 
Se  n  =  2j  è  l'ordine  di  /,  si  rende  necessaria  per  lo  studio  dell'  equazione  m- 
dlìarìa  la  distinzione  di  4  casi  principali,  secondochè  t  e  v  sono  pari  o  disparì. 
In  tre  di  qnesti  casi  l'equazione  ausiliaria  ha  in  generale  v  +  1  radici  dlveDie 

X,  nell'ultimo  (i  pari,  v  dìspari)  essa  ha  — - —  coppie  di  radici  eguali  X. 

Le  corrispondenti  forme  9 ,  delle  quali  ve  ne  sono  in  tutti  i  4  casi  v  +  1  li- 
nearmente indipendenti,  si  ottengono  mediante  orlatura  di  determinanti. 

Reciprocamente  per  un  dato  sistema  di  v  4  1  forme  Hnearmante  indipendenti 
d'ordine  v  si  possono  stabilire  i  criteri  perchè  esso  sia  un  sistema  di  forme  ;  qnestì 
consistono  nell'esistenza  di  date  relazioni  lineari  tra  gl'invarianti  e  1  covarianti  qua- 
dratici del  dato  sistema  di  forme. 

Nel  Journ.  de  math.  (4)  IV  p.  249-256  (1888)  Hilbert  ha  mostrato  mediante 
opportuni  esempi  (forme  del  terz'ordine)  con  quanto,  successo  il  suo  principio  post» 
estendersi  al  campo  ternario  e  al  quaternario. 

(*•)  Math.  Ann.  XX  p.  330-357  (1882). 

Le  forme  canoniche  a  cui  alludiamo  sono: 

a^  +  Zpx'  +  iqx*  +  irx'  +  Bx*  +  2px  ^^  q, 
e: 

X*  -i-  o  a;*  -I-  6  a;*  f  e  a:*  +  1. 

Si  giunge  ad  esse  nel  modo  seguente. 
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Pjirlcremo  invece  per  flnire  d'umi  rappresentazione  cnnonica  caraltcristìca 
corno  somme  di  i)uudniti  delle  cosidette  forine  delinita  d'ordine  n  ad  m  variabili, 
cioè  di  quelle  forme  »  coerDclctiti  reni!  che  conservano  uno  stesso  segno  per  tutti 
i  sistemi  di  valori  reali  delle  variabili.  Hilbert  (**)  h;i  aggiunto  ai  casi  noti  h=2,  m 


Tra  le  forme  che  si  ottengoDo  mediaote  combinazione  di  3  forme  binarie  bì- 
qaadratìclie  si  trovano  tre  prodotti  di  forme  quadratiche  Tifi  >  TìTt  iTi?i  >  ^  quattro 
quadrati:  <{'i*i  l*^*  r 'l'i*  > '('*'-  ^^  ^tiVl  ^'^'^^  '  valori  per  cai  si  annulla  fit^M^k 
quelli  per  cui  ei  annulla  ^^  ,  il  determinante  funzionale  W^ ,  cioè  il  determinante 
delle  derivate  seconde  delle  Z  forme  date,  prende  le  due  forme  canoniche  mercè  le 
sostìtnzioni 


Cfr.  l'esposizione  fatta  in  Àpolaritat  and  rationale  Curven  p.  312.  Brill  applica  la 
forma  canonica  fra  l'altro  ad  una  chiara  discussione  delle  condizioni  di  realità  delle 
radjpi  d'una  equazione  del  6*  ordine. 

Un'altra  rappresentazione  canonica  (tipica)  delle  forme  fg  si  trova,  sia  detto  di 
passaggio,  in  Maachke  e  Brioschi,  cioè 


dove  et,  ^ ,  f ,  5  denotano  i  4  invarianti  della  ff.  Le  radici  dell'equazione  ft  =  0 
appaiono  allora  espresse  mediante  semplici  funzioni  intere  di  6  funzioni  9  apparte- 
nenti alla  /,.  Vedi  Maechke,  Gfitt.  Nachr.  1887  p.  4.21-424,  Math.  Ann.  XXX  p.  496- 
515  <1887),  Eend.  dell' Acc.  dei  Lincei  (4)  IV  p.  181-184  (1888);  Brioschi,  osser- 
vazioni su  quest'ultima  nota,  ivi,  e  piiì  diffusamente  in  Acta  matb.  XII  p.  83-101 
(1888).  Una  seconda  forma  tipica  della  /g ,  in  cui  mancano  i  coefBcienti  della  quinta 
e  della  terza  potenza  dell'incognita,  era  già  stata  ottenuta  prima  da  Brioschi  per 
mezzo  delle  sizigie:  Annali  di  mat.  (2)  XI  p.  291-304  (1883). 

Nel  la&o  particolare  in  cui  una  f^  è  il  covariante  hessiano  d'una  /, ,  essa  può 
modiante  una  sostituzione  lineare  essere  ridotta  alla  forma  canonica  dell'equazione 
del  moltiplicatore  del  6.°  ordine,  ma  non  a  quella  della  corrispondente  equazione 
modulare  (Lindemann,  Math.  Ann.  SXI  p.  71-109,  1883). 

Gl'invarianti  della  /,  sono  stati  espressi  da  Bolza  mediante  le  radici  delle  cor- 
rispondenti funzioni  6  (Math.  Ann.  XXX  p.  478-495). 

(•*)  Math.  Ann.  XXXII  p.  332-350  (1888). 
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qualunque  e  ni  =  2  ,  ji  qciilunquc  un  terzo  caso,  cioè  n  =  4,Hi=3,  in  cui  esiste 
una  rappresentazione  (con  3  p;irainctri  arbitrari)  come  somma  di  tre  quadrati. 

L'importanza  dì  questo  risultato  apparisce  chiara  solo  quanilo  Hilbi;rt  viene 
a  dimostrare  die  per  tutte  le  altre  combinazioni  di  numeri  m,n  esistono  forme 
dcGnllc  le  quali  non  ammettono  una  rappresentazione  come  somme  di  quailrati. 

b)  Ritorno  dal  covarianti  alle  forme  originarie. 
Invarianti  e  covarianti  irrazionali. 


]|  celebre  problema  della  teoria  dei  numeri,  di  trovare  il  numero  dei  tipi  non 
equivalenti  (cioè  non  riducibili  l'uno  all'ultra  mediante  sostituzioni  lineari  a  eoe! 
flcientì  interi)  di  furme  binarie  quadratiche ,  ha  inDuito  non  poco  sul  primo  etÌ- 
luppo  della  teoria  degli  invarianti.  Hcrmite  (*),  nel  tentare  l'estensione  del  pro- 
blema a  formo  binarie  d'ordine  superiore,  fu  costretto  ad  elaborare  maggiormente 
ì  metodi  della  teorìa  delle  forme. 

D'altra  parte  la  geometria  conduceva  a  tali  qiiestioni  inverse.  Uno  dei  primi  e 
più  notevoli  esempi  ò  offerto  dalla  curva  piana  del  terzo  ordine  C,=0 ,  che  ammette 
una  curva  covariante  Hj=0  (la  quale  la  taglia  nel  flessi).  Hcssc  non  solo  scopccse 
quest'ultima,  ma  trovò  pure  che  ad  una  H,  considerata  come  data  corri spomlono 
tre  diverse  C,  :  In  relativa  equazione  del  3.<*  ordine  è  una  delle  pietre  antiolari 
dell'intera  teoria. 

Una  trattazione  sistematica  di  tnli  questioni  ha  trovato  posto  solo  piìi  (ardi 
nella  teoria  delle  forme. 

Nel  campo  binario  ha  preso  una  posizione  importante,  specialmente  a  ri|!uardo 
delle  numerose  applicazioni  geometriche ,  il  problema  di  cercare  tutti  ì  tipi  noa 
equivalenti  di  fasci  dì  forme  /],  -f  kf^  il  cui  determinante  funzionale  {f,  f)  é  una 
data  forma  /,(„.,)  dell'ordine  2(n-l).  Che  questo  problema  ammetta  cSeUlvamenle 
solo  un  numero  finito  di  soluzioni,  cioè  v-lie  tra  i  coctfìuìcnli  della  fittati  "on  esisti 
alcuna  relazione,  fu  dimostrato  pur  la  prima  volta  da  Brill  (**)■ 

La  trattazione  del  caso  più  semplice  n  =  S,  che  ammette  due  soluzioni,  pre- 
sentò solo  poca  diOlcoltà  (***^  La  cosa  è  del  lutto  diversa  pel  caso  successivo  n=t, 


(*)  V,  aopra  Introduzione. 

(**)  Math.  Ann.  XX  p.  330-357  (1882).  Cfr.  l'esposizione  in  Apolariial  «K., 
p.  320. 

(***j  V.  p.  es.  Caporali,  Napoli,  Eend.  XXU  p.  95-114  (1883'.— Beriol»rJ, 
Napoli,  Itend.  XXX  p-  .15-40  (1891),  ha  risolto  il  problema  in  modo  più  sempliM, 
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che  conduce  n  5  soluzioni  {*>.  L'e'iunzione  del  5."  ordine  da  cui  esse  dipendono 
fu  costruita  da  Sleplianos  (**;  soUo  unn  roniia  ii])i),irtenente  alla  teoria  defili  inva- 
rinnti  :  il  nesso  int'ino  dei  5  fasci  dì  forme  f+ftf  tra  loro  e  colla  teoria  delle 
forme  quadriitiche  e  delle  equazioni  del  6.*  ordine  Tu  studiato  dn  Brill  (*"),  quello 
colla  teoria  delle  C^  e  C,  piane  razionali  e  colla  teoria  delle  cubiche  gobbe  dal- 
l'autore di  questo  Berillo  ("•'). 

Il  medesimo  (')  ha  pure  pel  primo  dedotto  (coi  metodo  delle  proiezioni)  il 
numero  delle  soluzioni  per  n  qualunque  ,  che  fu  tosto  di  poi  controllato  diretta- 
mente da  Stephanos  (*),  e  per  uìezzo  ilRlla  geometra  numeraliva  da  Schubcrt  (*). 

Ma  solo  Hilbert  (')  fu  in  grado  di  formare  completamente,  in  base  al  principio 
esposto  nel  precedente  capitolo,  l'equazione  che  dà  le  soluzioni  del  problema;  e 
di  sTolgero  nello  stosso  tempo  il  problcEoa  aOlnc  dei  fasci  di  forme  di  dato  discri- 
minante (*j. 


partendo  dall' osservazione  (cfr.  Batt.  G,  XXXIII  p.  317)  che  n  -  1  binarie  di  or- 
dine n  si  poasoDo  sempre  considerare  come  derivate  (»  — l)-e9ime  di  ann  deter- 
minata forma  di  ordine  2(n  -  I),  la  quale  è  il  covariante  Q  di  Gordan  (Uath.  An- 
n.  ni)  il  cai  identico  annallarsì  dà  le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  perete  le 
due  forme  d'ordine  n,  da  cui  è  individuato  il  fascio  coniugato  (apolare)  a)Ie  n-1 
forme  date,  abbiano  due  radici  comuni.  Di  questa  proprietà  Berzolarì  (Napoli,  Ben- 
d.  XXX  p.  71-79,  1801)  ha  fatto  altre  applicazioni,  mostrando  ad  esempio,  che  i 
due  fasci  di  cubiche  binarie  aventi  ano  stesso  jacobiano  sono  costitnìti  dalle  prime 
polari  di  dne  determinate  binarie  biqnadratiche  fra  toro  apolari, 

(')  Nel  caso  speciale  in  cui  il  fascio  di  /,  diviene  quello  delle  polari  prime 
d'  una  /g ,  v'  è  una  sola  soluzione.  Il  determinante  funzionale  coincide  allora  col  co- 
vaiiante  hessiano  (Lindemann,  Matb.  Ann.  XXI  p.  71-109,  (1883). 

('*>  0,  R.  xeni  p.  99Ì-997  (1881)  (estratto  di  una  più  estesa  memoria  pre- 
miata ,  pubblicata  nel  1883  in  Mém.  dee  Sav.  Étrangers). 

(*•*)  Math.  Ann.  XX  p.  330-357  (1882). 

(****)  Apolaritdt  etc.  (1883). 

(')  L.  e.  p.  391.  Vi  sono  rq-r -^  fasci  di  forme  f^^,  por  un  dato  de- 
terminante funzionale  d'ordine  'in, 

(»)   Tkèae,  1884,  64  p. 

(^)  Acta  Math.  VIII  p.  97-U7  (1886).  Qui  il  problema  del  testo  figura  come 
un  caso  particolare  di  uno  aasai  più  ganeiale,  appartenente  alla  teoria  degli  spazi 
lineari  superiori. 

(•)  Leipz.  Ber.  p.  112122  (1887);  Math.  Ann.  XXXIII  p.  217-2.Ì6  (1888). 

(*j  Math.  Ann.  XXXI  p.  482492  (1888). 

Per  »  — 4  il  problema  sì  riduco  all'altro  di  porre/,  sotto   la   forma  canonica 
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Nel  campo  immeJinlanieiitc  superiore,  di  2  variabili  indipeudenti,  Hurwiti  {*> 
cnii  mezzi  fornitigli  ('alla  troria  delle  Tunzioni  hn  risolto  In  diilìcile  questione,  di 
trovare  le  Torme  |irimilÌTe  dato  il  discriminante  o  più  preeisamcntc  i  suoi  [attori 
psseiiziati,  oppure,  come  egli  si  esprìme,  di  trovare  le  superficie  di  Rìemann  con 
dati  punti  di  dìram<izìone.  Il  suo  rìsulluto  comprende  i  precedenti  cerne  casi 
speciali. 

Accenniamo  ancora  ad  un  particolare  problema  d'inversione,  che  caratteritu 
i  meloiiì  moderni  di  risoluzione  delle  equazioni  di  grado  superiore  (")  :  si  traiti 
di  costruire  l'equazione  da  cui  dipende  la  determinazione  della  forma  originaria 
supposti  assegnati  alle  forme  d'un  sistema  completo  valori  numerici  fissi  (purché 
tra  loro  compatibili).  Ricordiamo  infine  lo  sviluppo  che  ha  preso  la  teorìa  delle 
funzioni  ellittiche  ed  Abeliane  mercè  l' introduzione  sistematica  delle  forme  irra- 
zionali. 

Quanto  al  primo  caso,  l'integrale  ellittico  dì  prima  specie  può  prendere,  come 
Klein  (***)  ha  fatto  osservare,  infinite  forme  canonictie,  tecoodo  il  numero  di  dimen- 
sioni dello  spailo  in  cui  si  pone  a  base  la  curra  normale  ellittica  lungo  la  quale 
deve  estendersi  l'integrazione.  Il  modvlo  dell'integrale  è  allora  un  invariante  asio- 
luto  irrazionale  di  quella  curva. 

Una  forma  assai  più  varia  prende  la  teoria  corrispondente  pel  genere  p=l 
0=3  ("**).  Limitandoci  in  quest'ultimo  caso  alla  più  semplice  curva  normale,  odi 


fi'  ~  ?!*<  ^  dipende  quindi  dalla  stessa  eqn&zione  ansitiaria  di  40*  ordina  che  fìi 
costruita  da  Clebach  (Gtìtt.  Abh.  XV,  1869;  Math.  Ann.  II  p.  193-197,  1870)  pw 
la  trisezione  delle  funziooi  iperellittiche. 

(')  Math.  Ann.  XXXIX  p.  1-61  (1891).  Qui  si  trova  anche  raccolta  U  lette- 
ratura relativa.  Per  la  risoluzione  in  base  alla  teorìa  delle  fnnzioni  vedasi  :  Picard, 
Traile  d'analyte,  T.  II  Ch.  VI  (1892i. 

Un'  altra  estensione  alle  forme  /  ohe  sono  quadratiche  rispetto  a  due  serie  di 
variabili  binarie  è  dovuta  a  Frobenius  (Jonrn.  fllr  Math.  CVI  p.  125-189,  1890). 
La  /  possiede  3  discriminanti  (forme  binarie  biquadratiche  ad  invarianti  eguali)  ; 
reciprocamente  e!  cerca  /  dati  i  discriminanti.  In  generale  si  hanno  oc*  solniioni. 

{")  V.  p.  es.  Klein,  Vorlesungen  ilber  das  Ikosaeder,  nonché  i  lavori  di  Klein  e 
Gordan  già  citati  sopra  le  equazioni  del  5"  e  del  7"  ordine  (I^  B,  b).  Abbiamo  già 
additata  un'altra  specie  di  problema  inverso  che  fu  recentemente  propcsto  da  Cor- 
dati, e  che  del  resto  ammette  una  sola  soluzione. 

("')  Math.  Ann.  XVII  p.  133-138  (1880),  Leìpz.  Abh.  1885  p.  339-399.  Or. 
Pick,  Math.  Ann.  XXVIII  p.  309-318  (1887),  Wien.  Ber.  luglio  1888  e  mar«>  1889, 

(****)  Riguardo  al  genere  p='2  rimandiamo  ai  lavori  anll'argomento  di  Klein , 
Burkiiardt  e  Wiltheiea  nei  Math.  Ann.,  dal  voi.  27  in  poi,  nei  quali  possono  tro- 
varsi altre  indicazioni  bibliografiche. 


,y  Google 


)(  .113  K 

C4  phn»,  il  carnllere  dei  corrispniulciili  inlcgraii  e  funzioni  6  (nonché  tifile  loro 
equationì  iliiTerenzìali }  si  mollifica  seuomJo  il  c;tmpo  ili  nizionfllità  iissunto.  Si 
giunge  ad  un  tal  campo ,  aggiungendo  un»  parte  irrazioniile  scelta  opiiortuna- 
mente  in  ogni  caso  dei  sistemi  di  curve  di  contatto  connessi  invariantemente 
colla  C^. 

Le  coordinate  d'un  punto  del  piano  della  C«  coincidono  qui  colle  3  funiioni 
?  ,  sicclic  una  trasformaEìone  lineare  delle  prime  è  equivalente  alla  più  generale 
trasformaiione  razionale  univoca  delle  funzioni  algebriche  di  genere  3. 

Rlein  (*)  ha  osservalo  in  particolare ,  che  le  forme  invarianti  che  trovano 
qui  applicii£Ìon«  sono  in  pencrale  drlia  natura  dei  eoiiitiiiioiifi ,  cioè  si  riferiscono 
a  forme  priiDìliie  contenenti  serie  di  variabili  composte  di  clementi  in  numero  di- 
verso e  soggette  a  sostituzioni  tra  loro  indipendenti. 

É  evidente  che  tali  ricerche  nono  atte  a  far  nello  stesso  tempo  progredire 
notevolmente  la  teoria  puramente  geometrica  delle  C^  ("). 

C  -  Metodi  eìmbolioi  e  processi  invariantivi. 

Noi  giungiamo  ora  al  campo  più  ristretto  della  teorìa  degl'  invarianti,  ai  pro- 
ressi,  che  vi  si  usano,  ììssi  si  dividono  nalurnlmciitc  in  2  grandi  classi ,  i  simbo- 
lici ed  i  reali  ;  questi  ultimi  constano  di  processi  di  ililTtìrenziaiione  applicati  a 
forme ,  mentre  quelli  appartengono  propriamente  all'algebra.  Infatti  si  riconosco 
tosto,  che  il  principio  il  quale  costituisce  la  base  della  notazione  simbolica  nella  teo- 
rìa delle  forme  coincide  in  sostanza  (•*•;  col  principio  dei  numeri  ideai»  introdotto 
da  Kummer,  il  quale  consiste  nello  scomporre  i  numeri  e  le  forme  algebrìclic  irri- 
ducibili (n  un  dato  campo  dì  razionalità,  mediante  aggiunzione  di  opportuno  ir- 


Intorno  al  genere  p  =  3  v.  Pick,  Math.  Ann.  XXIX  p.  259-271  (1887);  una 
not*  di  Kleiu  in  Giitt.  Nachr.  1888  p.  191-194,  inoltre  Math.  Ann.  XXXVI  p.  1-83 
(1890);  Wiltlieisa,  ivi  XXXVIII  p.  1-23  (1890);  Pascal,  4  memorie,  Ann.  di  ioat. 
(2)  XVn,  XVIII  {1889,  1890). 

(*}  QOtt.  Nachr.  1888  p.  191-194.  Uno  sviluppo  ulteriore  in  questo  senso  si 
trova  in  Wirtinger,  Math.  Ann.  XL  p.  361-412  (1892). 

(••)  Cfr.  a  questo  riguardo  Frobenins,  Jonrn.  llir  Math.  IC  p.  275-314  (1886), 
Cin  p.  139-183  (1888). 

(*'*)  Un'altra  imagine  dell'essenza  del  metodo  simbolico  ci  è  fornita  dalla  chi- 
mica, dove  il  concetto  di  molecola  corrisponde  a  quello  di  forma  atgabrica,  il  con- 
cetto di  atomo  a  qaello  di  elemento  simbolico  della  forma.  Cfr.  le  idee  di  Sylvester 
sull'argomento  in  II ,  C  ,  a ,  ^. 

VOL.  XXxtv  40 
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mzionnliU,  in  fiillori  primi  ideali  di  natura  più  semplice,  in  modo  dio  quegli  ub- 
biscano  ulle  ordinarie  leggi  di  combinazione  dell'iiritmclìcn.  Solo  in  certo  coTBbi> 
nazioni  (  moUiplicfilive)  questi  cleineniì  ideali  riproducono  grandczte  del  campo 
originario. 

a)  Metodi  simbolici  e  rappresentazione  grafica- 
a  Indirizzo   tedesco. 


Il  metodo  simbolico  (*)  introdotto  da  Clubsch  e  Aronliold,  e  portato  poi  ad 
una  certa  perfezione  da  Gord.in  e  dalla  sua  scuoia,  ha  lo  scopo  di  ridurre  la  teoria 
degl'invariiinti  delle  Torme  d'ordine  qualunque  a  quella  degl'invarianti  delle  forme 
lineari,  e  sviluppiire  un  algoritmo  alto  all'uopo  e  di  comodo  uso-  Un  tale  al^'orìE- 
mo  deve  adunque,  diciamolo  sin  dn  principio,  rappresentare  esclusivamente  i  rap- 
porti di  dipendenza  o  indipendenza  lineare  tra  i  coeSlcionti  delle  forme  dato. 

Anzitutto  (•■) ,  dato  p.  es,  un  invariante  J  d'una  forma  primitiva  f.  di  grado 
p  nei  coemcienti  di  questa,  si  farà  corrispondere  univocamente  alla  forma  J  uti'ai- 
f.ra  J|  lineare  in  ciascuna  della  p  serie  di  cocHlcienti  di  p  forme  ^,  ,  /",,...,  /*, 
analoghe  ad  f. 

Dopo  ciò,  applicando  lo  stesso  principio  alla  forma  /*  stessa  (o  alle  sue  rap- 
prasentanti  equivalenti  f,  ,fi, ... ,  fp) ,  che  supporremo  essere  d' ordine  v  rispetto 
all'unica  serie  di  variabili  x,  si  scomporrà  /  in  v  forme  lineari  ideali  : 

o,:n,  +  (f,a;,  +  ...  +  a„x„  ,  fc,y,  +  btj/,  +  ...  +fc„y,  . .  .  <n^b^,  +  n,w,  +  ...  +n,u,. 

E  chiaro  però  che,  serza  che  ciò  impedisca  di  rimonlare  in  modo  unico  alle 
fuTinc  reali,  si  possono  idcntillcare  Ira  loro  tanto  le  n  serie  di  coefflcieoti 
a  ,  b  ,  .  .  .  ,  n ,  come  anche  quelle  di  variabili  x  ,y ,  ...  ,m  ,  in  modo  die  It 
p  forme  fi  si  riducano  a  p  analoghe  potenze  v-esimc  di  forme  lineari  o,' ,  a/ 

Una  prima  consCi-^uenza  immediata  imporlanlissìnia  di  questa  rappresenUtione 
6  la  se;jucnte.  Se  si  sottopongono  le  variabili  e  ad  una  sostituzione  lineare,  per 


(*)  Bimandiamo  il  lettore ,  il  quale  voglia  apprendere  rapidamente  i  prÌDcipii 
del  metodo,  simbolico  ,  al  primo  capitolo    del  Voi.  II  della   Vorletungen  di  Gord»n. 

Una  serie  di  applìcazioui  del  metodo  simbolico  potrà  essere  esposta  soltuta 
nei  capitoli  successivi,  in  connessione  coi  processi  reali. 

{*")  Cfr.  gli  sviluppi  in  Stiidy ,  Methodtn  I  §  5  ,  II  §§  2  ,  5 ,  G  ,  dove  viene 
approfondita  la  questione  deirinlima  essenza  del  metodo  simbolico. 
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efTetto  della  qunle  esse  si  trasformino  nelle  nuove  varinbili  1/  e  le  forme  fi  nelle 
nuove  forme  F{  ,  e  se  sì  iscrivono  le  torme  trasformute  F  simbolicamente  come 
potente  v-esirae  di  forme  lineari  A,i/,  +  A,i/,  +  ...  +  A„y,  ,  etc  ,  allora  ti  gruppo 
di  80sa'luztoii ì  a  evi  vengona  assoggellali  i  coeffieienli  di  ti  per  {-{fello  del  gruppo 
di  sostiluxioni  dciie  variabili  x  prende  scmpUccnip.nle  una  forma  tale  che  le  A 
dipendono  dall':  a  nello  slessa  modo  uppitnlo  in  cui  le  x  dÌi)endono  dalle  j. 

Di  qui  segue  senz'altru  che  sì  possono  scrìvere  iinmcdìntamente  quanti  inva- 
rianti si  vogliono  di  /■;  basta  formare  coi  determinanti  ad  n  linee  delle  a'.a'',.., 
dei  prodotti  tali,  che  ciascuna  eli  qui'ste  ser.c  di  variabili  vi  fli^uri  in  lutto  v  volte. 
La  pietra  angolare  dell'intera  teoria  è ,  come  Clebscti  (*)  pel  primo  h:i  dimostrato, 
il  teorema  reciproco  di  questo,  cioÈ  elio  ogni  invarùmie  razionale  intero  di  f  può 
Tapprcsenlarsi  come  una  funzione  razionale  inlera  dfi  prodotti  accennati. 

Questo  teorema  può  estendersi  senza  difficoltà  ad  un  insieme  di  forme,  tra  le 
quali  può  trovarsene  in  particolare  un  c'erto  numero  ili  lineari  (**).  Ora  è  riuscito 
già  a  Clebsch  {'"}   di   ciiratlcrizzare  siaibolicunicntc  quegl'  invarianti   simultanei 


l*)  JourD.  fUr  Math.  LIX  p.  1-62  (1861)  ,  Binare  Formen  §  13. 

Per  merito  di  questo  teorema  e  delle  conseguenze  che  se  ne  traggono  il  me- 
todo simbolico  tedesco  ha  preso  il  aopravveuto  su  quello  inglese  introdotto  da 
Cayley. 

Altre  dimostrazioni  del  teorema  sì  trovano  in  Dahl ,  Tidsskrift  (4)  IV  p.  154- 
158 ,  Gordan  ,    Vorlesungen  II  §  9  (due  dimostrazioni) ,  Study  ,  Methoden  §  5. 

{,**)  P.  es.  nn  invariante  simultaneo  d'  una  forma  binaria 

","  =  {a,  a^t  +  1»  =«.)"  =  6/  =  e/  = 

e  d'una  forma  binaria  lineare  a,x,  +  a^v^  =  1^  si  compone  di  parentesi  dei  due  tipi 

{ah)  ,  (ac)  ,{bc)  ,...,  (ai)  ,  (6a)  ,  (ca)  ,  .  .  . 

Siccome  però  le  a,  ,  a^  sono  cogredieuti  colle  — y^,  y^  (cioè  si  trasformano  linear- 
mente nello  stesso  modo  di  queste)  ,  alle  parentesi  del  secondo  tipo  possono  sosti- 
tuirsi i  fattori  lineari  «^  ,  i>„  ,  «„  ,  ... .  Cosi  il  concetto  di  invai'iante  simultaneo  di 
fl*"  e  a;,y,  —  x,y^  coincide  con  quello  di  covariante  della  sola  forma  a^". 

(***)  Gatt.  Abh.  XVU  p.  1-62  (1872). 

Se  /  è  una  forma  contenente  diverse  serie  non  solo  di  variabili 

{a;,  ,  I,  ,  . .  . ,  a:„)  ,  (y,  ,  y, ,  .  .  .  ,  y„)  ,  (a, ,  z, «»),-■-, 

ma  anche  di  determinanti  a  2,  3 ,...,  righe  ;>,■»  ,j>jjt( ,...  formati  con  queste,  essasi 
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in  cui  i  coefTicienti  cii  queile  forme  lineari  entrano  realmente  solo  come  elemenli 
•li  delcrminrinli  assognati  (cine  a  2,  3,...,  (ft  -  3)  lince);  ad  onta  <li  ciò  none 
più  possibile  per  n  >  3  di  farsi  un'iile»  cfaiura  dell'insieme  delle  forme  possibili  (*). 
Al  contrario  le  forme  date  possono  contenere  più  serie  di  variabili  eogrcdientì 
(x) ,  'CC') .  ■.. ,  e  conlrcigrcdicntì  (it) ,  (u') ,  ...  ;  mediante  il  procusso  di  suilup])»  ia 
ucrie  si  sarà  ridotti  in  (ne  a  forme  con  una  sola  serie  di  x  ed  una  sula  di  u, 
per  le  quali  il  precedente  teorema  fondamentale  ha  d'uopo  solo  di  lieve  modificazione. 

la  giustiriCRiione  scientifica  (**}  del  mi^todo  simbolico  in  discorso  sta  in  una 
proprietà  di  esso  ,  che  fu  solo  di  recente  ("")  esposta  e  ilìraostratn  per  Je  forme 
binarie  da  Gordan,  prr  le  ternarie  da  Study.  per  quelle  ad  ii  variabili  da  Pascal. 

Gli  accennati  determinanti  ad  n  linee  dei  simboli  a'.a"  ,.-■  sono  legati  fra 
loro  da  un  sistema  di  relazioni  algebriche  R,  =  Il ,  B^  =  0  , .  .  .  . 

Reciprocamente  è  chiaro  che  un'identità  qualunque  tra  invari^inti  —  la  quale 
non  sia  soddisfatta  per  effetto  del  distruggersi  degli  invarianti  fra  loro ,  ma  solo 


scompone  simbolicamente  in  fattori,  ciascnno  dei  quali  eorrisponde  ad  una  sola  serie 
di  variabili  d'an  solo  tipo  (p.  es.  Pfiiì)- 

Uno  di  tali  fattori  può  rappresentarsi  come  potenza  d'  una  forma  linetra  della 
Pm  ,■■■',  in  virtù  delle  identità  tra  le  p  e  per  ragioni  di  dualità  quella  rappreaea 
tazione  ammette  ancora  4  modificazioni. 

Le  4  modificazioni  si  trovano  esposte,  pei  complessi  dì  rette,  in  Clebsch,  Maili- 
Ann.  II  p.  1-8  (1869).  Waelsch,  Math.  Ann.  XXXVII  p.  141-152  (1890)  è  riuscito 
a  semplificare  ed  estendere  la  ricerca  introducendo  ì  sìmboli  di  Qrassmami.  Su  cìA 
BÌ  fonda  anche  un  e ori'i spendente  principio  di  trasporta. 

Cfr.  pure  Study,  Leipz.  Ber.  1890  p.  172  e  segg.        • 

(*)  V.  le  OBservazioni  di  Gordan,  Programm  (1875),  Appendioe. 

Le  difficoltà  che  incontra  il  calcolo  simbolico  nei  campi  aaperiori  possono  illa- 
strarsi  a  sufficienza  mediante  problemi  semplici  come  il  segaente  ;  Cottruire  in  eoor- 
dinate  di  punti  Vequatione  dell'iperboloide  comune  a  3  complessi  lineari.  Vedi  peri 
Waelsch  1.  e. 

(_**}  Sul  valore  pratico  e  pedagogico  del  calcolo  simbolico  le  opinioni  dei  ma- 
ematici  saranno  sempre  divìse.  Non  si  pnò  negare  che  la  teorift  delle  forme  nel 
periodo  recente  è  divenuta,  sotto  questo  rapporto,  una  specie  dì  sport,  nel  cai  eser- 
cizio l' abbondanza  delle  forme  minaccia  di  soverchiare  l'idea  dominante.  Fortou- 
lamento  si  oppone  a  ciò  la  sana  corrente,  in  coi  prevale  sempre  più  il  calcolo  ili 
concetto  fondato  ne'  processi  ìnvariantivL 

V***)  Gordan,  Varhxungen  II  (18S7)  N.  117.  Study,  Math.  Ann.  XSX  p,  120- 
126  e  Afethoden  (1839)  §  6.  Pascal,  1888,  Batt.  Q.  XXVI  p.  33-38,  102-103;  Rond. 
dell'Acc.  dei  Lincei  (4)  IV  p.  119-124;  Mem.  dell' Acc.  dei  Lìncei  (4)  V  p.  370-387. 


,y  Google 


)(  sn  )( 

dopoché  si  sieno  introdotte  )e  loro  espressioni  in  runzionn  dei  cocfllcicnti  delle  for- 
me primitive  —  può  esser  posta  sotto  rorm»  t;ile,  clic  il  suo  primo  inombro  sia  un 
aggregato  di  termini  simbolici  di  cui  cinsruno  contenga  come  fattore  una  almeno 
dello  esprcsKioni  R.  Ed  antt  bast»  considerare  5  sole  di  quelle  B. 

Del  resto  sussiste  qui  la  stessa  limitatione  di  prima.  P.  es-  nel  campo  qua- 
ternario n  non  s'ha  ancora  alcuna  idea  delle  relazioni,  in  cui  flgurano  non  solo 
le  coordinato  di  punti  o  di  piani,  ma  anclic  quelle  di  rette.  , 

Abbiamo  già  parlata  sopra  del  nuovo  aspetta  preso  dal  metodo  simbolico  per 
opera  di  Gordan  mercè  i  concetti  dì  riducenU,  di  gisfemt  completi  e  reiativamenle 
comiìleli,  di  sistemi  ampliali;  una  serie  di  altri  punti  di  vista,  specialmente  quello 
della  ripiegalura  [FaUuvg,  troverà  posto  nel  capitolo  relativo  ai  processi  asimbolici. 

Qui  ricordiamo  ancora  un  principilo  di  trasporlo  nimbolico  (**; ,  di  cui  Gordan 


Le  Identità  fondamentali,  alle  quali  secondo  Pascal  ai  ridacouo  tatto  le  altre , 
sono  : 

(a,  a,  +  ... aj(x,  a;,  ...  x„)-L± a,^^  a^^ ...  fl„^  =  0 , 

2±(a:,  iK,.  ..  x„)a^^,^^  =  0, 

l±{x,xt.  . .  xj  (x„^,  y,  y. . .  .  y„_,ì  =  0. 

Qai  devono  formarsi  le  sommo  scambiando  in  tutti  i  modi  possibili  i  simboli 
a  ed  a;  e  dedacendo  il  segno  dei  vari  termioi  dalla  ordinaria  regola  pei  determinanti. 
Nel  campo  binario  v'  ha  una  sola  identità  fondamentale  : 

a^  \  -  «»  6,  -  («ft)  (^y)  =  0- 

l*)  Clr.  l'esposizione  in  Scudy ,  Melhoden  p.  204. 

O  Math.  Ann.  I  p.  90-101  (1869),  XVII  p.  217-234  (1880)  I  cap. 

Non  bisogna  confondare  questo  principio  di  trasporto  con  quello  ben  noto  sta- 
bilito da  Clebsch.  Qiiest'  nltimo,  pel  passaggio  dalle  forme  binarie  alle  ternarie,  può 
esprìmerai  geometi-icamente  cosi:  Se  una  retta  taglia  una  curva  piana  d'ordine  n 
in  un  gruppo  di  punti  auente  una  proprietà  proiettiva  upeciale,  ti  ottiene  l' equazione 
della  curva  inviluppata  dalla  rvtla  nel  tnodo  seguente .  Si  rappresenti  simbolicamente 
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8Ì  è  Tatiìo  per  In  costruzione  <li  sistemi  completi  di  forme.  Per  svilupparlo  subito 
pel  Citmpo  ternario,  sia  noto  un  sistema  di  forme  invarinnUvo  d'una  forma  priniitl» 
f=iij'  =  &x"=  ■■  >  <"  K^Ado  m  —  1  nei  (.'ocmcicnti,  mediante  le  qu:ili  tutte  le  altre 
forme  dello  stesso  grado  possiino  esprimersi  linearmente.  Si  tratta  di  (roture  un 
sistema  ouoloijo  pel  grado  immediatanmnie  iuperiore  m. 
1  fatturi  simbolici  d'una  forma  tp  sono  di  3  tipi  : 

b^,r^,d„,   ..  ;  (fccu)  .  (I>du)  .  (ci/h)  .   ..  ,  {6^-1) ,  (h-e) ,  ..   . 

A  X  fattori  (>^  .  r^,  si  sostituiscano  rispcttìTamcnte  gli  altri  (bau)  ,  (cau) , , . , 
e  -A  li  fiitlovi  ibcu),ibilu)  , ...  gli  altri  (ben) .  (fida)  ,...  ,  e  si  nggiungn  infine  il 
fattore  (Fj,*"'^+*'(X  +  ft<n).  Si  può  cos)  per  una  data  coppia  di  moduli  «,9  i  A  de- 
durre una  serie  ben  detcrminata  di  nuove  forme  ^  (lei  grado  m).  Sì  considerino 
ora  successivamente  tutte  le  combinazioni  possibili,  prendendo  \  +  k=\  ,"1 ,.  ., 
e  poi  in  ogni  singolo  gruppo  ik=:0  1,2,...  Escluse  tutto  le  forme  di  nulle  e  ri- 
ducibili, si  ha  come  risultato  principale,  che  le  porrne  ^  digrado  m  oKenute ne- 
ttante ti  processo  descri'Ko  dat  sislema  i.i7ib4rie.<!te  coxpleto  di  forimi  .di  ^rodo 
m  —  1  cositlutscono  alla  lor  vulfa  tin  sisfcma  tineannen'.e  romplPlo. 

Passiamo  ora  ad  una  notevole  estensione  e  scmplillciizionc  del  metodo  simtw 
lieo  dì  Clebsch  e  Aronhold,  inlruprcsa  rcceriternente  da  Stroh  (.*].  Essa  parte  dal 


l'inoarianie  della  f„  binaria,  il  cui  annullarsi  esprime  la  proprietà  eonsidenUa,  t  a 
ciascun  deitrminantt  binario  (ab)  che  vi  figura  ss  ne  aoatituisca  uno  ternario  (abn), 
dove  le  u  sono  coordinate  tangenziali  e  le  a,  b,  -  .  .  tono  simboli  deìla  data  forata 
ternaria.  V.  p.  es.  l'esposizione  in  Clebach-LindemaDD  I  p.  274  e  segg. 

F.  es.  si  ottiene  immediatamente  come  equazione  tangenziale    della  cum  del 
3*  ordine  a^*  =  0  : 

{abu}*  (cdu)'  (acu)  {bdu)  =  0  ; 

inoltre  :  Le  rette  che  tagliano  in  no  gruppo  armonico  aria  curva  del  1"  ordine  a, '=0 
inviluppano  nna  curva  di  6*  classe  : 

(àbu)*  ^bcu)*  (com)*  =  0  , 

etc.  Cfr.  le  estensioni  di  Onndellìnger,  Math.  Ann.  VX  p.  16  Ì2  (1879),  e  Siaàj, 
Metkod«n  II  §  19. 

Sopra  altri  principi!  di  trasporto  vedi  il  capitolo  sui  combÌDanti  11,  D,  t' 

t'j  Matli.  Ann.  XXXVI  p.  262-303  (1890)  §  7  «  segg. 
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concetto  di  ridurre  iì  pifl  possibile  il  numero  dei  fattori  simbolici  'li  cui  consta 
un  invariiintc. 

Ci  limiteremo  al  caso  del  campo  binario  sTiluppato  cITettivamenle  dall'  au- 
tore (•). 

Se  /",  =  [a^x,  +  ix^Xf)'()i  =  1",  2  , ...)  è  una  forma  d' ordine  n  acritta  simboli- 
camente, 6  lecito  anzitutto  prendere  i  simboli  a  tutti  eguali  tra  loro,  p.  es.  eguali 
all'unUà,  senza  clic  3ia  da  temersi  equivoco  nella  ricostruzione  delle  forme  reali. 

Se  si  denota  ora  con  C  un  covariante  di  f  di  grado  t  nei  coelllcientì  e  di 
peso  g  (ad  una  sola  serie  di  variabili),  il  termine  principale  C,  di  C ,  come  for- 
ma d' ordine  g  delle  t  quantità  omogenee  a,  ,  cr, Of ,  soddisfa  soltanto  al- 
l'unica  equatìone  differenziale  caratteristica 


ZaC; 


di  cui  deve  cercarsi  la  soluzione  razionale  intera  più  generale. 

Questa,  secondo  Uessc  (**} ,   si  può  assegnare  immediatamente;  essa  non  è 
altro  clic  la  forma  pììi  generale  degli  i-  t  argoinenli 

«i-a,  ,  Oj  —  a^  ,  .  .  .  ,  Qf  —  a,    ('**) , 


(*)  Intorno  al  campo  ternario  vedi  1.  e.  §  12. 

(••)  Journ.  fUr  Math.  XLII  p.  117-124  (1851). 

(•••)  Qui  si  vede  chiaramente  il  rapporto  colle  sizigie  (v.  aopra),  partendo  dalle 
qaali  l'autore  è  giunto  al  simboliamo  descritto  nel  testo. 

Infatti,  per  verificare  l'esattezza  d'una  aizìgie  elementare  If,  "p  ,  «C  i  Xll  =  *^)  ^^ 
considerano  le  4  forme  / ,  ¥  ,  t}"  .  X  come  potenze  reali  di  forme  lineari; 

/  =  (a:  -  a)"' ,  ?  1=  (a;  -  &;"' ,  «l*  -  (:c  -  e)"» ,  X  =  (^  "  ^>"'  > 

limitandosi  in  ciascuno  scorrimento  al  termine  principale.  Così,  p.  ea.,  per  (f  ,  f)  , 
Uff)*  ,  ?)'  deve  porsi  rispettivamente 

Il  primo  membro  della  sizigie  [f ,  9  ,  ^  ,  y.]i  diviene  una  funzione  F(a,  b,  e,  d), 
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(J'ordine  j7<n.  Se  t  è  il  numero  delle  costanti  arbitrarie  di  un»  lai  roma,  C, 
può  scriversi  anclic  come  somma  di  f  potenze  ff-esime  linearmente  indipendeDti, 
come  segue: 

Co(o,  ,  fl, «i)  =  21  e»  (X,»  a,  +  >„  0,  +  .  .  .  +  irt  a^  , 

doie 

'i*  +  ht+-  ■  -+^«  =  0. 

Questo  risultato  può  porsi  sotto  forma  più  siinractrica. 

Le  soluzioni  più  semplici  della  nostra  equazione,  cioè  quello  i  —  ì  differenze 

a,  -  «,  .  a^-a,  t  ,  .  .  ,  af-  a, , 

possono  essere  sostituite  da  altrettanti  simòott  fondamentali 

Per  aver  quindi  la  Tappre»enlasione  simbolica  del  fermine  principale  <f  un 
covan'anle  di  f,  basta  formare  mediante  g  simboli  fondamenHUi  un  prodotto  ìk 
l'Ut  ciascun  simbolo  a  /liguri  al  massimo  alla  potenza  n-esinia. 

Evidentemente  le  purentesi  0^0^  —  0,0^  di  Clebsch  sono  appunto  i  ptìi  seo- 


che  soddisfa  all'equazione 

da      db       de      dd 

La  F  dipende  quindi  soltanto  dalle  3  variabili 

a  —  b  =  —  b',a  —  c=—  c',a-d=-d!. 

Siccome  però  eì  ha  nello  stesso  tempo 

b'C  =  b'-c',b~d=:b'-d',c-d  =  c'~d', 

non  ai  ha  più  che  da  porre  nella  F  a  =  0,  per  vedere    facilmente  se  P  si  amiDllt 
ideati  carne  nte. 

Reciprocamente  da  ogni  funzione  siffatta  di  3  variabili  che  si  annulli  identìc*- 
mente  può  dedurai  la  aizigie  corrispondente  (1.  e.  p.  274). 
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plici  di  quei  emboli  fondamentali:  né  v'ha  alcuna  difficoltà  nel  passare  dall' un 
sistema  all'altro  e  Ticeversa.  ^'^ 

Per  recare  un  esempio,  il  covariante 

(o6)»(ac)a/-»6^'^*i 

si  scrive  sotto  la  forma  più  semplice  {a  +  6  — ^c)*,  che  contiene  un'solo  simbolo 
fondamentale. 

Supposto  l'ordine  n  della  forma  grande  a  piacere,  per  modo  che  sia  sempre 
n>ff.  le  quantità  Co  si  riducono  ai  cosidetti  seminvar tanti,  e  si  ha  il  teorema  fe- 
condo tli  conseguenze:  Tulli  i  seminvarianti  di  grado  i  e  di  peso  g  sono  esprt- 
viibili  LINEAB1E.1TB  mediante  potenze  simboliche 

(i,a, +  i,aj+  ..  .  +^9^)0.    (•} 

I)  metodo  simbolico  si  è  esteso  anche  in  un'  altra  direzione,  cioè  pel  caso  in 
cui  si  tratta  di  forme  con  serie  di  variabili  soggette  a  sostituzionr  differenti. 

Fra  esse  hanno  un  posto  speciale  i  combinanti,  cioè  quelle  forme  dedotte  da 
p  forme  primitive  f  di  egual  ordine  n,  ad  r  variabili  x,  ,  x^  ,.■■.  oCf,  che  riman- 
gono invariate  per  le  trasformazioni  lineari  tanto  delle  x  che  delie  f. 

Qui  si  introducano,  seguendo  Stroh  ("],  delle  coppie  di  simboli  a,a  ;  d,^; ..., 
per  modo  che  solo  n  simboli  a  moltiplicati  per  un  simbolo  a  abbiano  un  signi- 
ficato reale. 

Se  si  costruisce  ora  la  forma 

F  =  (a.5i  +  «i5»+  •  "  +  «p  5p)  (a,  X,  +  fl,  a;»  +  .  ..  +  OpOt!p)", 


(*)  §  10.  Una  conseguenza  immediata  di  ciò  è  la  determinazione  dei  seminva- 
rianti irriducibili  di  grado  i  e  di  peso  g  dati:  il  loro  numero  è  eguaio  a  quello 
delle  soluzioni  intere  dell'equazione 

Ut  t  3^,  +  . . .  i  i>i  =  g~  2'-'  +  1 

(v.  sotto),  e  le  forme  etesse  possono  scrìversi  immediatamente. 

(••>  Math.  Ann.  XXII  p.  393-405  (1883).  Cfr.  le  estensioni  di  Stroh  in  Pro- 
gramm  der  £reiiireatschute ,  Maochen  189i.  D'un  analogo  simbolismo  ai  erano  già 
prima  serviti  Capelli  e  le  Paige  per  forme  semplici  a  più  serie  di  variabili  soggette 
a  sostituzioni  differenti  ;  il  primo  per  una  forma  quadratica  a  due  serie  binarie  (Batt. 
G.  XVII  p.  69-1-18,  1879),  il  secondo  per  forme  pluriJÌJieari  (Bull,  de  l'ao.  de  Bel- 
giquo  (3)  II  p.  40-53,  1881). 
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questa  forma  originaria  soslituisce  le  prccedenft  f,  nei  senso  che  ogni  forma  la 
quale  ha  caraliere  invarianiivo  riaprito  ad  F  per  ie  due  serie  dt variabili  5,at, 
e  non  coniiene  le  %,  è  un  combinante  delle  f. 

Stiidy  {*)  ha  esteso  ancora  questo  sinftolismo  ai  combinanti  di  quelle  forme 
f  die  dipemlono,  oltre  che  dalle  x,  anche  dalle  rariabili  controgredienti  u. 

Un  principio  del  tutto  analogo  vale  anche,  come  è  facile  riconoscere,  perle 
forme  invariantive  più  complicate  di  forme  primitive  del  tipo  og"  Ox",  etc. ,  cootc- 
nenti  effettivamente  le  diverse  serie  di  variabili  a; ,  t- 

Pel  caso  in  cui  queste  ultime  appartengano  al  campo  binario,  Gordan  (**)  bs 
dato  un  metodo  simbolico  più  semplice,  che  si  vale  d'una  sola  8]>ecie  di  simboli, 
e  di  cui  fu  già  parhto  sopra. 

InQne  rammentiamo  brevemente  che  i  duo  simboli  principali  della  teori»  iki 
gruppi  di  trasformazioni  di  Lio,  cioè  Xf  (trasformasione  inQnitesimale)  e  (Xjlt) 
(parentesi)  ,  sono  stati  adattati  con  successo  da  Study  ("*)  al  nostro  campo  gpe- 
ciale  delle  trasformazioni  proiettive,  per  modo  che  essi  si  possono  anche  estrio- 
secamento  riconoscere  per  processi  invariantivi. 


^)   Indirizzo   inglese. 

Mentre  le  ricerche  testé  sviluppate  hanno  un  carattere  uniforme ,  gli  studi 
analoghi  sparsi  qua  e  là ,  quali  si  incontrano  specialmente  presso  gli  autori  ìd- 
glesi  del  periodo  pììi  recente  (****),  presentano  una  serie  di  concetti  assai  svariati. 

Si  possono  distinguere  3  punti  di  vista  principali  :  anzitutto  i  tentatiti  di 
rendere  più  accessibili  alla  intuizione  le  espressioni  della  teoria  delle  forme  In^ 
diante  opportune  rappresentazioni  grafiche  ;  in  secondo  luogo,  e  in  senso  inverso, 
la  caratterizzazione  del  nostro  campo  come  una  diramazione  dell'algebra  aitratu 
(universale)  delle  malrici;  tnllno  la  connessione  simbolica  dei  seminvarianti  colla 
teoria  delle  funzioni  simmetriche. 

Sylvester  (*) ,  nel  1878,  parte  dall'osservazione,  che  le  formole  di  strullun 


(•)  Methoden  B.  §  13. 

(")  Math.  Ann.  XXXIII  p,  372-389  (1889). 

(•••)  Methoden  II  §  15.  Cfir.  gli  sviluppi  ulteriori  in  Lìo-SohefferB,  VorUiMga 
Uber  eontimtirliche  Gruppen ,  Leipzig  1893,  Cap.  23. 

(•••*)  Cayley  ateaao,  il  fondatore  del  metodo  aimbolioo ,  preferi  ne'  suoi  Uvwl 
posteriori  i  calcoli  eaeguiti  ani  termini  principali  efFettivi  e  anlle  funzioni  genentrid. 

t'j  Am.  j.  I  p.  63-125  (1878).  Cfr.  sD  ciò  le  osaervazioni  di  Cli£Ford,  ivi  p.  126- 
129;  Ualet,  ivi  p,  277-282.  La  coordinazione  reciproca  effettiva  delle  due  ^»ppr^ 
Bentazioni  ò  stata  effettuata  da  Clifford. 
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della  recente  teoria  atomica  presentano  una  grande  analogia  coli' ordinaria  espres* 
sione  simbolica  degl'invarianti  e  covarianti  t)inari. 

Se  si  rappresentano  gli  elenieoti  chimici  come  forme  binarie  nel  modo  se- 
guente : 

H=ft^h',=  ...  ,  0=o.»«oV=.-  .  C=c.*»c'^*  =  ...  ,  N=ii,»=nV=-. 

dove  la  valenza  dell'elemento  corrisponde  all'ordine  della  forma,  le  combinazioni 
sature  sono  espressioni  d'  invarianti ,  le  non  sature  di  covarianti.  Esempi  delle 
prime  sono  : 

eo  =  (oo')»  ,  H,0  =  (ho)  (/l'o)  ,  NOiHi=(no)»(nù')*(no")(o"'0- 

Se  si  rappresentano  adunque,  come  in  chimica,  gli  elementi  mediante  punti,  e 
le  loro  combinasioni  (come  ho)  mediante  tratti  di  congiunzione,  si  ottiene  con  ciò 
un'  ìmagine  intuitiva  della  notazione  simbolica  dcgl'  invarianti  binari. 

11  numero  dei  tratti  fra  i  punti  (cioè  delle  valenze  che  sì  combinano)  diviene 
il  peso  della  forma  corrispondente  :  una  relazione  tra  invarfanU  equivale  alla 
vicendevole  riducibiWà  per  dcfurmuzione  delle  imagini  delle  varie  forme. 

Sylvester  (*)  fa  di  ciò  singolari  applicazioni  alla  l'.'gge  di  reciprocità  di  Her- 
mite,  alle  forme  associate  di  Clebsch,  ecc. 

Clifford  (••)  nel  1819  ha  trasportato  il  procedimento  in  discorso  alle  forme 
binarie  lineari  rispetto  a  pili  serie  di  variabili:  se  per  cs  ix,y,z)  è  una  tal 
forma,  si  ha  come  ìmagìne  dell' in  vari  ante 

(icyz)  (xyu)  (zw)  (uuw) 

UR  quadrato,  di  cui  due  lati  opposti  sono  doppi. 

Evidentemente  questa  rappresentazione  grafica  è  suscettibile  di  molte  modi- 
llcasioni  ;  una  delle  più  ovvio  è  quella  per  l'espressione  d'un  invariante  binario 
mediante  le  differenze  delle  radici  della  forma  primitiva.  Essa  è  una  somma  sim- 
metrica di  prodotti  del  tipo  : 

(ic,  -  K,)"  (iu,  -  a;,)^  (a;,  -  a;,)'' .  .  .  (aj„_,  -  ccj^ , 


(*)  V.  le  appendici  alla  citata  memoria  di  Sylvester. 

(**)  Proc.  of  the  London  math.  soc.  X  p.  124-129,  214-221;  cfr.  Spottiswoode, 
ivi  p.  204-214. 
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dove  gli  esponenti  sono  >0  ,  e  i  gradì  rispetto  allo  Xi  ,  x,  ,  ...  ,  ac,  sono  tutti 
eguali.  Si  rapprcsenttirà  ancora  ogni  x  meiiiante  un  punto,  ogni  di(ferenzaa;,-!Ei 
mediante  la  congìungente  di  x,  con  x,,  ',  in  ciascuno  degli  n  punti  concorrerì 
allora  un  egual  numero  di  tratti.  Cosi  p.  es. 

{co,  -  iTi)»  (w,  -  a;.)*  (X,  -  a;,)  (ac,  -  icj  (tr,  -  Xt)  (x,  -  jj,) 

condurrà  alla  figura  d'  un  quadrato  colle  diagonali,  due  lati  opposti  del  quale  sono 
floppi.  come  prima. 

Una  delle  questioni  più  importanti  6  allora  quella  della  ridueibilìlà  {*)  d'ona 
figura,  cioè  della  possibilità  di  ottenerla  mediante  sovrapposizione  di  figure  digrado 
inferiore. 

Pelersen  (••)  La  fatto  uso  di  ciò,  non  solo  por  dimostrare  il  teorema  doluto 
a  Gordan  (**'l ,  die  per  un  dato  n  si  può  formare  un  numero  finilo  di  prodotti 
come  tinelli  consiilorati  mediante  i  quali  si  possono  comporre  per  niolliplicaiione 
tutti  gli  altri  (Iella  slessa  forma,  ma  anche  per  eseguire  efEeltivamenle  la  loro  de- 
terminazione. 

Quanto  all'idea  di  aubordinare  la  teoria  degl'invarianti  all'algebra  delle  gran- 
dezze estensive,  consideriamo  dapprima  l'esempio  d'uno  scorrimento.  Date  due  for- 
me binarie  bilìneari  : 

f=  Oh  ac.y,  +  n.i  x^y^  +  fl„  x^y,  +  a„  a;,y, , 

9  =  6„  iCjy,  +  6,j  ir,y,  +  6„  a:,j/,  +  6,,  Xji/,  ; 

ae  si  vuole  formare  il  loro  secondo  scorrimento,  che  6  invariante  anche  rispetto 


(*)  Cfr.  a  questo  rìgnardo  Buchbeim,  Proc.  of  the  London  math.  boc.  XVD 
p.  80-106  (1886).  Il  cosidetto  teorema  di  acomposieione  di  Clebsch  {Binare  Formi  i 
p.  257)  :  Ogni  covariante  d'una  forma  binaria  /„  può  decomporsi  in  due  parti,  dì 
cui  una  è  una  forma  dedotta  {per  estensione)  dal  sistema  d'una  S^_i,  l'altra  con- 
tiene il  fattore  simbolico  (ab)  (  ^  ^  ^  )  >  ò  qui  una  conseguenza  del  iatto,  che  ogni 

iìgura  geometrica  può  ridursi  ad  una  somma  di  poligoni  semplici. 

Kempe  (ivi  p.  107-121,  1886  ;  XXIV  p.  97-118,  1893)  mostra,  come  dando  iin 
opportuno  signiiìcato  alle  identità  simboliche  si  renda  possibile  un  calcolo  effettiro 
sulle  imagini  geometriche  dei  covarianti. 

(**)  Aota  math.  XV  p.   193-220  {1891).  Cfr.  sopra. 

(*♦*)  V.  sopra. 
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a  sostituzioni  indipemlenti  delle  due  coppio  di  Tariabili  ,  sì  moltiplichi  f  per  (p  , 
sottoponendo  i  prodotti  delle  unità  x^  ,  a^  ,  y,  ,  y,  alle  leggi  seguenti  : 

a:,*  =  a:,*  =  y,*  =  T/i*  =  0   ,   a3,ai,  =  — a;,oc,  =i/,y,=  -  y,y,  =  1  ; 

risulta  allora  infatti  : 

(/■?)*  =  dii  hi  —  Oli  hi  -  <*«  ht  '■  "»»  ''ti  ■ 

É  evidente  che  la  generalizzazione  non  olTre  alcuna  dilTlcDltà  essenziale.  Svi- 
luppi di  questa  natura  trovansi  in  Clifford  (*) ,  mentre  l'essenza  della  teoria  si 
trova  già  traccinta  in  Grassmann  (*•). 

Teniamo  infine  all'introduzione  del  simbolismo  nella  teoria  degli  invarianti 
binari  in  base  alla  teoria  delle  funzioni  simmetriche. 

11  termine  principale  Cg  d'un  invariante  d'una  forma  /"„  è  caratterizzato  dalle 

condizioni  di  essere  una  forma  isobarica  dei  coedlcìenti  a^  ,a,,a\,a ,  e  di 

soddisfare  all'equazione  differenziale  : 

3C,     „ 

fio,  so,  '  80j 

Cg  rimane  quindi  termine  principale  di  ogni  forma  d'oriline  superiore  f^t-i'f»*! 

In  questo  senso  C^,  si  dice  un  seminvariante  (subinvariante)  della  serio  di  gran- 
dezze prolungata  a  piacere  dg  ,  a,  ,  a,  .  ag  ,  .  .  ■  . 

Per  rendere  visibile  l'indipendenza  dei  seminvarianti  dall'ordine  n  d'una  forma 
primitiva,  si  imagina  questa  sviluppata  secondo  le  potenze  crescenft  della  variabile 
se ,  e  quindi  introdotte  le  radici  reciproche  : 

\  +tx  +  772^*+  ■  ■  •  =(1  -aaj){l  -/3a!)(l  -fi») .  .  .  . 

Sussiste  allora  il  seguente  teorema  fondamoutale  dovuto  a  Hac-Hahon  (*'*): 
Ogni  funzione  simmetrica  intera  delle  quantità  a  ,  ^  ,  y  >  S  ,  .  . ,  che  non  è 


(*)  L.  e. 

(**)  Cfr.  p.  es.  l'esposizione  nella  biografia  di  Qraesmann ,  Uath.  Ann.  XIV 
p.  9  6  segg. 

(***)  Am.  j.  VII  p.  26-47  (1884).  Cfr.  Cayley,  ivi  p.  1-25,  59-73,  Quart.  j.  XX 
p.  212-213  (1884). 
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uHiTARu,  Cioè  che  le  contiene  in  grado  superiore  al  primo ,  rappresenfa  un  in- 
variante rispeUo  ai  coe/JScienti  a  =  ]  ,  b  ,  e  ,  d  ,  ...  . 

p.  es.  si  Teriaca  facilmente  che,  per  quanto  si  prolunghi  la  serie  a,^,-i,3,„, 
sempre  sussistono  le  reiasioni  : 


Jai  =  _(c-6')   ,    Sa»  =  -5(d-36c+26*), 


dove  le  parentesi  dei  secondi  membri  sono  noti  termini  principiili  di  covarianti. 

Hac-Mabon  e  Gaylcj  si  servono  porcià  di  un  simbolitmo  di  partizione  (*}, 
scrivendo  : 

2  =  la»   ,    3  =  £a»    ,    6553  =  £  ««p»^»  6' , 

e  trasportando  poi  immediatamente  alla  teoria  dei  seininvarianti  le  noto   leggi  di 
combìnaiione  delle  funiioni  simmetriche  (**) ,  che  ora  prendono  la  forma  semplice: 


i.m  =  {lfm)  i-(lm)   (l  ^  m)  ,  U  =  (-if)  ■<- -  CO  ('  =  "»).  ecc. 

L'algoritmo  che  si  fonda  su  ciò  permette  soprattutto  di  vedere  più  a  fondo 
nella  connessione  fra  le  sizigie.  Una  sizigie  fra  covarianti,  o  la  sua  equivalente 
fra  i  simboli  corrispondenti ,  è  il  germe  d'  una  serie  indefinita  di  sirjgìe ,  che  si 
ottengono  cambiando  p.  es.  il  simbolo  552  successivamente  in  S55'J,6552,7SfS,  ecc. 

Coll'aiitto  di  questo  simbolismo  Cayley  (***)  ha  dedotto  una/'urtzJonc  j/enera- 
irice  pei  seminvarianti  : 


^ 


(*)  Per  avere  un  BeminTarìanto  dì  dato  grado  t ,  b&ata  evidentemente  rappre- 
sentare il  numero  l  in  tutti  i  modi  possibili  (partizioni)  come  somma  di  nameri  piA 
piccoli. 

Sylveater  Ita  messo  il  simbolismo  in  discorso  in  rapporto  coi  suoi  princìpii  di 
nn' algebra  universale,  Am.  j.  V  p.  79-137  (1882).  Cfr.  anche  Am.  j.  TI  p.  270- 
iì86  (1883),  nonché  Peirce,  Am.  j.  IV  p.  97-229  (1881). 

(*•)  Inversamente  Mac-Mahon  ha  più  tardi  fondato  su  ciò  una  nuova  teoria  delle 
funzioni  eim metriche.  D'altra  parte  egli  ha  aductato  il  simbolismo  del  testo  ai  per- 
petuanti e  a  certi  operatori  differenEÌali  lineari  a  derivate  parziali. 

{•«)  L.  e 
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nello  sviluppo  della  quale  secondo  le  potenze  crescenti  di  x  il  coeillcicnte  di  Xui  in- 
dica il  numero  dei  seininTurianti  linearmente  indipemlenti  di  grado  3  e  di  peso  to. 
La  ricerca  pi{i  didlcile  d'  una  runzioiic  generatrice  pei  per/ieluanli  ,  cioè  per 
quei  seni  invarianti  che  non  possono  comporsi  in  modo  razionale  intero  mediante 
Dllri  di  grado  inferiore,  fu  etTettuata  da  Hac-Hahon  (*)  mediante  lo  stesso  Bimbo* 
lismo  ;  la  funzione  cercata  prende  la  forma  semplice  : 

a:^-^  -  \ 
2-3-4.../  ■ 

Gaylcy  e  Mac-Uahon  hanno  poi  costruito  delle  tabelle  estese  pei  seminvarianti 
e  perpetuanti   nonché  per  le  loro  sisigie. 


h)  Processi  invarlantivi  sainìbolici. 

Passeremo  ora  in  rivista  i  più  importanti  processi  differenziali ,  che  applicati 
a  forme  invariantive  ne  generano  altre.  Il  caso  particolarmente  importante,  in  cui 
Oall'applìcazìone  di  una  tale  operazione  risulta  il  valore  zero,  verrà  trattato  nel  ca- 
pitolo sulle  ei}Uajs£oni  di/jrereiutaU  (II  C,b,0;  parimenti  l'applicazione  delle  opera- 
zioni dìITerenziali  ai  reciprocanti  e  seminvarianti  troverà  posto  nei  corrispondenti 
capitoti  (II,  G,  e,  a;  II,  D,  a).  Questi  processi,  D  per  sé  stessi,  0  almeno  dopo  certe 
iDodincazioni  (**),  possiedono  carattere  invariantivo,  cioè  si  ottiene  lo  stesso  risul- 
tato tanto  se  ei  eseguisce  prima  il  processo  e  poi  una  trasformazione  lineare  delle 
variabili,  quanto  (iceversa. 

Secondo  lo  sviluppo  storico,  i  processi  possono  dividersi  in  tre  specie,  secon- 
dochè  si  riferiscono  alle  variabili,  ai  coefilcienti  delle  forme  primitive,  o  a  quelli 
delle  sostituzioni  ;  però  queste  S  specie  di  grandezze  possono  considerarsi  tutte 
come  coefilcienti  di  forme  lineari. 

É  impossibile,  nel  poco  spazio  concessoci,  di  entrare  a  fondo  nel  significato 
astratto  e  nell'intima  connessione  vicendevole  delle  singole  operazioni;  su  questo 
proposito  rimandiamo  ai  JHef/ioden  di  Study  ed  alla  prima  parte  del  lì  volume 
delie  Vorlesungen  di  Gordan. 


(*)  L.  e.  Cfr.  sopra.  Cfìr.  pnre  la  memoria  di  Cayley  in  Am.  j.  XV  p.  1-74 
(1893),  dove  sono  raccolte  le  ricerche  di  Caylay  e  di  Mac-Mahon. 

(**J  Cosi  p.  es.  il  carattere  iovariantivo  non  appartiene  al  1°  membro  di  cia- 
Bcmia  delle  n*  equazioni  differenziali  di  Àronhold,  ma  ad  opportune  combinazioni 
di  tali  primi  membri.  Cfr,  Study,  Metkoden  p.  175. 
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a)  Processo  di  Aronhold.    (•) 
Sotto  questo  nome  comprendiamo  tutti  i  processi  della  forma 

dove  le  Pf ,  9,  sono  due  serie  di  quantità  cogredientì ,  cioè  soggette  alle  mede- 
sime sostituzioni. 

Consideriamo  anzitutto  il  caso  in  cui  le  p  ,  q  sono  le  ordinarie  variabili  delle 
forme,  e  la  Trase:  processo  di  polarizzazione  ha  il  suo  signiDcato  usuale. 

Mentre  il  processo  di  polarizzazione  figura  rulativamenle  presto  nella  geome- 
tria proiettiva  e  poco  a  poco  diviene  il  fomlamento  di  essa  (**],  nella  teoria  delle 
forme  si  è  riusciti  solo  di  recente  ad  assegnare  ad  esso  una  parte  importante,  nel 
senso  clic  tutti  gli  altri  processi  differenziali  usati,  non  solo  sono  riducibili  ad 
esso,  ma  possono  essere  anche  espressi  algebricamente  per  mezzo  di  esso  in  Tormole 
esplicite. 

Prendiamo  anzitutto  i  cosidctti  sviluppi  in  serie  (*••) ,  cbe  servono  a  ridurre 
le  forme  a  piìi  serie  di  variabili  cogredientì  a  quelle  analoghe  contenenti  un  minor 
numero  di  serie  :  i  singoli  termini  di  tali  sviluppi  sono  prodotti  dì  covarianti  idea- 
liei  (cioè  dipendenti  esclusivamente  dalle  variabili)  per  polari  delle  accennate  for- 
me più  semplici. 

Gordan  e  Clebsch  (****)  hanno  pei  primi  eseguilo  tali  riduzioni  per  le  forme 
binarie  ;  Clebsch  (')  e  Capelli  (*)  hanno  trattato  il  problema  in  generale,  seguendo 
due  indirizzi  diversi. 


(*)  Sull'uso  di  questo  processo  par  la  costruzione  di  certi  aottotitUmi  compltti 
e  di  certe  sizigie  v.  aopra.  Recentemente  WiltbeisB  ha  accennato  all'importanza  del 
processo  in  rapporto  alla  forma  invariantiva  delle  equazioni  differenziali  delie  fon- 
zionì  9  (cfr.  p.  es.  Matb.  Ann.  XXXVIII ,  specialmente  p.  23,  1890),  e  Hilbert  ha 
mostrato,  come  col  mezzo  di  esso  si  giunga  in  generale  a  sistemi  completi  di  forme 
fondamentali  (Ostt.  Nachr.  1892,  specialmente  p.  6). 

(*•)  Cfr.  p.  ee.  Thieme,  Math.  Ann.  XXVIII  p.  133-151  (18S7). 

(***)  Cfr.  II ,  C  ,  6  ,  S. 

(*••*)  Gordan,  Math.  Ann.  V  p.  95-122  (1872),  Clebaoh,  Binare  Formtn  §  7 
(1872). 

(')  Gatt.  Abh.  XVn  p.  1-62  (1872). 

(*J  V.  le  citazioni  In  II  C,  I>,  S. 

Uentre  Clebsoh  introduce  Tariabili  dì  gradi  diversi  (determinanti  di  serie  dì 
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A  Capelli  (*)  spetta  però  ii  merito  di  aver  faito  del  processo  di  polarìsEa- 
Evone  il  perno  di  tuttn  la  teoria  delle  forme  nel  senso  sopra  accennato. 

Questo  ti  venuto  già  in  luce  chiara  (**)  trattando  del  problema  fondamentale 
di  determinare  il  numero  di  tutti  i  covarianti  linearmente  indipendenti  (d'un  si- 
stema di  forme  originarie)  di  grado  ed  ordine  dati. 

Nei  suoi  lavori  posteriori  (.*")  Capelli  parte  in  generale  da  n  serie  di  v  va- 
riabili omogenee 

(ìb,  ,  Xj ,  ....  flj,)  ,  (y,  ,  y, , ....  j/^  ,  (a, ,  2, , . .  .  ,  Zv) , .  ,  . , 

e  cerca  le  leggi  che  vincolano  reeiprocamenle  le  N=n*  operazioni  elemenlarf 

Dx»  .  n,„  ,  D„  , .  .  .  ,  D^  ,  D„„  ,  Dj, . 

In  prlna  linea  bì  trova  la  nota  legge  (dovuta  a  Olebscb) ,  secondo  la  qnBle 
la  parentesi  D,|,  l>ig,  — Df^  !>«  ^  sempre  una  semplice  funzione  lineare  dello  quan- 
tità D.  In  particolare,  quando  gl'indici  sono  diversi,  D^t  è  permutabile  con  D^; 
parimenti  D(t  con  D,( ,  D,„  con  D,^  ("**)• 

Se  si  denotano  inoltre  con  D,  ,  D, ,  .  .  .  ,  Dk  gli  N  processi  D  in  un  ordine 
qualunque,  si  ba  il  teorema  fondamentale,  cbo  ogni  forma  F  delle  D  (ili  cui  sta 
determinofa,  non  solo  l'espressione  algebrica,  ma  anche  l'ordine  dei  fattori  ope- 
rativi D  in  ciascun  fermine)  pud  porsi  sotto  la  forma 

f  =  ì:cd,*'d/*.  ..  d/". 


variabili  cogredientì),  Capelli  conserva  le  serie  di  variabili  della  stessa  specie.  Le 
forinole  di  Capelli  riescono  cosi  più  chiare ,  mentre  quelle  di  Glebach  s' adattano 
meglio  alle  applicazioni  geometriche.  Cfr.  la  nota  a  p.  3  dei  Fondamenti  di  Capelli 
(1882).  Sulle  ricerche  affini  di  Deruyts  vedi  II,  D,  a. 

(*)  Vedasi  specialmente  l'importaiite  lavoro:  .Fondamenti  etc.  (1882). |Pel  resto 
vedi  n ,  C ,  b,  5. 

(**)  V.  sopra. 

(*•*)  Capelli  ha  raccolto  le  sue  ricerche  sparse  eu  questo  argomento  in  Math. 
Ann.  XXXVn  p.  1-37  (1891).  Cfr.  Nap.  Bend.  XXV  p.  134-141  (1886);  ivi  (2)1 
p.  110-115,  236-242  (1887  :  Atti  dell'Acc.  di  Napoli  (2)  I  (1887);  Math.  Ann.  XXIX 
p.  331-338  (1887);  Nap.  Rend.  (2)  VII  p.  29-38,  155-162  (1893);  Batt,  G,  XXXII 
p.  876-380  (1694). 

(****)  A  poche  identità  caratici  ittiche  di  questa  specie  possono  ridursi  tutte  le 
altre  relailoni  fra  processi  di  polarìzsaaìona,  E^se  sono  le  cquazioui  difTerenzieli 
CAratterlstiobe  per  le  polari.  Ofr.  ^fath.  Ann,  XXXVII  p.  4. 

VOL.  ZkXIT  i% 
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Ciò  dipende  dal  fatto,  che  la  differenta  di  àun  prodotti  composti  degli  stessi 
1  fattori  D,  Dia  Jn  ordine  diverso,  ò  una  fuosione  lineare  di  prodotti  contenenli 
ciascuno  soltanto  ^—  I  fattori  D. 

Dopo  ciò  l'autore  passa  al  problema  generale,  di  determinare  la  più  geneTote 
operazione  F  permutabile  con  ogni  altra  operazione  della  stessa  specie  (e  in  par- 
ticolare con  ogni  operazione  elementare).  La  soluzione  del  problema  consiste  io 
ciò,  che  la  F  dev'essere  una  funzione  simmetrica  delle  n  serie  di  variabili,  rap- 
presentabile  come  una  forma  qualunque  di  certe  n  operationi  semplicissime  linear- 
mente indipendenti  e  aventi  la  proprietà  della  permutabilità.  Tali  sono  p.  es.  per 
n  =  S  le  due  : 


D..  +  D„ 


I>v.»»  +  I>x.-I>™D_ 


Fondandosi  su  ciò,  l'autore  può  stabilire  sino  a  qual  punto  altri  processi  ìn- 
TftHantiTi  si  riducano  alle  operazioni  D.  Basta  risolvere  il  problema  (*j  pel  «iso 
della  operazione  a.  di  Cayley ,  su  cui  si  basano  tutti  i  processi  di  scorrimento; 
a  è  ,  scritto  simbolicamente,  il  processo  i 


dove  ad  ogni  termine  5—   5—  ...  t—  del  secondo  membro  dc»e  sostituirsi  la  cor- 

rispondente  derivata  n-esims  = — ;r— r—  . 

aa)(  Sy^  .  .  .  0c, 

L'operazione  u  è  permutabile  con  ogni  D,,  elementare,  dorè  p  e  9  sieno  di- 
versi, mentre  il  prodotto 

4*  li*  E  (ajy  .  .  .  v)*  a*    (h  >  0) 


(*)   Lft  formosa  relativa  per  due  serie  di  variabili  binarle  ti  trora  gii  ì 
Olfebsch ,  Binare  Formen  §  7. 
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possiede  la  proprietà  p'iìi  semplice  di  essere  permutabile  con  quiilunque  D^,,  sieno 
p  e  q  eguali  o  disegitali. 

Il  Tapparlo  cercalo  (•)  ira  a  e  le  operazioni  polari  è  espresso  dalla  formolo 
elegante  ; 


.  n-l+D„ 


Vi     Vi 


Ora  anche  l'HcceoDiita  operazione  F  può  comporsi  in  modo  semplice  mediante 
processi  del  tipo  Mi. 

Accenneremo  ancora,  che  tra  le  N=n*  operazioni  elementari  se  ne  possono 
scegliere  n+  1  mediante  le  quali  tutte  le  altro  possono  esprimersi  In  modo  ra- 
zionale intero. 

Non  possiamo  entrare  di  più  nelle  ricerche  dell'autore  sulla  indipendenza  li- 
neare di  taluni  fra  i  processi  in  discorso;  por  esempio  tra  le  potenze  d'una  stessa 
D  non  può  sussistere  alcuna  identità  lineare. 

In  un  altro  indirizzo  il  processo  di  polarizzazione  ha  una  parte  importante  nel 
metodo  simbolico  di  Gordnn  (•'). 

Limitiamoci  per  scmpliciti't  al  (mso  tipico  d'una  forma  binaria  ad  una  serie  di 
variabili  x,  ,  ic,.  La  forma  f,  il  cui  ordine  sia  m  +  n,  si  considera  dapprima  come 
il  prodoilo  di  due  fattori  simbolici  aj"  ,  bj*.  La  polare  ft-csima  f  ^  Ai  f  rispetto 

alla  serie  di  variabili  (ìf)  =  J/i  .  J/i  risulta,  a  meno  d'un  fattore  numerico,  come 
cocOHcienlc  dì  i*  nello  sviluppo  binomiale  dì  (0,,  +  ^o^)"  (6,  +  ^b^)" .  quindi  corno 
somma  di  ft+1  termini  e.  G^  ,  dove  r  è  un  numero  razionale,  e  Gp  si  ottiene 
da  aj''bj*  toglierlo  un  numero  qualunque  p  di  fattori  Oj,  b  ft  — p  fattori  6^,  o 
sostituendovi  rispettivamente  altrettanti  fattori  a    e  6„. 

Ora  si  ha  il  teorema  importante  (***) ,  che  non  solo  la  differenza  fra  due 
lermiai,  ma  anche  quella  tra  la  polare  slessa  ed  uno  dei  suoi  termini,  contiene 
Sempre  il  fattore  (a,  b,  —  a,  b,)  (x,  y,  -  x,  y,i. 


(*)  Altre   forinole  di  rappresentazione  dà  l'autore  in  Atti  di  Napoli  (2)  I  (1888). 

(••)  Vorlesungen  II  §  2.  Pel  campo  ternario  v.  Math.  Ann.  XVII  p.  217-234 
(1880). 

(***)  Vorleswtgen  II  p.  26.  Il  teorema  ai  fonda  sulle  proprietà  di  dae,  termini 
contigui ,  che  si  ottengono  l'ano  dall'altro  scambiando  ìa  una  coppia  di  fattori  aj> 
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L'applicazione  ripetuta  di  questo  teorema,  anche  nella  sua  esten^one  al  caso 
in  cui  f  ha  più  di  due  fattori ,  conduce  al  risultato  toiiiiauientale  (*) ,  che  ogni 
termine  U'une  polare,  e  qtiindi  ogni  prodolio  simbolico,  a  due  serie  di 
variabili  (i)  ed  (y),  pud  svilupparsi  in  una  somma  di  polari  procedenle  «eeomls 
(e  polenze  di  (x,  y,  -  x,  y,). 

Il  teoraina  può  estendersi  a  forme  a  piij  serie  di  TariabìU  binarie,  e  cosi  al 
campo  ternario,  ecc. 

Passiamo  ora  all'upplicazione  del  processo  di  Aronhold  alle  colonne  di  coef- 
ficienti (Pi)  ,  {Qì)  ,  (fj) ,  ...  della  trasformaKìone  lineare,  un' operasìone ,  che  sta 
nei  rapporti  pili  intimi  culla  operazione  di  polare. 

Infatti  si  trova  giil  in  Aronhold  il  teorema  generale ,  che  i  coelBcicntì  della 
forma  trasformata  sviluppata  secondo  le  nuove  variabili  sono  polari  della  forma 
primitiva  in  cui  però  Ggurano  le  colonne  (p) ,  {q) ,  (r) 

Quale  conseguenza  importante  ili  ciò  appare  in  Gram  (**)  la  circostanza,  che 
per  un  invariante  omogeneo-  J  (d'un  sistema  di  forme  ad  n  variabili)  si  ottiene  un 
sistema  di  n(n-l)  (***)  equazioni  dilTerenEiali  caratteristiche,  scrivendolo  nei  coef- 
llcienli  trasformati,  per  effetto  di  che  esso  si  cambia  in  un'altra  espressione  J, , 
ed  eguagliando  a  zero  i  risultati  delie  operazioni  h     (p^q)  eseguite  su  J,. 

Per  le  forme  binarie  Bruno  (••"*)  ba  mostrato  come  si  giunga  alla  forma  pre- 
cedente mediante  direna  trasformozione  delle  ordinarie  equasioni  dìfferemiali  de- 
gl'invarianti e  covarianti. 

Veniamo  infine  a  quella  modiQoiiione  del  processo  di  Aronhold  D^  =  £  a,^, 
io  cui  dttbf  denotano  1  coefficienti  corrispondenti  di  2  forme  /i, ,  <?, 

Gìh  da  tempo  (')  si  adoperava  quest'  operazione  per  estendere  a  più  forme 
ftti?H>  ••■  ''  concetto  e  la  costruzione  dcgl'iiiviiriauti  ì  d'una  forma  f^. 

Nella  sua  applicazione  alle  formo  lineari  essa  serve  in  Clebscb  (*)  quale  foD- 


i  simboli  a  B  h.  Pascal  lia  studiato  olteriormente  gli  effetti  di  'questo  processo,  pel 
quale  egli  introduce  aa  simbolo  speciale  (Nap.  Read.  (2)  I  p.  200-207,  1867). 

(•)  L.  e.  p.  32. 

(**)  Uath.  Ano.  VII  p.  230-240  (1874).  U  teorema  indicato  si  presenta  d'altra 
parte  come  una  conseguenza  diretta  della  definizione  d'invariante,  secondo  la  qaala 
l'invariante  trasformato  differisce  dal  primitivo  solo  per  una  potenza  del  detenni- 
nante  della  sostituzione. 

(**"*')  Le  altre  n  equazioni  che  figurano  in  Aronhold  esprimono  soltanto  che  gli 
invarianti  sono  omogeHei  ed  isobari  rispetto  alle  serie  di  ooafficienti  delle  &nne 
primitive. 

(•**•)  Binare  Formen  p.  152. 

(')  V.  Bopra. 

0)  V.  p.  69.  La  chiara  esposiàoae  in  Glebscb-Ltndemuui  I  p.  183  e  aegg. 
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damento  del  metodo  simbolico,  inquantochè  essa  pone  in  ehiaro  immediatamente 
come  un  iDTariante  d'una  forma  di  grado  n  possa  scriversi  quale  invariante  simul- 
aneo  di  n  forme  lineari. 

Fintantoché  i  coefSeiecti  6  sono  cotnpletnmeiite  indipendenti  dagli  a,  è  assai 
facile  eseguire  ripetutamente  il  processo  D^^J  =  D J  ;  in  tal  caso  è  sttffieieDte  una 
ileraxione  diretta,  cioè  D*J  si  deduce  da  DJ  nello  stesso  modo  ia  cui  DJ  si  de* 
duce  da  J ,  etc. 

Ciò  non  sussiste  più  (*)  quando  te  b  sfanno  in  una  dipendenza  (invarianliva) 
quaìsiati  dalle  a  ;  allora,  o  si  stabiliscono  delle  formole  ricorrenti,  come  Gordan 
ba  fatto,  oppure,  ciò  che  è  da  preferirsi  teoricamente,  si  fa  uso  di  certi  sviluppi 
in  serie. 

11  processo  di  Aronhold  serve  a  Gordan ^anche  per  definire  i  combinanff  (••); 
J  è  un  combinante  di  f  e  <f  quando  DJ  si  annulla  identicamente,  e  viceversa. 

L'estensione  a  più  di  due  forme  è  facile  ad  elTettuarsì. 

Il  cnso  in  cui  vi  è  anche  qui  una  dipendenza  tra  le  forme  primitive  f,  <p, ... 
non  è  ancora  suscettibile  d'una  discussione  generale. 

Solo  un  caso  speciale  importante  per  la  geometria  fu  studiato  sei  campi  bi- 
nario e  ternario,  quello  cioè  d'una  forma  primitiva  f  e  d'un  covariante  f  tale  che 
D^=  <P  ,  Df  =  Mf,  M  essendo  un  fattore  costante  (•■•). 

Un  caso  speciale  del  processo  di  Aronhold,  il  processo  eveltante,  è  divenuto 
in  portante  per  la  costruzione  del  sistema  degli  invarianti  ;  si  giunge  al  primo  eoet- 
an(e  di  7  considerando  la  forma  f  come  la  |i— esima  potenza  effettiva  d'una  forma 
lineare ,  mentre  f  rappresenta  nella  maggior  parte  dei  casi  un  invariante  J  di 
grado  |x  (d'una  forma  primitiva  F).  Simbolicamente  l'operazione  prende  questo 
«spetto  semplice  :  si  sostituisce  successivamente  a  ciascuna  delle  |i.  serie  dì  sim- 
boli che  entrano  in  J  una  serie  di  variabili  x,  e  poi  si  fa  la  somma  di  tutti  i  ter- 
mini (•"••). 

Gordan  {*)  ha  fatto  un'  applicazione  di  ciò  alle  equaiioni  differenziaU  d' un 
covariante  binario  J,  da  cui  risulta  una  diretta  interpretazione  di  queste  nella  teo- 
ria delle  formd.  Infatti  le  equazioni  possono  trasformarsi  in  modo  da  esprimere  il 
seguente  risultato  : 


(*)  Cfr.  Gordan,   VorleBungen  II  §  5. 

(♦•)  L.  e.  §  6. 

(***)  L,  0.  p.  74.  Cfr.  gU  sviluppi  di  Gundelfinger  in  Math.  Ann.  IV  p.  164- 
168  (1871). 

<****)  L.  e.  p.  128.  Cfr.  Study  Methoden  p,  41. 

(*)  L.  e.  p.  129  e  aegg.  Per  lo  forme  temarìe  v.  Stady,  Mttkoden  p.  170 
e  Begg. 
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Lo  «corrimcnfo  (n-l)-e8imo  dello  forma  originaria  sul  primo  eteHan/e,  diì 
ei  annuita  identicamenle,  mentre  l'n-esimo  riproduce  l'invarianle  a  meno  d'un 
fallore  numerico. 

Reciprocamento  eì  possono  costruire  direttameote  le  equatiooi  differensiali  io 
base  a  questo  teorema. 

^).  Soorrimenti  e  prooeeso  a. 

Sul  processo  dì  scorrimento  si  fonda  in  sostanta  il  Iato  pratico  dell'odierna 
teoria  delle  forme. 

In  generale  gli  scorrimenti  possono  deQnirsi  cbme  quelle  forme  ìnrariantite 
simultanee  di  due  o  più  forme  primìHve  che  sono  lineari  rispetto  alle  singole  serie 
di  coefBcienti. 

Nel  seguito  ci  limiteremo  per  amore  di  evidenza  li  easi  semplici. 

Se  si  hanno  ilue  forme  Fb(x)  e  4,(u)  che  si  corrispondono  dualisticamente, 
si  costruiscano  anzitutto  le  ft-esime  polari  di  F  e  4*  rispetto  a  due  nuove  serie  dì 
variabili  (y) ,  (v),  e  le  si  iinaginiiio  sviluppate  secondo  le  potcnie  e  i  prodotti  di 
queste  variabili. 

St  ottiene  di  qui  it  k-esimo  scorrtmenfo  di  P  sopra  4>  moltiplicando  (ra  loro 
due  a  dite  e  per  i  relativi  coefficienii  polinomiali  i  copffieienti  corrispondenti  dei 
due  sut'Iuppi  {•)  e  sommando  i  prodotti. 

La  scrittura  simbolica  permette  di  riprodurre  concisamente  il  processo  de- 
scritto. So  Fa(a!)  =  o/  e  *,(«)  =  «„*  sono  le  forme  date,  e  quindi  a,""* 0^*6 
«„*"*»„*  le  ft-esime  polari,  si  ha  per  lo  scorrimento  k-esirao  di  P  su  *  l'espres- 
sione 

(P  ,  *)*  =  a/-*  u,"-*  (aa)*. 

Si  avrebbe  potuto  ottenere  simbolicamente  questa  espressione  anche  sostitueodo 
k  volte  nel  prodotto  ¥<P  =  o^^u^^  ad  una  coppia  di  fattori  o^u,  la  parentesi  cor 
rispondente  (aa) ,  ossia ,  colle  parole  di  Gordan  (**}  : 


1*)  So  s'introdacono  con  Clebsch  e  Sylvester  delle  forme  prìmitire  pr^taratt, 
in  cui  entrano  come  fattori  ntimerìci  le  radici  quadrate  dei  coefficienti  polinomiali, 
lo  Bcorrimento  diviene  semplicemente  la  somma  dei  prodotti  dei  coefficienti  omolo- 
ghL  D  carattere  invariantivo  dello  icorrimento  equivale  allora  alla  controgntdienn 
delle  due  serie  di  coefficienti. 

(**>   Vorleaungen  II  p,  33. 

Se  si  hanno  nel  campo  ternario   due  forme  contenenti  oltre  le  x  anche  le  «: 


/r..  =  W     .    V<'  =  V«p'' 
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Lo  scorrìmenfo  k-esimo  di  d»e  furme 

P(i)  =  a,'*      ,      «(u)  =  u,'' 

ri$ulia  dal  ripiegamento,  eseguito  k  voile,  del  prodotto  FO. 

E  opportuno  puro  per  rarìe  ricerchG  di  generaliziare  lo  scorrimento  in  discorso. 

Per  trattare  di  ciò  ragionando  buI  campo  ternario,  parliamo  da  3  forme  nelle 
Tariabili  cogredienti  (se) ,  (y)  ,  (z)  : 


ed  applichiamo  a)  prodotto  FGH  ft  voile  il  processo  di  ripiegamento,  sostituendo 
ad  una  terna  di  fattori  a,  b^  c^  la  parentesi  (atie)  ;  chiameremo  ancora  il  risultato 
scorrimento  k-esìmo  delle  3  forme  : 

(F  ,  G  .  H)*  =  (abc)*  a/"*  b/"*  e,''*. 

Infatti  si  può  ritornare  di  qui  mediante  specialiEiazione  simbolica  al  prece- 
dente concetto  (F ,  *)*. 

Si  prendano  anzitutto  gli  ordini  p  e  q  eguali,  p.  es.  =v,  e  si  assoggettino 
le  serie  dì  simboli  6,  e  alla  condisione  che  il  prodotto  b^c^  sia  una  funzione  al- 


ogni  scorrimento  di  /  sa  ip  è  rappresentato  simbolicamente  da 

op'"'  C  ((^f'  (a?a:/*o/*  bj*  «/'  «/• , 

dove  r,  +  r,  +  rj  =  r  ,  etc. 
Qui  6i  è  pasto 

I     "a     "i     I 


flp  =  o,p,4o,P,  +  a,p,  ,  (aft«)  = 


6,     Òj     6,     L  eto. 

fi,      U,      Ut      I 


Questi  scorrimenti  possono  ottenersi  tatti   dal  prodotto  /f  medituite  ripiega' 
mento  {Fattung),  sostìtaendo  un  numero  opportauo  dì  volte  alle  coppie  di  fattori 

rispettivamente  a^ ,  i, ,  {abu) ,  (a^x).  Y.  Gordan,  Matb.  Ann.  XYII  p.  217-288  (1681). 
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ternante  di  essi,  cioè  che  tutte  le  combiDatìoni  delle  b  ,e  si  annuUioo,  eceettoale 
le  b(  Cj  —  6*  C(  =  Oj, 

Con  ciò  le  y,z  non  figurano  più  che  nelle  analoghe  combinazioni  J/iZi-Vt^t^^h 
ed  il  prodotto  b^c^  diviene  la  forma  lineare  u,  (quindi  b^^'c^  diviene  u^*),  la  pa- 
renlesi  (abc)  si  trasforma  in  (aa),  e  iofloe  (P  ,  6  ,  H)*  in  (F  ,  <fr)*. 

La  generaliuasioDo  descritta  lascia  vedere  con  facilità  l'intimo  nesso  esitteote 
fra  scorrimento  e  fffoeesso  a.  Per  restare  nel  campo  ternario,  il  proceasoA  (in 
forma  sviluppata  ; 

8» _ff^ d^ B^_     d*  S*^ 

"  ~  8cc,9ì/,3 jj,     doutdyidzt  "^  dx,dy^Sz,     9a!,ay,32,  ~  ea:,ay,9z,  "  Sx^dy^dz,  ' 

L'applicazione  del  processo  a  ad  un  prodotto  (BÌiBbolìco  o  reale)  a^"  b^'  e/ 

dà  tosto  npq{abc)a^'~*by'~*e^^~* ,  e  l'applicazione  ripetuta  fc  volte  dà: 

ni       pj  </l 

(n-&)"!  (p-ft)!  (</-&)! 

Si  ha  quindi  il  teorema  fondamentale  (*)  : 

71  processo  li  applicalo  ad  un  prodotto  a^  b^^  c^'  .  .  .  è  cqutvolenle ,  a 
meno  d'un  fatare  numerico,  al  processo  di  ripiegamento,  e  la  iterazione  k-upla 
del  processo  li  è  equivalente,  nello  slesso  senso,  allo  scom'mento  k-estmo. 

Con  ciò  rimane  anche  stabilito,  dietro  ciò  che  si  è  detto  prima,  il  nesso  tra 
scorrimento  e  processo  di  polarizzazione. 

Col  processo  di  scorrimento  si  connettono  secondo  Gordan  (**)  sviluppi  ana- 
loghi a  quelli  a  cui  dà  orìgine  li  processo  di  polarizzazione  ;  il  principio  domi- 
nante è  l'applieazione  dello  accrrimento  a  due  prodotti  di  fattori  simbolici;  il  ri- 
sultato si  ordina  da  sé  come  una  somma  di  termini.  La  differenza  di  due  termini, 
come  pure  la  dilTerenza  tra  uno  scorrimento  ed  uno  dei  suoi  termini,  è  divisibile 
per  certe  parentesi. 

Da  ciò  si  deduce  poi  il  teorema,  che  ogni  termine  d'uno  ccornmento  pud 
esprimersi  cóme  somma  di  acorrìmenlt,  o  di  qui  infine,  che  of;nf  prodoUo  *im&o- 
Iico  può  esprimersi  come  somma  di  scorrimeiift  semplici ,  cioè  confenenii  due 
Boli  simboii. 


(*)  Cfì*.  l' esposizìoiie  facilmente   generalizzabile  in   Gordan ,    VorUtungen  U 
p.  22-23.  Cfr.  anche  Vivanti,  Rend.  di  Palermo  IV  p.  261-268  (1890). 
(*•)   Vorlaungen  II  g  3. 
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Ksempi  particolari  di  scorrimenti  sono  il  dcterminanle  funzionale  (•)  di  m 
forme  mi  m  variabili  omogenee,  e  (come  caso  speciale  di  questo)  il  d^-ierminanie 
liesswno  (•■)  corrispondente  al  caso  in  cui  quelle  r»  forme  costituiscono  il  siste- 
ma completo  tielic  rierivatc  prime  d'una  medesima  forma. 

Abbiamo  (ria  veduto  come  Stroli  abbia  considerato  lo  scorrimento  qunlc  ima 
comtiniìzione  tra  quantità,  e  abbia  tratto  proGtto  della  legge  atsociativa  per  la 
teorìa  delle  si2igie  (nel  campo  binario). 

Lo  stesso  dicasi  della  proprietà  fondamentale  del  processo  a,  studiata  da  Gor- 
don, McrtcnSf  Hilbert,  che  ripetendolo  un  nijmero  conveniente  di  Tolte  si  ottiene 
da  una  forma  qualunque  omogenea  eJ  isobara  dei  coefdcìenti  trasformati  un  iu- 
Tariante  delle  forme  originarie. 

La  ricerca  del  significato  dell'annullarsi  d'uno  scorrimento  è  divenuta  la  sor- 
gente delia  teoria  dell'ili  olarità,  la  quale  dal  suo  canto  è  legata  intimamente  con 
quella  "lei  combinanti  (•"). 

In  un  altro  rapporto  appunto  questo  annullarsi  d'uno  scorrimento  binarlo  ha 
acquistalo  recentemente  molta  importanza  per  la  teoria  dello  equazioni  differen- 
ziali lineari. 

L'equazione  (/",<?)*=(),  dove  ip  è  dato,  rappresenta  una  equazione  differen- 
ziale lineare  d'ordine  h  (con  funsioni  razionati  intere  per  coelllcicnti)  per  la 
forma  /"(a;,  ,  ac,). 

Seciprocamenle  ,  rendendo  omogeneo  il  primo  membro  d'una  qualunque 
equnzione  differenziale  lineare  d'ordine  k  con  una  variabile  indijicndejilc  n,  si 
può  scriverlo  come  l'aggregalo  d'ui  cerio  numero  Oiscorrimenli  d'una  funzione 

t  sopra  una  sei-fe  di  funzioni  9  ,  <p' ,  <p" 

Ciò  può  vedersi  nel  modo  seguente ,  come  ba  mostrato  recentemente 
Waelsch  (•'•*).  Nell'equazione  differenziale  proposta 

si  ponga  x  =  —';    in    virtù  del  teorema   d'Eulero  sulle  funzioni  omogenee  essa 


(*)  Intorno  ai  rapporti  tra  determinanti  funzionali  ofr.  II,  D,  6.  Un'applicazione 
essi  bì  è  già  presentata  a  proposito  della  deduzione  di  sizigie,  v.  sopra. 

(**)   Sulle  forme  il  cui  determinante   liessiano  si   annulla   identicamente   cfr. 
,   B,  d. 

(*•*)  Cfr,  U ,  D ,  5. 

(••**)  Prag,  Abh.  1892  p.  78-99. 
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pronJc  lii  forma  seguente  : 

dove  le  A  sono  forme  dello  stesso  ordine  v. 

Se  si  considera  ora  simbolicamente  l'incoguita  y  come  una  Torma  a,"  C^") 
il  primo  membro  diviene  la  forma  più  generate  a  due  serie  cogredienti  di  Taria- 
bili  X,  ,Xj  ;  —  «t ,  a,.  Sviluppando  secondo  Clebsch  e  tiordan  in  serie  procedente 
seconilo  le  potenze  ili  a^,  e  ponemio  n  +  v  =  m,  l'equazione  dirTerensiale  proposti 
diviene  infaUi  ; 

Co(T»../>"  +  c,(f„_.    ,    /)-'+c.(T._»    ,    /■)"*+...  =0, 

dove  le  <f  sono  forme  qualunque  dell'ordine  designato  dal  loro  indice,  e  le  e  sono 
coefllcieoti  numerici  di  cui  si  può  disporre  opportunamente. 

Se  s'introducono  qui  le  espressioni  reali  dei  singoli  scorrimenti  e  sì  fa  infiae 
ir,=  I  ,  si  ritorna  all'equazione  primitiva, 

La  descritta  normpUzzazione  delle  equaEoni  dille  remi  ali  lineari  serve  sdiÌ- 
lutto  a  caratterizzare  in  modo  chiaro  dei  tipi  speciali  ilì.  esse  :  in  particolare  si 
dimostra  utile,  come  Hilbert  (*}  ha  sviluppalo  in  alcuni  casi  particolari,  quanto 
sì  tratta  dì  ottenere  le  soluzioni  razionali  intere  d'una  tale  equazione. 

Cosi  Pick  (**)  aveva  già  dat»  all'ordinaria  equazione  differenziale  di  Lamé 
la  forma  : 

{?*■>/)*  =  nf.     . 

dove  f,  è  una  costante,  e  il  prodotto  ^0^^  equivalente  allo  scorrimento  d'ordine 
nullo  («Po  ,  f)"- 

Se  alle  forme  94 ,  %  si  sostituiscono  le  ?„  ,  •p„_4  (degli  ordini  rispettivi  n, 
m-4},  si  ha,  secondo  Klein  ('") .  l' equazione  diEferenzialc  generale  di  Ltm*. 


(*)  Dhsprìation,  KOnigsberg  1885;  Math.  Ann.  XSS  p.  15-29  (1887),  SXVIII 
p.  38I-4-I6  (1887).  Perrin,  Bull,  de  la  soo.  math.  de  Prance  XVI  p.  82-100  (IStìS'. 
Hirsch,  DUaertalion,  Ktìnigsberg  1892. 

(**J  Wiener  Ber.  luglio  1837;  Math.  Ann.  XXXVIII  p.  I39-U3  (1891). -V. 
anche  Halphen,  Traiti  dea  fonction»  elliptiques,  T.  II  1888;  Bòcher,  Memoria  pre- 
miata dall' Acc.  di  Gottinga,  1891,  Gap.  II. 

(•**)  Gett.  Nachr.  marzo  1890  p.  85-95;  Math.  Ann.  XXXVIH  p.  1M-1S3 
(1891). 
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Kssa  diviene  !'cqu»zìone  diffcreniìale  genmile  del  2°  ordine ..  quiindo  si  rendono 
eguali  Ira  loro  coiti  riillori  liiteari  (reali)  della  f„. 

Se  invece  nella  forma  omogenea  dell' equazione  differeniiale  si  intemio  die  / 
designi  una  forma  reale  /*,  d'ordine  ic(>n},  il  primo  membro  dell'equazione  diviene 
uDa  forma  F^  dell'ordine  |*=n  +  v  +  Tc  —  ?n  =  M+Tc-n. 

Allora  nou  solo  corrisponde  a  ciascuna  forma  f„  una  forma  F^^ ,  ma  anche 
a  ciascun  sisiewa  iineare  di  forme  f^  tin  sistema  lineare  di  forme  F^.  Waelsch  ('} 
foDda  su  c\ò  una  teoria  speciale  delle  rappresentazioni  geometriche. 

■x)  Scetituziona  di  derivate  non  omogenee. 


Come  noi  abbiiimo  lesto  constatalo  quanto  può  esser  utile  il  ridurre  un'equa- 
zione dìlTeretiziale  ad  una  forma  normale  invariantìva  (omof;enea),  cosi  inversamente 
appare  opportuno  per  vari  scopi ,  p.  es.  per  la  furmazione  delle  equazioni  diffe- 
renziali delle  forme  invariati  ti  ve,  porre  le  forme  primitive  e  le  loro  derivate  sotto 
Torma  non  omogenea. 


Sia 


^  {")<:•' 


■    +  "■ 


mìtiva.  e  ai  costruisca  la  seguente   serie  di  quantità  : 
1         ti'/-  1     (ly 


una  forma  bìnarii 

f-f  /'.  =  '  ^i-,  /;= , 

'*     '  '  "     n  da;  '     *     nCn-1)  da'  ' 
Bruno  ha  stabilito  nel  1880  questo  importante  teorema  (")  : 


dar" 


(•}  L.  e. 

(**}  C.  R.  XC  p.  1203-1205,  Journ.  far  Math.  XC  p.  186-188,  Am.  j.  IH 
p.   154-164,  Math.  Ann.  XVIH  p.  280-288  (1881). 

U  concetto  fon  dame  nt&Ie  della  dimostrazione  di  Bruno  è  il  seguente.  Se  f  è 
nnft  forma  delle  /,■ ,  lo  sviluppo  di  Mac-Laorin  dà  ; 

dove  S  é  il  noto  processo  difTerenzìate 

0  =  a,  5—  +  2o,  ;—  +  3ff,  T-  +  .  .  .  , 
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Se  tiPl  fermine  principale  C^  d'un  covarianle  C  di  f  ti  sosliluiscono  alle  3j 
(e  fj     C,  si  irasfurmi.  in  C. 

L*eslensicne  ad  un  sisteni;t  di  forme  primitive  non  otTre  alcuna  dilììcoltà. 
11  hiUo  accennato  è,  come  nota  Hilbert  {*)  clie  se  ne  è  occupato,  il  foniia- 
mento  comune  (**)  di  una  serie  dì  metodi  isolali  anteriori,  p.  es.  della  dcdiiiione 
di  Giijlry  <lei  coelScienti  di  C  dal  termine  principale  Co  ,  del  calcolo'  dì  Ro- 
berta sui  termini  principali,  delle  equazioni  diSurcniiali  dì  Cayley  degli  iniarianli 
e  covarianti- 
Queste  ultime  assumono  poi  ora  una  forma  più  semplice  ,  inquantuctiè  esse 
si  riducono  ad  una  sola,  in  virlìi  del  teorema: 

Oijni  funzione  inlera  isobtira  C^  dnUn  fi  ,  f»  ,  .  .  ■  ,  di  peso  p  ,  ontogenta 
e  dei  f/rat/i  g ,  y  ,  . .  .  n'sj)c((o  'i  quelle  qìmnlilà .  è  un  invitriante  o  cocarianle 
simullaneo  delie  f ,  cf  ,  .  .  .  ,  dt'd'ordiue; 

m  =  ng  +  vv  +  ,  .  .  -  2p  , 

se  soddisfa  ull'equazione  differenziale  : 

Una  delle  pììi  importanti  conseguenze  di  questo  modo  di  rappresentazione  e 
evidcntemente,  che  qualunque  reliizione  tra  ìnviirìanti  e  covarianti  d'un  sist^'Uta  di 
forme  dà-  luogo  ad  una  eiKazione  differenziulc. 


e  le  parentesi  indicano  che  deve  porsi  x  —  0.  Ora  pei  covarìauti  d'ana  forma  bi- 
naria f  si  ha,  secondo  Cayley,  nno  sviluppo  del  tutto  analogo;  giacché,  se  ^  è  oii 
covariante ,  Cg  ,  e,  ,  .  .  . ,  c„  i  suoi  coefficienti,  ai  ha  : 

+  =  c„  +  »  Oc,  +  ^  S*  c„  + 

Il  confronto  de'  due  sviluppi  dà  tosto  il  teorema  del  testo.  Sylvester  aveva  tro- 
vato il  teorema  indipendentemente  da  Brano,  ma  ne  riconosce  la  priorità  (Am.  j.  II 
p.  357).  Cfr.  anche  Stroh,  Math.  Ann.  XXII  p.  402  (1885). 

{*)  Dissertation ,  KOnigsberg  1885,  Math.  Ann.  XXX  p.  15-29  (1887). 

{**J  Se  nel  teorema  del  testo  si  dà  alla  variabile  arbitraria  x  il  valore  d'una 
radice  dell'eqna/ione  /"—  0,  si  ottiene  un  teorema  applicato  con  successo  da  Brioschi 
nella  trasformazione  delle  equazioni  (Math.  Ann.  XXIX  p.  327-3M,   1887), 
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Hilbert  ha  fatto  notevoli  applicazioni  di  questo  risullato  (*). 

Inoltre  ora  si  è  assai  meglio  di  prima  nel  caso  di  calcolare  invarìanti  e  co- 
Tarianti  per  forme  primitive  speciali  date. 

Hilbert  completa  ulteriormente  la  teoria,  introducendo  oltre  il  processo  D 
ancbe  l'altro  1  : 

i  =  {"f.  4  +  (»-l)  ^.  1;  +  ■  ■)  +  {^r.  4  +  C-O  n  i  +  ...) . 

L'applicazione  del  processo  d  ad  una  forma  (isoòara)  dette  fj  equivale  ad 
una  derivazione  rispelto  alta  variubilo  x  (••). 

Fra  le  opcratìoni  D  e  A  e  le  loro  ripetizioni  hanno  luogo  formole  ricorrenti 
semplici  di  questa  forma  : 

D*  4'  =  A'  D*  +  e,  A'-'  D*-»  4  e,  A'"»  D*"»  +  . . . , 

A'D*=D*A'  +  d,D*-'i'-'+d,D*-»A'-»  +  ..., 

dove  le  e ,  d  sono  fattori  numerici. 

Su  ciò  si  fonila  una  estensione  del  concetto  di  covariante  (e  di  scorrimento). 
Una  forma  (isobara)  F  di-Ile  fi  ,  f^  si  dirà  un  semìcovarvinte  di  ramjo  r ,  quando 
nella  scric  di  forme  DF  ,  D'F  , . . .  )a  (r  +  1)-csima  è  la  prima  die  s'annulla  iden- 
ticamente. In  conseguenza  delle  formole  precedenti  P  è  dì  ordine  m  +  r  in  a). 

Un  semicuvarianle  di  rango  zero  è  un  covariante  ordinario  (e  recìprocamente). 

^  importante  osservare  che  una  tal  forma  F  può  essere  ofienuia  da  cova- 
rianti mediante  i  processi  D  e  a. 

Se  si  costruisce  infatti  ìl  processo  : 

I  1 

'  ^  "  *  "  UmTJ)  *  "*  ^  1.2.(m+2;(mx3)  ^*  ^*  ■  '  •  ' 


(*)  Uatb.  Ann.  XXS  1.  e.  p.  21  e  aegg.  Cfr.  II ,  D ,  d. 

(**j  Questo  teorema  si  connetta  immediatamente  a  quello  noto,  che  nna  forma 
isobara  delle  a^ ,  la  quale  Boddiafa  alle  due  equazioni  ditferenziali  D  =  0 ,  A  =  0 , 
è  ou  invariante  simultaneo  delle  f  ,f ,  ■ . .  In  virtù  del  teorema  fondamentale  del 
testo,  essa  non  può  mutare  quando  alla  a,  si  soatituìacano  le  /j ,  e  però  anche  come 
forma  delle  ff  non  pnó  contenere  la  variabile  x.  Un  teorema  corrispondente  vale , 
secondo  Mac-Hahon,  pai  reciprocanti,  vedi  II,  C,  e,  ^. 
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le  forme  [F] ,  [DF] [D'F]  soup  r  +  1   covarianti  F'"  ,  F"' , .  . .  ,  F'''.   Il  u- 

nticovariarile  F  di  rango  r  è  rappreeenlabile  corno  aggregalo  lineare  (_•)  : 

F  =  2]/»A*Fi*', 

dove  : 

(m  +A)I 


*     (m  +  2fc)  I  *  I  ' 

)l  processo  [  ]  appare  qui  come  una  generalizìozione  dello  acorrimenlo,  e 
si  riduce  a  questo,  cioè  a  (f ,  f)^,  quaudo  in  luogo  delia  forina  F  si  pone  il  pro- 
dotto pQ  9p. 

Ferrin  (**)  ba  estoso  teoremi  di  questa  natura  ai  campi  ternario  e  superiori, 
e  li  ha  posti  in  rapporto  colla  sua  fdppresentaKìone  delle  forme  associate  (v .  sopra). 

S)  Sviluppi  in  serie. 

Se  si  specialiiia  la  formola  dì  Capelli  sulla  relatìono  tia  il  processo  a.  e  queUo 
di   polarUzazione,  nssiimcndo  solo  <lue  serie  di  rarìabili  binarie  ir,  ,  x,  ;  i/i  >  Vi  - 

e  se  Hi  applica  ad  una  forma  fix  ;  y) ,  si  ottiene  quella  relazione,  sulla  quale 
Glebsch  e  Gordan  {'**)  hiinno  fondalo  lo  sviluppo  in  serie  della  forma  f{x  ;  jf) 
secondo  le  potenze  di  ^XJ/)  =  a;,  y»  -  as»  y, ,  cioè  : 

I. 


dove  i  3  processi  a,D,iì  hanno  il  seguente  significato: 
m»  \èx,  3y,     8y^  dx^/ 


(*)  Su  ciò  8i  fonda  la  dimostrazione  di  Hilbert  relativa  al  numero  delle  forme 
invariantive  indipendeoti.  V.  eopra. 

(•*)  Bull,  do  U  eoe.  m&th.  de  France  XVI  p.  82-100  (1B88). 

(**•)  V.  Clebach ,  Binare  Formen  §  7  ;  Gordan ,   VorUsungen  11  p.  23. 
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Poiché  le  forme  Vf  ed  O-f  contrngono  y  ad  un  ordine  inferiore  ad  n,  mediante 
ripetuta  sppliciizione  (iillii  1  tutto  si  ridurrà  infliie  a  forme  contenenti  solo  cc,,(e^. 
Giacché  dopo  opportune  riduzioni  si  ha  : 

11.  /■=  A"  D"  f+  a,  {xy)  A"-'  D"-*  af+  o,(a!y)*  a""*  D""»  iiy+  . , . 

La  serie  finisce  da  sé  col  termine  a"/",  poicìiè  ii"+'/' è  identicamente  nullo; 
le  forme  D7,  If-^iif,  D''"*iiY,  -  -  .  dipendono  soltanto  dalle  x- 

Questo  sviluppo  di  f  secondo  potenze  di  (jy).  dove  i  coefficienU  sono  polari 
di  funzioni  di  n ,  è  unico  (*). 

Mediante  la  rappresentazione  simbolica  i  termini  del  2*  membro  possono  an- 
che scriversi  come  semplici  scorrimenti. 

Posto  : 

Eo  --=  D7=  c^»+"  ,  E,  =  D-'  il/-  =  fc^"-"-»  .  E,  =  D"-»  li"/"»  c,"'+"-* , . . , , 

ì  singoli  termini  del  2°  membro  sì  riducono  immediatamente  airii-esiino,(n-l)esimo, 
(T(-2)-e8Ìmo scorrimento  di  E,  ,  E,  .  E, , . .  .  sulla  forma  (xy)'. 

Però  é  mollo  ji\ù  opportuno  scrivere  la  forma  primitiva  f  sin  da  principio 
simbolicamente:  f=  r^^t^y",  dove  solo  certi  prodotti  convenientemente  scelti  delie 
r  ,  s  hanno  un  significato  reale. 

Allora  le  forme  E  si  ottengono  direllamenfe  ("•)  medianle  il  processo  dt  ri- 
piegamenlo  (ed  eguagliando  poscùi  le  x  e  (e  y/: 

Eo  =  r^"  «/  .  E,  =  (r«)  r.*-'  sj"*  ,  Ej  =  (re)»  r,*"»  s,»"» 

L'importanza  teorica  di  questo  sviluppo  in  serie  é  evidente.  Poiché  ne  segue, 
che  la  forma  f  con  due  serie  di  variabili  cogredtenti  può,  per  rispetto  al  sistema 
delle  sue  forme  invariantivc,  essore  complelamenle  soxlituita  dalla  serie  delle  n+1 
forme  primitive  E  {covarianti  elementari  secondo  Gordan)  dipendenti  da  una  sola 
variabile. 

Lo  stesso  può  dirsi  per  una  forma  a  più  serie  di  variabili,  ripetendo  un  nu- 
mero Bufliciente  di  volte  ii  processo  descritto. 

Ha  si  può  anche  arrivare   immcdiatamenlc  ad  una  formola  analoga   per   una 


(*j  L'nnìcità  deve  iDtenderai  in  qneeto  eeneo,  che  non  esiate  un  eecondo  sviluppo 
secondo  le  potenze  dì  (xyt  i  cui  coefBcienti  sieno  polari  di  formo  d'  uoa  variabile. 
i**)  Gordan ,   Vorlesungen  II  §  7. 
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forma  f  con  due  serie  dì  variabili  in  numero  qualunque  : 

(5. ,  e. .  . .)  .  (r„,-n,.. .}. 

So  si  specializzi»  infittì  con  Clcbscli  (•)  f  prendendola  eguale  ad  x,"i/,',  e 
si  introducono  poi  simboliVamrntQ  !e  espressioni  lineari  : 


la  differenza  (_xy)  si  riduce  a  ('e  *■,  -  r^  "g) .  e  i  coviirÌi,nli  elementari  soao  sosti- 
tuiti dalla  serie  : 


4'o  =  r6"«£"     ,     'l',=r5"-'s£"-'(r£.',-r,86). 


Clcbsch  (**) ,  fondandosi  ?u  questo  sviluppo  di  una  forma  r^f^,  ha  dimo- 
strato il  teorema  fondamentale,  che.  nella  coslriizione  del  sistema  dì  /trine  in- 
variantive  appanenenie  ad  un  sislrma  di  forme  pnmilive  delle  serie  di  xariabUi 


(X.  . 


.  s„) 


.  y»)  .  (^1 


■  ..,«,). 


si  può  limilarsi  ad  tin  sistema  più  semplice  di  forme  primilivc,  covlenenli  e 
scuna  al  più  una  ferie  di  ciascuno  dei  tipi  di  variabili  i 


Vi    Vk 


Xi  %  Xi 
Vi  y»  Vi 
z,      a,      z, 


latMì  l'iiccenn.nto  sviluppo  vale  anche  quando  ^  ed  )]  rappresentano  due  tene 
di  un  mcdcHimo  tipo  qualsivoglia. 

Queste  forme  primitive  piij  semplici,  clic  sostituiscono  completamente  le  orì> 
ginaric,  possono  inoltre  essere  scelte  in  modo  (****)  da  soddisfare  alle  equationr 


(*)  GSttinger  Abh.  XVXf,  spec.  p.  22.  Cfr.  Gordan,  Math.  Ann.  V  p.  95-122 
(1872^,  dova  veogono  anche  dati  degli  sviluppi  per  le  polari  dei  covarianti  tìe- 
mentarì. 

(**;  L.  e.  §  12. 

{^)  Forsjrtli  ba  svìlappato  recentemente  (Qaart.   j.  XXIII  p.  102-186,  1888> 
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diffèreniiali  : 

V           i' 

doye  le  Pm—  ,Pvve--  rappresentano  variabili  oorrispondentisl  diinlisticamente,  e 
la  somma  deve  estendersi  a  tutte  le  coppie  siffatte.  Se  si  hanno  dunque  solo  lo 
Viirinbili  puntuali  »  e  le  controgredienti  u,  la  somma  in  discorso  è  semplicemente 


In  Gordan  (•)  il  processo  di  sviluppo  in  serie  si  presenta  come  l'istrumento 
di  maggior  portata  del  calcolo  simboiico.  Ricordiamo  p.  es.  il  metodo  per  calco- 
lare i  co»arianti  linearmente  indipendenti  (o  asiziflciicó  di  dato  grado  d'una  forma 
primitiva  ,  la  rappresentazione  dei  covarianti  mediante  le  raiiici  della  forma  pri- 
mitiva, la  dimostrazione  della  legge  dì  reciprocità  di  Hermite ,  la    dimostrazione 


na&  Berle  d'esempi  di  tali  eittemi  ridotti,  e  ia  particolare  lia  constatato ,  seguendo 
il  procedimeiito  di  Clebsch,  che  il  numero  dei  coefficienti  arbitrari  i  quali  figurano 
Della  forme  ridotte  coincide  esattamente  co!  numero  di  quelli  delle  forme  originarie. 

Mertens  ha  applicato  te  forme  ridotte  del  campo  quateraarto  alla  costruzione 
di  sistemi  completi  di  forme  fondamentali  [Wien.  Ber.  XGVIII  p.  691-739 ,  1889; 
V.  anche  altri  lavori  posteriori  nella  stessa  raccolta). 

Oordan  nel  suo  Programma,  Appendice  (1875),  ha  esteso  maggiormente  il  con- 
cetto di  ridotta.  Nel  determinante  delle  quantità 

(a:,  ,  a^  , . . . ,  »„)  ,  (ffi  ,  y»  ,  •  -  ■ ,  y»)  ,  («,,«,,...,«,),... 

bì  considerino  alcune  serie  come  variabili  arbitrarie ,  e  ai  sostituiscano  alle  altre 
simbolicamente  le  corrispondenti  derivate,  come  nel  processo  il.  Tutti  questi  aggre- 
gati invarianti,  eguagliati  a  zero,  danno  delle  equazioni  differenziali,  e  lo /orme  ri- 
dotte possono  essere  assoggettate  alla  condizione  di  soddisfare  a  queste  equazioni. 
Mertens  0-  e.)  fa  il  più  largo  uso  di  tali  processi. 

Capelli  nei  suoi  Fondamenti  (1882J  ha  posto  in  luogo  delle  operazioni  testò  ac- 
cennate nn  sistema  di  polarizzazioni  semplici;  cosi  ha  fatto  Oeruyts  nella  sua  Theo- 
rie  generale  dei  forme»  algébriquea  (1891).  Vedi  anche  le  ricerche  più  recenti  di 
I>emyt8  in  Belg.  Bull.  1893. 

(*)  Lo  stesso  dicasi  degli  sviluppi  ternari  dì  Study.  Baker  ha  dato  una  espo* 
sizione  singolare  dello  sviluppo  in  serie  dì  Gordan  (Messenger  (2)  XIX  p.  91-96, 1889), 
TOL,  XIXIT  ii 
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del  teorema  fondamcntnle  del  metodo  BÌmbolico,  che  ogni  coTarìante  può  scrifersi 
come  aggregato  di  prodotti  simbolici  di  Torina  prefissa. 

Capelli  si  è  particolarmente  occupato  dell'estensione  dello  s?Ìluppo  in  serie 
di  Clebsch  e  Gordan  alle  forme  con  più  serie  cogredientì  di  n  variabili- 

Per  esempio  per  una  Torma  ternaria  con  3  serie  f{x  ;  j/;z)  si  ha,  essendo 
iceyz)  il  determinante  delle  as  ,y  tXi 


Qui  le  <t^^  sono  covarianti  contenenti  soltanto  a;  ed  y;  essi  si  ottengono  da 
f  nel  modo  seguente  : 


=  21ft.D^  D^'D^"DVaPr, 


dove  le  k  sono  fattori  numerici,  a  varia  entro  certi  lìmiti ,  e  gli  esponenti  t  di- 
pendono dal  numero  a  in  modo  determinato. 

Nella  sua  prima  dimostrasione  (*)  Capelli  si  serve  del  simboli  di  AronboM. 
Partendo  dal  caso  particolare  1=1  ,  egli  stabilisce  dapprima  la  seguente  scom- 
posizione : 

f(x  ,y,ir  "'"  V'''  =  "'«?  +  ^>^^  +  (xy2)(a6c)H  , 

dove  le  forme  tp^tj^.H  non  contengono  più  la  variabile  z. 

Lo  studio  del  sistema  d'equazioni  diofantee  aventi  luogo  tra  gli  esponenti  d« 
fattori  simbolici  a,, ,  cl,  ,  b^  ,  by  ,  e, ,  c^  in  f  e  if  mostra,  che  queste  due  forme  si 
compongono  ciascuna  mediante  un  determinato  numero  di  forme  linearmente  in- 
dipendenti, le  quali  si  ottengono  direttamente  da  a^'^b^e,  mediante  polaritia- 
zione  rispetto  alle  y. 

Di  qui  si  deduce  successivamente  la  precedente  formoh  generate,  moltiplì- 
.cando  i  due  membri  dell'espressione  di  aj."  6^"  e,  per  altri  fattori  e,. 

D'allora  in  poi  l'autore  si  è  continuamente  occupato  della  semplificaiìone  della 
dimostrazione  (**).  Egli  è  giunto  al  risultato,  che  fi  teorema  apparitene,  piuOaio 


(*)  Capelli,  Ctiorn.  di  mat.  XVHI  p.  17-34  (1880). 

(**)  Fondamenti  (18&!)}  Palermo  Rend.  I  p.  133-136  (1886);  Katfa.  Ann.  XXXVH 
p.  1-37  (1891)  ;  Rend.  Acc.  Lincei  (4)  VII, ,  p.  161  167  (1891);  (5)  I,  p.  3  9  (1892;, 
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che  ciHa  teoria  delle  forme ,  alla  teoria  astraila  dei  processi  dì  polarizza zione 
D  (V.  sopra).  I  punti  principali  dell'uUima  dìmoslriiEÌone  sono  :  primo,  che  la  dif- 
ferenta  fra  due  prodotti  formati  collo  stesse  i  operazioni  D  disposte  in  ordine  di- 
verso può  comporsi  linearmente  mediante  prodotti  d'un  numero  minore  di  opera- 
EtOQÌ  D;  secondo,  la  indipendenza  lineare  di  certi  prodotti  di  tal  natura;  terzo, 
la  riduzione  del  processo  (t  a  processi  D. 

Un  scttocaso  dello  sviluppo  di  f{CD  ,  y  ,  z)  (per  restare  nel  campo  ternario)  che 
trova  assai  spesso  applicazione,  è  quello  che  si  presenta,  quando  n  =  l  e  dì  più 
le  y,jx  ilgarano  soltanto  nelle  combinazioni 


\    Vi      xt    \ 

cioè  quando  la  forma  primitiTa  f  dipenda  soltanto  dalle  Tariabili  x  e  dalle  loro 
controgredienti  u.  Clebscti  chiama  f  in  questo  caso  un  connesso  (*). 

Questi  connessi  possono  trattarsi  dirottamente,  come  mostrò  Gordan  (**)  già 
nel  1873  ;  f  può  STÌlupparsì  in  una  serie  finita  di  potenze  di 

«„  =  «,  (c,  +  u»  or,  +  «j  ai,  , 

ÌD  modo  che  i  coeOlcienti  sieno  connessi  normali ,  cioè  tali  da  annullare  identi- 
camente una  certa  forma  intermedia. 

Per  mettere  in  chiaro  ciò.  noi  seguiremo  l'esposizione  di  Study  {***). 

Se  /  è  data  simbolicamente  sotto  la  forma  a^^'^Vt^,  si  ottengono  mediante 
ripiegamento  le  : 

4*  f=  (aa)*  (V"""*  "."*  -  {ft  =  t ,  2  , . . .) 

cio&  i  più  semplici  scorrimenti  di  f;  se  in  particolare  Af  si  annulla  identicamente,, 
f  si  chiama  un  connesso  normale. 
Si  dimostra  anzitutto  : 
I.  Che  ogni  connesso  degli  ordini  m,n  ammette  un  coTariante,  lineare  nei 
eoefBcienti  di  f,  degli  stessi  ordini,  il  quale  è  un  connesso  normale. 


(♦)  GSttìnger  Naehr.   1872  p.  429-449 ,  Math.  Ann.  VI  p.  205-215  (1872),  Cfr 
Clebachea  Gordan,  Math.  Ann.  I  p.  359-400  (18691. 

(*♦)  Math.  Ann.  V  p.  95-122,  specialmente  §g  4-6. 
(*•*)  Methodcn  etc.  ,  U  §  3. 
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Inflitti  l'aggregato: 

I  Go  =  ^+0,U,A/"+0,t(,*AV+  ..  . 

rappresenta ,  quiilunque  sieoo  ì  numeri  (razionali)  a ,  un  covariante  lineare  di  f 
degli  orilini  m  ,  n. 

Qui  le  a  possono  determinarsi  univocamente  per  via  ricorrente,  in  modo  cbe 
sia  AG^sO,  cioè  che  G^  sia  un  connesso  normale. 

II  teorema  I  cosi  dimostrato  si  applica  ora  successivamente,  come  già  ad  f, 
alle  forme  A/*,  &Y e  hì  generano  cosi  i  connessi  elemenfart  Gg ,  G, ,  G,  ,... 

Si  costruisca  poscia  analugamcnte  l'aggregato  : 

II  Go  +  6,«^G, +  6,VG,+  .... 

e  si  cerchi  di  identìQcarlo  colla  forma  primitiva  f  determinando  opportunamente 
i  coedlcienti  numerici  b.  Ciò  pu6  farsi  in  modo  unico,  giacctiè  le  b|  si  calcolano 
risolvendo  un  sistema  lineare. 

Così  r|UHlunqiie  connesso  f(ai  ;  u)  può  svilupparsi  in  una  serie  procedente  se- 
condo le  potenze  di  u,, ,  1  cui  coefRcienti  sono  connessi  normali 

Nel  tempo  stFsso  si  trae  dalla  dimostriizione  medesima  t'importante  conse- 
gucnia,  che  Ì  coefficienti  dei  connessi  elementari  Gj  — a  parte  la  limitaKionc  a  cui 
sono  soggetti  in  causa  delle  condizioni  16^  =  0- nono  tra  loro  indipendenli. 

Study  Ila  presentato  la  teoria  di  questi  sviluppi  iu  serie  in  modo  ancora  più 
chiaro  coll'aiuto  della  dualità. 

Se  2  connessi  f=a^''u^  ,  Q~b*v.^  sì  dicono  con  Eosanes  (•}  com'uj*i((, 
quando  l'invariante  simultaneo 

\f.S\  =  «,'>'' 

si  annulla,  gli  sviluppi  in  serie  (secondo  connessi  elementari)  di  2  connessi  degli 
ordini  m  ,  n  ;  n  ,  m  presentano  la  notevole  corrispondenza  reciproca,  che  ogni  ter- 
mina aj Gì  delCuna  serte  i  coiiiu;;aIo  a  qualunque  termine  u^*  Gj,'  dell'altra, 
escluso  il  caso  in  cui  gl'indici  i ,  /(  sono  tra  loro  eguali. 

Teoremi  del  lutto  analoghi  valgono  per  gli  sviluppi  dì  forme  con  due  serie  di 
variabili  cogredienti. 

Study  ha  pure  dimostrato,  che  gli  sviluppi  in  discorso  mantengono  le  loro  pro- 
prietà essenziali  anche  quando  il  connesso  ]iroposto  /  non  è  generale,  ma  è  nor. 
male  (*'j. 


(*)  Cfr.  II,  D,  6. 
(•*)  L.  o.  II  §  8. 
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Infine  lo  stesso  autore,  dietro  studio  profondo  della  varietà  rappresentata  dai 
coellicienti  dello  sostituzioni  e  ili  certi  campì  invarianti  parziali  in  e^sa  contenuti, 
ha  dato  degli  sviluppi  in  serie  un'interpretazione  geometrica,  o  per  dir  meglio 
materiale  {'). 

e)  Sostituzione  di  derivate  omogenee. 

SyWester ,  come  si  è  notato  noli'  introduzione  (") ,  ha  generato  una  forma 
invariante  simultanea  ponendo  in  una  forma  ¥[xì  le  derivate  prime  d'una  forma 
G{u)  in  luogo  delle  variabili  x  con  esse  cogredicnti.  Se  F(a;}  in  particolare  è  gi& 
un  covariante,  G(u)  un  controvariante  dì  forme  primitive  proposte,  mediante  quel 
processo  si  oitiene  un  nuovo  controvariante. 

Pili  recentemente  Sylvester  (•")  ha  dato  ancora  un  altro  principio  per  dedurre 
una  terza  forma  inrariantiva  da  due  date.  Esso  è  degno  d'attenzione  anzitutto  per 
Ih  sua  origine,  inquantoctiè  essa  sì  fonda  sopra  una  relazione  semplice  esìstente 
tra  il  gruppo  delle  sostituzioni  delle  variabili  se  e  il  gruppo  delle  sostituzioni  dei 
coellicienti  a  d'una  forma  primitiva  generato  da  quel  grnppo. 

Per  renlere  più  perspicua  tale  relazione,  occorre  dapprima  preparare  la  for- 
ma primitiva  (****},  cioè  dare  ni  coeOlcienti  a  come  fattori  numerici  le  radici  qua- 
drate dei  curriapondunti  coofHcientì  polinomiali.  Allora  due  sosUtiiz ioni  reciproche 
delle  X  generano  sempre  due  sostituzioni  [reci'proc/ie  dalle  a.  Abbiasi  ora  un  co- 


(*)  L.  0.  n  §  12. 

{**)  V.  sopra.  —  Sharp  (Proceedinga  of  the  London  math.  soc.  XIII  p.  216-239 
1882)  ha  fatto  un'interessante  applicazione  dei  primi  teoremi  di  Sylvester  sulle 
sostituzioni  di  derivate  omogenee,  mostrando  come  la  natura  invariantiva ,  spe- 
cialmente rispetto  alle  sostituzioni  ortogonali,  della  maggior  parte  delle  espressioni 
differenziali  che  sì  presentano  nella  fisica  matematica,  sia  subordinata  a  quel  principio. 

Burkhardt  ha  posto  in  modo  sistematico  i  sistemi  completi  d'invarianti  di  gruppi 
ortogonali  al  servizio  della  fisica  matematica  (ottica)  ;  v.  Math,  Ann.  XLIII  p.  197- 
215  (1893),  dove  anche  (p.  215)  viene  citata  la  letteratura  inglese  affine. 

Study  (Leipziger  Ber.  1892  p.  122-161)  ha  applicato  la  derivazione  rispetto  ai 
coefficienti  di  una  sostituzione  ortogonale  alla  formazione  di  invarianti  di  gruppi 
finiti. 

(*•*)  Joum.  far  Math.  LXXXV  p.  89-114  (1878).  Cfr.  le  considerazioni  più  ge- 
nerali di  Hurwitz,  Math.  Ann.  XLV  p.  381-404  (1894). 

(****j  Questi  coefficienti  preparati  si  presentano  del  resto  gìk  in  Clebsch,  GOt- 
tinger  Abh.  XVH  p.  14  (1872.1. 
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variante  FCx)  ed  un  controvariante  G(u),  e  si  sostituiscano  alle  o  in  F(a;)  le  de* 

8G(u) 
rifate  '-r — ,  alle  x  le  u  ;  bi  ottiene  un  nuovo  controvariante. 
oa 

In  modo  analogo  da  due  covarianti  se  ne  può  dedurre  un  terzo. 

II  processo  di  sostituzione  testé  descritto  può  però  anche  applicarsi  ai  ter 
mini  principali  dello  forme  F(x) ,  G(u).  Se  in  uno  di  essi  si  pongono  io  luogo 
delle  a  le  corrispondenti  derivate  dell'altro,  si  ottiene  un  nuovo  termine  principale 
d'un  covariante  o  controvariante- 

Mentre  Sylvester  dimostra  il  lemma  poc'anzi  enunciato  successivamente  pel 
campo  binario,  ternario,...,  Lipschitz  (')  ne  ba  dato  una  dimostrazione  diretta. 
Egli  pone  il  teorema  in  questione  in  rapporta  immediato  con  uno  analogo,  il  quale 
completa  da  un  altro  lato  le  relazioni  tra  il  gruppo  delle  variabili  e  quello  dei  coef- 
ficienti. Si  ba  infatti ,  che  anche  due  aostiluzioni  trasposte  della  prtnut  specie 
danno  tuogo  a  due  analoghe  della  seconda. 

Sludy  (**)  ha  esteso  quest'ultimo  teorema  ai  connessi,  e  ne  ha  tratto  alcune 
conseguenze  ,  che  lasciano  vedere  come  il  vero  fondamento  di  questi  fatti  slia  nel 
ftrtncipt'o  dt  dualità. 

Se  si  considera  cioè,  oltre  un  primo  connesso  f{x  ,  U')  un  secondo  9(x  ,  u) 
cogli  ordini  invertiti,  e  scritto  pure  .sotto  forma  preparata,!  due  gruppi  delle  so- 
stituzioni dei  coefficienti  sono  trasposti  l'uno  rispetto  all'altro. 

Infatti,  designando  i  coelficienti  delle  due  forme  rispettivamente  eoa  a  ,  b  e 
i  trasformati  con  a' ,b',  si  ba  :  lab  =  La'b',  cioè  lab  è  un  covariante  idenitco 
precisamente  come  Zxu  (***)■ 

Dì  qui  segue  ancora  cbe,  se  F  denota  una  funzione  qualsiasi  delle  a,  le  j- 
sono  cogredienti  alle  6. 

Su  ciò  sì  fonda  l'applicazione  dei  concetto  di  evellanle  ai  connessi  ;  basta  so- 


(*)  American  journal  I  p.  336-346  (1878);  cfr.  le  oBBervazioni  relative  di  Syl- 
vester, ivi  p.  341-343. 

Una  dimostrazioiLe  8Ìmbolic&  semplice  del  teorema  snile  sostituzioni  trasposte 
fu  data  da  le  Faige,  Uatli.  Ann.  XV  p.  206-210  (1879). 

(♦*)  Methoden  p.  36  e  segg. 

(***)  Iie  ricerclie  antiche  e  recenti  di  Sylveeter  anlla  sostituzione  delle  derivate 
alle  variabili  od  ai  coefficienti  possono  evidentemente  estendersi  al  caso  dì  due  serie 
di  variabili  qualsiasi  corrispondentiei  duali  a  ticam  ente  p,U"-  r  Pivi' •••  t  giacchà  la 
somma  £s-r,...  n;„>j'...  è  ancora  un  covariante  identico. 
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processo  può  ripetersi;  i  coefficienti  del  ft-esimo  cvettante  sono  le  deridale  par- 
Ei»l)  d'ordine  k  del  connesso  F. 

0  Equazioni  differenziali. 

Già  nell'introduzione  si  &  tenuto  conto  della  parte  avuta  da  Aronhold,  Sylvc- 
ster,  Cayley,  Brioscbi,  Betti  nella  costruEÌone  delle  equaiioni  dilTerenziali  degli  in- 
Tarianti  d'  una  o  più  forme  primitive  (*).  I  progressi  raggiunti  nel  periodo  più 
recente  si  riferiscono  particolarmente  al  significato  intimo,  alla  connessione  reci- 
proca  ed  alla  conseguente  riduzione  di  quelle  equationi. 

Dopoché  Clebsch  ebbe  assodato  la  necessità  di  introdurre,  per  la  formazione 
degl'inva  rianti  d'un  sistema  di  forme  primitive  a  più  serie  dì  variabili,  i  minori 
PtkfPat,  ••  dei  determinanti  che  possono  comporsi  mediante  n  di  tali  serie  come 
variabili  indipendenti,  sorse  anzitutto  la  questione  di  modificare  le  equazioni  dtf- 

ferenztali  degl'  invarianti  d'una  forma  primitiva  /'(x,  ,  ce ,  ai,)  in  modo  cbo 

esse  valgano  per  una  forma  invariantiva  di  f  la  quale  contenga ,  oltre  alle  a;  ed 
alle  controgredientì  u,  una  sola  serie  di  ciascun  tipo  di  variabili  intermedie  p» , 


Tale  questione  fu  risolta  in  generale  per  la  prima  volta  recentemente  da 
Forsyth  ('"). 

Partendo,  secondo  il  metodo  di  Lìe ,  da  una  sostituzione  infinitesimale  delle 
X ,  cioè  da  una  sostituzione  1  cui  coefficienti  diCTeriscano  solo  di  quantili  infini- 
tesime S  da  quelli  della  soBliluztone  unità  x,  =  Xi,  egli  calcola  le  variazioni  che 
subiscono  conseguentemente  quei  sottodeterminanti  Pf^  >Pf»  •-.  u  ed  i  coelficìenti 
a  della  forma  primitiva.  A  tal  fine  basta  considerare  soltanto  le  prime  potonz^ 
delle  S. 

P.  es.  si  ottengono  cosi  per  l'invariante  J  d'una  forma  quaternaria  f(Xf,at 
CDi,x^),  i  cui  coefilcienti  sieoo  Oftì^,  sei  equazioni  lineari  a  derivato  parziali 
del  tipo  : 


V  W  ^  aj  dj  SI  di         èJ 

7  .  7 .  ?    in. =  rr..  — —  J-  n.. n.. >  «- 


Zj  Zd  Z.  <«*-.,*+M.«  air:::  =  «^1 3^ + p..  9^  -  p»  5^,  -  «.  9^  • 


A'oR  *'  lia  alcuna  dìfilcoltà  di  principio  a  considerare  per  questa  via  forme  pri  - 
mitive  in  cui  entrano  tutte  o  in  parte  le  ai ,  p^jt ,  p^f , .  . . ,  u. 

Il  fatto  stabilito  da  Clebsch,  che  le  n*  equazioni  difTerenziali  di  Aronhold  per 


(*)  Intorno  al  rapporto  scoperto  da  Clebsch  dei  conDessi  colle  equazioni  diffe- 
renziali, ed  alla  possibilità  che  ne  risalta  di  trattare  queste  in  biise  a  prìncipii  al- 
gebrici, vedi  Ctebsch-Lindeinanii  B.  I,  Th.  2,  Àbth.  7. 

(••)  London  Proc.  XIX  p.  24-46  (1888).  Ofr.  Capelli  nei  gii  citati  Fondammii 
e  Desmj'ts  in  alcnne  memorie  del  Ball.  Belg.  (1892-94), 
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un  inviiriante  assoluto  costituiscono  un  sistema  completo,  cioà  cbe  l' applieasione 
dei  metodo  delle  parentesi  conduce  soltanto  a  combinazioni  lineari  delle  cquattoni 
primitive  ,  apparisce  dal  punto  di  vista  della  teoria  generale  di  Lie  sotto  un  aspetto 
assai  evidente. 

Giacché,  menfre  le  equazioni  differenziali  dell  invariante  dicano  semplice- 
mente  che  esso  ammette  tulle  le  soslituzioni  infinilesimali  delle  variabili  (e  dei 
coe/^ctenrt)i  l<^  propTietà  del  sistema  di  essere  completo  corriaponde  aWalira  delle 
sostilusioni  di  formare  un  gruppo. 

Study  (')  ha  studiato  più  davvicino  questa  relazione  per  grinvariantì  proiettiri, 
ed  ha  mostrato  in  particolare ,  cbe  certi  ag^'regati  di  equaeioni  dìITereniiali  pos- 
siedono un  significato  immediata  nella  teoria  delle  forme  si  in  senso  simbolico 
ohe  non  simbolico.  Gordan ,  come  si  è  gi&  notato  sopra ,  era  giunto  a  questo  ri- 
sultato pel  campo  binario. 

Study  (**;  rappresenta  anzitutto  una  trasformazione  lineare  delle  ce  mediante 
una  forma  T  bilineare  nelle  x  ,u.  Poscia  l'insieme  delle  forme  T  viene  rappre- 
sentato, p.  es.  nel  campo  ternario,  sopra  uno  spaiìo  lineare  di  punti  R  a  9—1=8 
dimensioni  ;  questo  spazio  R  viene  quindi  trasformato  mediante  un  gruppo  ad  otto 
parametri. 

Alla  trasformazione  i<lentica  u.  corrisponde  un  punto  invariante,  il  punto 
unità  :  all'insieme  delle  trasformazioni  T'  di  discriminante  nullo  corrisponde  unt 
varietà  lineare  a  7  dimensioni  B'. 

Ogni  trasformazione  infinitesimale  ha  per  imagine  io  R  una  rcfla  passante 
pel  punto  unità.  Se  si  determ,ina  ora  questa  retta  mediante  il  suo  puiUo  (f  in- 
tersezione con  R',  si  viene  cosi  a  far  corrispondere  biunivocamente  ad  ogni  tra- 
sformazione infinitesimale  una  defermtnara  T'  finita  di  discriminante  imllo , 
e  la  forma  bilineare  T  costituisce  nel  medesimo  tempo  un  simbolo  per  la  tra- 
sformazione infinitesimale. 

Per  questa  via  si  giunge  ad  una  scrittura  simbolica  chiara  per  ie  equazioni 
differenziali  degl'invarìunti  J  d'una  forma  primitiva  f. 

Il  significato  non  simbolico  delle  equazioni  è  allora  espresso  dacia,  che 
l'cvettantc  J'  di  J  dà  origine  ad  un  certo  covariante  simultaneo  di  J  ed  ^  che  dif^ 
ferisce  dal  prodotto  Fu^  solo  per  un  fattore  numerico. 

Uel  resto  in  teoremi  di  questa  natura  gl'invarianti  razionali  interi  non  hanno 
più  nulla  di  particolare;  in  luogo  di  essi  può  considerarsi  anche  un  invariante 
razionale,  algebrico  od  analitico. 

Si  presenla  ora  l'altra  questione,  quale  sia  il  minimo  numero  d'equazioni  in- 
dipendenti a  cui  può  ridursi  l'intero  sistema  delle  n*  equazioni  dilTercniiaU. 

Questo  minimo  numero  di  equazioni  deve  avere  la  proprietà ,  che  formando 


(*)  3ietho4en  eto. ,  II  { 
{**)  L.  e.  %  16. 
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ripetutamente  mediante  esse  le  p;ircntr'3Ì  devino  l'otersi  ottenere  tutte  le  altre 
equazioni  del  sistema. 

Dalla  testé  ricordata  rappresentazione  ilcllu  sostituzioni  ìnfiuttesimali  meiliante 
forme  bìlineari  di  discriminante  nullo  può  dedursi,  che  il  numero  minimo  cercato 
è  due  (•), 

Un  altro  metodo  di  riduzione  è  dovuto  a  Kronccker  (**)  Kgli  compone  la  so- 
stitusìone  lineare  generale  di  n  variabili  mediante  unn  serie  dì  costituzioni  più 
semplici  tali  che  l'insieme  di  queste  abbia  lo  stesso  efTistto  di  quella.  È  opportuno 
prendere  come  sostituzioni  semplici  quelle  in  cui  Ih  trasformazione  sì  estende  a 
due  sole  variabili  ,  e  più  particolarmente  quelle  in  cui  tali  variabili  mutano  solo 
per  un  fattore  costante. 

Cosi  sì  giunge  per  esi-mpìo  a  2;i— 2  sislemi  semplici  di  decomj>osizìoni  con 
coellicìenti  numerici:  le  2n-2  equazioni  diflurenziali  corrispondenti,  le  quali  espri- 
mono che  un  invariante  rt^sta  inaltcmtu  per  ciascuna  delle  2n  — 2  sostituzioni, 
equivalgono  coropictaiiiente  al  sisteina  delle  n*  equazioni  difTerenziali  di  AronhoM. 

Per  gl'invarianti  assoluti  a  quelle  'ìn-1  equazioni  se  n'aggiunge  ancora  una. 

Kronecker  osserva ,  che  le  sue  equazioni  si  sono  ottenute  senza  (■••)  1'  uso 
(l'nlcun  simbolismo;  che  inoltre  per  caratterizzare  gl'invarianti  nessuna  di  quelle 
2n  -  2  0  2n  -  l  equazioni  è  superflua  ;  infine ,  che  appunto  la  riduzione  da  lui 
effettuata  delle  n*  equazioni  primitive  a  2fi-I  ci  dà  piena  ragione  delle  relazioni 
esistenti  tra  le  n*  equazioni  e  custìtueati  secondo  A.ronhold  le  loro  condizioni  dì 
coesistenza. 

Finalmente  accenneremo,  che  l' iinportanza  delle  equazioni  dilferenziali  a  cui 
soddisfanno  gl'invarianti,  a  parte  la  facilitazione  pratica  a  cui  esse  danno  luo^o 
nel  calcolo  di  questi,  si  fonda  anzitutto  su  ciò,  che  esso  fino  ai  tempi  più  recenti 
hanno  offerto  l'unico  metodo  generale  per  la  trattazione  no»  simbolica  della  mag- 
gior parte  dei  problemi  attinenti  alla  teoria  delle  forme.  Giacché  l'altro  metodo 
non  simbolico  d^lle  forme  canoniche  può  stabilirsi  in  modo  completa  soltanto  col- 
l'uiuto  di  quelle  equazioni  dilTerenziali  (****), 

{coniinua} 

(*)  Cfr.  8U  ciò  le  osservazioni  di  Kronecker ,  il  quale  ridace  il  fatto  accennato 
ad  un  teorema  della  teoda  delle  sostituzioni  (Beri.  Ber.  1889  p.  504). 

{•*;  Beri.  Ber.  1889  p.  349-362,  479-505,  603-614.— Delle  considerazioni  afiBni 
di  Deruyts  si  farà  cenno  a  luogo  debito,  nel  capitolo  sai  se  min  varianti  (II,  D,   a). 

(***)  Lo  stesso  può  dirsi  del  resto  dello  già  accennate  equazioni  differenziali 
di  Porsyth ,  come  pure  delle  pia  recenti  deduzioni  delle  equazioni  differenziali  dei 
reciprocanti.  V.  II,  C,  e,  ^. 

{****)  Un  altro  processo  non  simbolico  di  cai  già  parlammo  ,  fondato  sali'  oso 
del  processo  ii ,  f a  da  Mertens  (Wiener  Ber.  XCVIII  p.  69l-7d9,  1889)  posto  ia 
relazione  diretta  colle  equazioni  differenziali  delle  forme  ridotte. -Invece  le  ricerche 
recenti  di  Hilbert  vanno  assumendo  sempre  più  un  carattere  puramente  aritmetico* 

VOI..  XXXIT.  ih 
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SUGLI  ENTI  GEOMETRICI  GENERATI  DA  FORME  FONDAMENTALI 

IN  CORBISPONDEnZA  ALGEBRICA 

DI 

GINO    LORIA.    (•) 


L'importanza  della  nozione  di  corridpondeasa  fra  gli  elomenti  di  duo  Tvieti 
della  stessa  specie ,  è  nota  a  chiunque  siasi  occupato  tampoco  di  Geometria  ;  è 
pure  notorio  die  questo  concerrto,  applicato  nel  cnso  più  semplice,  condusse,  nel 
piano,  alla  generazione  dei  luoghi  di  secondo  ordine  e  degli  inviluppi  di  seconda 
classe,  nello  spazio,  alla  doppia  generazione  dolle  quadriche  rigate;  e  che,  svi- 
luppato maggiormente,  condusse  alla  costruzione  per  punti  o  per  piani  delle  su- 
perficie di  secondo  ordine  o  seconda  classe  ,  delle  curve  gobbe  del  teno  ordine 
0  delle  sviluppabili  di  terza  classe.  Di  altri  risultati  interessanti  cbe  esso  diede 
in  uno  stadio  di  ulteriore  evoluzione,  verrà,  tenuto  parola  in  luogo  opportuno  piii 
innanzi.  Ma  già  gli  esempi  addotti  sono  a  nostro  avviso  suOicientì  a  far  sorgere 
la  seguente  questione  generale  o  a  renderne  desiderabile  la  soluzione  : 

Date  r  porrne  geometriche  di  s""  specie  in  corrispondenza  algebrica  (uni- 
voca 0  non),  st  supponga  die  r  loro  elemenli  corrtsponiienlt  ttefcrinmino  una 
nuova  figura  geometrica  ;  studiare  le  proprietà  dett'ente  (che  direno  generato  O 
datlc  forme  date)  coslituilo  da  tulle  queste  figure. 

Scopo  del  presente  scritto  è  di  risolvere  questo  problema  per  forme  foaila- 


(*)  Questa  memoria  venne  una  prima  volta  pubblicata  ott'anni  or  sono  nel  Oior- 
nale  della  Società  di  letture  e  conversaBioni  scientifiche  di  Qeaova  assiema  ad  altra 
destinate  a  ricordare  la  completa  costituzione  della  Facoltà  matematica  genoveao. 
Siccome  alcuni  lavori  posteriori,  ove  sono  studiate  come  nuove  alcune  delle  questioni 
da  me  trattate,  m'inducono  a  credere  che  il  contenuto  di  esso  sia  sfuggito  ai  piA, 
cosi  parmi  opportuno  darle  maggior  diffusione  ripabblioandolo  in  queste  colonne. 

(**)  É  chiaro  ohe  qui  la  parola  generato  ha  un  significato  analogo  a  quello  del 
vocabolo  dato  di  cui  si  servirono  Euclide  e  ì  geometri  Greci. 
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mentali,  n«i  casi  in  cui  la  corrispondenza  siti  univoca;  si  6  falto  eccezione  pel  caso 
di  forme  di  prima  specie,  perchè,  essendo  ogni  corrisponJenza  algebrica  univoca 
fra  due  tali  forme  una  proieUività,  sì  sarebbe  giunti  a  conclusioni  per  lo  pia  co- 
noscluttssime.  Ci  limiteremo  a  enunciare  le  proprietà  più  salienti  delle  figure  ge- 
nerate, lasciando  ad  altri  o  rìserban<lo  ad  altra  occasione  lo  studio  delle  princi- 
pali fra  queste.  Le  dimostrazioni  saranno  per  la  maggior  parte  soppresse;  il  let- 
tore potrà  ristabilirle  basandosi  sui  itrincipl  di  corrispondenza  di  Ctiasies,  di  Sai- 
mon  e  di  Zculhen;  o  meglio  applicando  t  metodi  straordiniiriamente  fecomli  cbe 
il  Sig.  Schubert  ha  riuniti  nell'importante  sua  oppra  recanto  il  titolo  KalhUl  der 
abzàhlenden  Geometrie  (*).  Del  resto  parecchi  risnltali  esposti  non  sono  nuori  — 
come  ciascuno  potrà  desumere  dalle  citaKiooi  che  abbiamo  avuto  cura  di  fare -e 
presero  posto  in  questa  memoria  unicamente  per  render  manifesti  i  legami  cbe 
essi  hanno  fra  loro  e  con  quelli  che  forse  presentano  qualche  novità. 

Malgrado  l'attenzione  che  abbiamo  posta  net  ricercare  i  casi  più  importanti 
da  studiarsi,  non  ci  lusinghiamo  di  aver  fatto  conno  di  tutti  ;  gli  è  che  nel  deter- 
minarli, oltre  alle  difTicoltà  inerenti  a  qualsiasi  ricerci  di  questo  genere,  si  è  alle 
prese  con  qualche  cosa  di  personale  dovuto  al  significato  più  o  meno  esteso  che 
ognuno  attribuisce  alla  frase  i  generazione  [di  una  il^^ura  mediante  altre  ».  Noi 
ci  sforzammo  di  atlriijuirle  il  senso  più  lato  i  al  lettore  intelligente  6  riserbato  di 
scoprire  se  ,  ciò  non  ostante,  esistano  altro  figure  degno  di  studio  generabili  con 
forme  fondamentali  in  corrispondenza  algebrica. 


54. 


Enti  generati  da  due  forme  fondamentali  di  I.*  specie 
in  corrispondenza  (m  ,  n),     (**) 


1.  Due  fasci  di  piani  di  assi  r  ,  s  in 
corrispondenza  (m  ,  n)  generano  una  ri- 
gata di  grado  m+n  luogo  delle  oo<  rette 
in  cui  s'intersecano  lo  coppie  di  piani 
corrispondenti.  L'  asse  r  del  primo  fa- 
scio é  una  generatrice  n~pia  della  su- 
perficie, mentre  l'iisse  s  del  srcQndo  ne 
è  una  generatrice  »i-pla.  Nel  primo  fa- 
scio esistono  2m(n— l)  piani  tali  chn  11 
Itruppo  corrispondente  a  uno  di  essi  ha 
un  elemento  doppio  :  nel  secondo  ve  ne 
sono  2n(m  -  1).  ' 


Due  punteggiate  di  sostegni  r ,  s  in 
corrispondenza  (n  ,  m)  generano  una  ri- 
gata di  grado  m+n  luogo  delle  w*  rette 
che  congiungono  le  coppie  di  punti  cor- 
rispondenti. Il  sostegno  r  della  prima 
punteggiata  6  una  generatrice  n  —  pia 
della  superficie,  mentre  i'nsse  s  dei  se- 
condo ò  una  ^cneriitrìce  m  -  pia.  Nella 
prima  punteggiata  esistono  2n(nt— I) 
punti  tali  che  il  gruppo  corrispondente 
a  uno  di  essi  h;i  un  elemento  doppio; 
nel  secondo  ve  ne  scmo  2m(n—  1). 


(*j  Leipzig,  1879. 

\**l  Tale  cioè  che  ad  ogni  elemento  della  prìiait  forma  corrispondono  m  elementi 
della  seconda,  e  ad  ogni  elomeato  della  seconda  n  elementi  della  prima. 
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Ogni  superficie  generabile  col  procedimento  ora  imlìcnto  a  destra,  lo  è  pure 
con  quello  su;;gerito  a  sinistra,  e  vicecersa. 

Cosi  particolari.  Per  m  =  I  ,  n  =  I  si  ottiene  II  doppio  modo  di  generare  una 
(juadricii  ri<;ala  con  forine  fondamenti) li  di  prima  specie  proiettive.  Per  m  =  l  , 
n  =  2  si  ha  la  gcncraiione  dello  rigate  di  terzo  grado  che  il  Sig.  Emilio  Wejr 
pose  a  fondamento  del  suo  studio  di  tuli  superficie  (*).  Per  m~t,  n  =  2  si  ha 
la  generazione,  di  un  gruppo  di  rigate  di  quarto  grado  della  quale  si  è  servito 
recentemente  il  Sig.  Rohn  (,**)  nelle  sue  ricerctie  sulle  formo  delle  rigate  di  questo 
grado  Infine  per  Tn=2 ,  n=3  si  ottiene  una  nota  rigata  di  quinto  grado  e  primo 
genere  (•"•). 

Se  gli  assi  r,s  dei  due  fasci  dianti  i  Se  i  sostegni  r,s  delle  due  punteg- 
consiiicrati  s'incontrano,  la  superficie  glate  dianzi  considerate  s'iocontraDO,  U 
generata  riducesi  a  un  cono  d'ordine  :  superficie  generata  riducesi  a  una  curva 
«i-j-n  avente  Ih  retta  r  per  generairi-  piana  di  classe  m+n  avente  la  retta  r 
ce  n  — pia  e  la  retta  a  per  generatrice  per  tangente  tn  — pia  e  la  retta  s  ptr 
m  — pia.  I  tangente  n  — pia. 

L'ipotesi  ni-1  ,  n=1  ci  riconduce  a  casi  particolari  ben  noti:  quelli  di  m=ì, 
n  =  2  ci  dà  lu  generazione  dei  coni  cubici  ruzionali  e  delle  curve  piane  di  terza 
classe  razionati,  pure  stU'Jiatit  dal  Sig.  Wt'yr  (*'••). 

2.  Due  fasci  di  raggi,  aventi  per  centri  i  due  punti  A. ,  B  e  per  sostegni  i  due 
piani  a,^,  siano  in  corrispondenza  {m,n):  due  loro  raggi  corrispondenti  deter- 
minano una  congruenza  lineare  il  cui  luogo  è  un  complesso. 

11  cono  del  complesso  corrispondente  i  La  curva  del  complesso  corrìsponden- 
a  un  punto  P  è  generato  (v.  n."  I)  dai  tn  a  un  piano  ic  è  generata  (v  n.**  1) 
fasci  di  piani  che  proiettano  da  P  i  dati  ilalle  punteggiate  in  cui  il  piano  ic  è  se- 
fasci  di  raggi.  I  dito  dai  fasci  dati. 

Il  complesso  è  in  conseguenza  di  grado  fn  +  n. 


I  coni  del  complesso  passano  tutti  per 
i  centri  dei  duo  fasci  e  per  gli  m  +  n 
punti  S  della  retta  a^  in  cui  s'incon- 
trano due  raggi  corrispondenti  dei  due 
fasci. 


Le  curve  de)  complesso  toccano  tutte 
sostegni  dei  due  fasci  e  gli  m+n  pia- 
li a  per  la  retta  AB  in  cui  stanno  due 
raggi  .corrispondenti  dei  due  fasci. 


.  (*)  Geometrie  der  rSamlichen  Erzeugnissen  etn  —  xweideutiger  geùmetriiehen 
Elementargebilde,  inàbesondere  der  EegeìJUtchen  dritier  Ordnung.  (Leipzig,  1870). 

(**)  Mathematische  Annalen,  T.  XXVllI. 

{***)  SchWftrz,  G.  di  Borckardt  T.  LXVIl. 

(****/  Theorie  der  mekrdeuligen  geometrischen  Elementurgebilde  u.  s.  w,  {1-eìp- 
zig,  1869). 
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O^ni  punto  S  sta  su  un  piano  «. 


Il  cono  del  complesso  corrispomlente 
a  un  punto  F  di  a  (o  ^)  const'i  Ap.Ì  piano 
a  (0  risp.  ^)  contino  n  (rìsp.  m)  voUe 
e  degli  m(risp.  n)  piani  che  lo  congiun- 
gono ai  ra^;j<i  del  Sficondo  (o  primo)  f.i- 
scio  corrispomienti  al  ragii^io  del  prim) 
(risp.  scconilo)  pnssantc  per  P.  Invece 
il  cono  del  complesso  corrispondente  a 
un  punto  di  un  piano  a,  consti  di  que- 
sto piano  e  di  un  cono  d'ordind  mf»-l. 
Quindi  i  piani  a,  ^,  a  fanno  parte  della 
supcrBcie  singolare  del  complesso. 


La  curva  del  complesso  corrisponden- 
te a  un  piano  i;  per  \  (o  B)  consta  del 
ponto  A.  (o  risp.  B)  contato  n  (risp.  m) 
volte  e  de);;1ì  m  (risp.  n)  punti  in  cui 
osso  è  iuuontrAto  dui  ragi^l  del  secomto 
(o  primo)  fascio  corrispondenti  h1  ra;;- 
gio  del  primo  (risp,  secondo)  posto  in 
n.  Invece  la  curva  del  complesso  corri- 
spondente a  un  piano  per  un  punto  S 
consta  di  questo  piano  e  di  una  curva 
di  classe  nn-n~l.  Quindi  i  punti  A, 
B.  S  fanno  parte  della  3UperQ;ie  singo- 
lare del  complesso. 


Caso  parlicolare.  Per  m  =  n=\  si  ha  un  notissimo  complesso  di  secondo 
gra'lo,  quello  tetraedrale.  La  sua  superficie  è  formata:  come  luogo  dai  piani  a. ^ 
e  dai  due  piani  a  ;  come  inviluppo  dai  punti  A  ,  B  e  dai  due  punti  S  ;  è  facile 
dimoslrare  (*j  che  in  tal  caso  il  complesso  si  può  considerare  come  insieme  dello 
rette  che  proiettano  i  vertici  di  un  tetraedro  con  un  gruppo  di  piani  o  ne  incon- 
trano le  facce  in  un  gruppo  di  punti  di  dato  rapporto  anarmonico. 

3.  Una  punteggiata  e  un  fascio  di  piani  in  corrispondenza  (m ,  n)  generano 
tn  +  n  coppie  di  punti  e  piani  incidenti. 


i.  Una  punteggiata  e  un  fascio  di  rag- 
gi in  corrispondenza  (m,n)  generano  un 
cono  (li  classe  m  +  n,  quello  stesso  che 
(n.  1)  ò  generato  dal  fascio  dato  e  dal 
fascio  di  raggi  che  si  ottiene  proiettan- 
do dal  centro  dì  quello  la  data  punteg- 
giata. 


Dn  fascio  di  piani  e  un  fascio  di  raggi 
in  corrispondenza  (m  ,  n)  generano  una 
curva  piana  d'ordine  m+v,  quella  stessa 
che  (n.  1)  è  generata  dal  fatelo  di  niggi 
dato  e  dal  fascio  di  raggi  che  si  ottie- 
ne secando  col  piano  di  esso  il  dato  fa- 
scio di  piani. 


5  2. 

Enti  generati  da  tre  forme  di  I.*  apeoie  in  oorrJspondenza  algebrica  (*•). 

5.  Tre  fasci  di  piani  fra  cui  passi  una  l  Tre  punteggiate  fra  cui  passi  una  cor- 
corrispondenia  della  specie  indicata  nella  rispuinlenza  della  specie  indicata  nella 
nota  di  questa  pagina,  generano  con  le  |  noia  di  questa  pagina  ,  generaoo   con  i 


(•)  Cfr.  Sturm  ,  Jovmal  f.  d.  r.  u.  a.  MathemaHk.  T.  CI ,  p.  164. 
t**>  Per  stabilire  una  corrispondenza  algebrica  fra  tre  forme  omonime  di  1.»  spe- 
9Ìe  F, ,  F^ ,  F, ,  in  modo  ah^  queste  siano  trattate  tutte  egualmente ,   eapporremo 
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intersesioni  delle  terne  dì  piani  corri' 
sponienti,  una  curva  d'ordinn  n,  nt,  m, 
+  n,  THi  m,  +  n,  m,  m,  avente  comuni  n- 
8p.  m,CntTftj  +  jtj  Wfì,  »ij(iijT»,  +  n,m,), 
e  ma(w,ni»+ n,m,)  punti  con  gli  assi 
dei  tre  fasci. 


piani  congiungenti  le  terne  di  punti  cor- 
ris|>onilcnti,  un»  sviluppabile  dulk  classe 
n^m^m,  +  Ti,tn,rft,  +  n,Fn,mt  di  cui  pas- 
sano risp.  m,  (>)|  ni,  +  it,  m^) ,  tn,  (n,  m, 
4-»,  ni,)  e  m,  (il,  m, -|-n|  m,}  piani  pei 
sostegni  delle  tre  punteggiate. 


Per  m|  =  nj=1  si  ottiene  una  notissima  generazione  delle  cubiche  gobbo  e 
delle  sviluppabili  di  lena  clussc. 

6.  Dati  tre  fasci  di  raggi  in  corrispondenza  algebrica  ,  si  considerino  le  «' 
Gchiere  rigate  (*)  determinate  ciascuna  da  tre  raggi  corrispondenti  come  diret- 
trici ;  il  loro  luogo  è  una  congrueni'i  di  cui  ordine  e  classe  sono  espressi  dal  nu- 
mero n,  nij  nij  +  Ji,  m,  m,  +  n,  ni,  m,. 

Il  centro  del  primo  fascio  è  un  punto  singolare  della  congruenza  al  quale 
compete  un  cono  di  raggi  d'ordine  Hj nti -l- n, m,  ;  similmente  per  gli  altri  due. 

11  sostegno  del  primo  fascio  è  un  piano  singolare  della  congruenza  al  quale 
compete  una  curva  di  raggi  di  classe  nj  m, -t- n,  m,  ;  similmente  per  gli  altri  due. 

Ti  sono  fljm,-i-n,  mi  coppie  di  raggi  corrispondenti  del  secondo  e  teno  fa- 
scio che  s'incontrano  ;  ognuna  ók  luogo  a  2fn,  (iti  7Rj -t- ii|  m^  fasci  dì  raggi  della 
congruenza.  Onde  (jucsta  ne  contiene  in  totale 

2  (m,  n,  nii  +  m,  n,  nm- m,  n,  m,  +  m,  n,  ffl,  +  »n,  n,  m,  •!■  m,  n,  m,). 

Il  caso  nij  =  n,  =  1  è  conosciuto  e  fu  studiato  per  la  prima  volta  dal  Sig.  Roc- 
cella  (")  e  in  seguito  dai  Signori  Hirst  {"•)  e  Sturm  t"**j.  La  congnienia 
dianzi  considerata  è  il  luogo  delle  generfitriui  di  un  certo  sistema  semplicemente 
infinito  di  quadrieho;  le  direttrici  formano  una  congruenza  dello  stesso  ordine  e 
della  stessa  classe. 


sempre  di  considerare  una  quarta  forma  dell»  atessa  specie  ausiliare  F,  la  quale 
aia  in  corrispondenza  con  ciaBCOoa  delle  date;  fra  dae  qualanciiie  di  queste  nascnri 
allora  una  corrispondenza.  Se  la  corrispondenza  fra  una  F  e  F{  è  (m^ ,  n^)  (cfr.  la 
prima  nota  del  %  prec.)  quella  fra  F„  e  F|  sarà  in  generale  {n^nii  ,  n/m^). 

(*)  Schiera  rigata  é  un  sistema  di  generatrici  di  una  superficie  di  seconda 
ordine. 

(•*)  Sugli  enti  geometrici  dello  spazio  di  rette  generati  dalle  ìiUeritMÌoni  dei 
complessi  corrinpondenti  di  due  o  piò  fasci  progettivi  di  complessi  lineari  (Piazza 
Armerina  1882).  Parte  li,  n.  10. 

(***)  Rendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermi,  T.  I. 

(****)  Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Mathematik,  T.  01. 
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7.  ^iano  r,  e  r,  i  sostegni  di  due  pun- 
teggiate, a  l'asse  di  un  fascio  di  piani. 
Supponiamo  che  fra  il  fascia  e  la  pri- 
ma punteggiata  esista  una  corrisponden- 
za algebrica  (ni,,n,),  mentre  fra  esso  e 
la  seconda  ne  esìsta  una  (m^ ,  n^).  Un 
pinno  del  fascio  è  incontrato  dalle  con- 
giungenti i  punti  che  gli  corrispondono 
in  un  gruppo  di  m,  m,  punti ,  il  cui 
luogo  è  una  curva  dell  ordine  m,  m, 
+  tn,tii-i-ni,n,  che  contiene  m,ni+ffl,n, 
punti  dell'asse  del  fascio  e  che  ha  m^+n, 
punti  m^— pli  sul  sostegno  della  prima 
punteggiata,  m,  +  n,  punti  m,— pli  sul 
sostegno  della  seconda.  Va  piano  per  a, 
r,  0  Tt  contiene  quindi  risp.  m,mi,in,n,, 
o  m,n,  punti  mobili  della  curva. 


Siano  ttf  e  a,  gli  assi  di  due  fasci  di 
piani,  r  il  sestegno  di  una  punt»'ggiata. 
Supponiamo  che  fra  la  punteggiata  e  il 
primo  fascio  esista  una  corrispondenEH 
algebrica  (m,  ,  n,)  ,  mentre  fra  essa  e 
il  seconJo  ne  esista  una  (m,  n,).  Da  un 
punto  della  punteggiata  esce  un  gruppo 
di  in,m,  piani  ognuno  dei  quilì  contiene 
l'interseiione  di  due  dei  piani  che  cor- 
rispondono a  quel  punto  nei  fasci  dati  : 
il  loro  inviluppo  è  di  cia.<:se  m,m,-t-in,n3 
+  nti  n,  ;  pel  sostegno  della  punf  gginta 
passano  m|ni  +  nt,n,  piani  della  svi- 
luppabile, mentre  per  l'asse  del  primo 
fascio  ne  passano  >n,n,  di  mj— pli  e  per 
l'asse  del  secondo  ni,i;,  di  m,-pli.  Per 
un  punto  di  r,  a, ,  0  Ot  passano  quindi 
risp.  m|nii,m,nt,  o  mjn,  piani  mobili 
della  sTituppabile. 


Se  tn,  =  m^-  n,  =  n,  =  1  si  ottiene  a  sinistra  una  cubica  gobba  di  cui  a,  r, ,  r, 
sono  corde  (rette  per  due  punti)  ;  a  destra  una  svili^ppabìle  di  terza  classe  di  cui 
r ,  «,,{?(  sono  assi  (rette  in  due  piani). 


8.  Sia  C  il  centro  e  *f  il  piano  di  un 
fascio  di  raggi,  r,  e  r,  i  sostegni  di  due 
punteggiate.  Eìupponianio  che  fra  gli  ele- 
menti del  fascio  e  quelli  della  prima  e 
seconda  punteggiata,  csistiino  due  cor- 
rispondenze algebriche  {m^,n^)  e  (mj,H,ì. 
Queste  Ire  forme  generano  : 

o  un  sistema  di  m,»Tt, -f- m,ti|  4-ni,n, 
coppie  dì  punti  e  piani  in  posizione  uni- 
ta, ognuna  delle  quali  è  determinala  da 
un  raggio  del  fascio  che  incontri  la  con- 
giuogente  dì  una  coppia  di  punti  corri- 
spondenti ; 

oppure  un  complesso  dì  grado  m^m, 
+ni,n(-fm,Ti,  luogo  delle  oo*  congruenze 
lineari  di  cui  ciascuna  ha  per  direttrici 
un  raggio  del  fascio  e  una  delle  con- 
giungenti le  coppie  di  punti  che  gli  cor- 
rispondono nelle  due  punteggiate. 


Sìa  C  il  centro  e  -f  il  piano  di  un  fa- 
scio di  raggi,  a,  e  u,  gli  assi  di  due 
fasci  di  piani.  Supponiamo  che  fra  gli 
elementi  del  fascio  dì  raggi  e  quelli  de) 
primo  e  secondo  fascio  di  piani,  esistano 
due  corri.'fpondenze  al^ebriclie  (m,  ,  n^} 
e  (ni, ,  fili.  Queste  tre  forme  gonemno: 
0  un  sistema  di  vl^m^+m,1ì^+m^n^  cop- 
pie di  puuti  e  piani  in  po»i£Ìone  unita, 
ognuna  delle  quali  è  determinala  da  un 
raggio  del  fascio  che  incontri  la  Inter* 
sezione  di  una  coppia  di  plani  corrispon- 
denti : 

oppure  un  complesso  di  grado  m,  m, 
+m,7i,-fm,n,  luogo  delle  »'  congruenze 
lineari  <lì  cui  ciascuna  ha  per  direttrici 
un  raggio  del  fascio  e  una  delie  inter- 
sezioni delle  coppie  dì  piani  che  gli  cor- 
rispondono nei  due  fasci  di  piani. 


9.  Sìa  r  il  sostegno  di  una  punteg- 
giata; C,  e  Gt  i  centri,  f i  e  Yi  ■  piiini 
di  due  fasci  di  ragiji.  Fm  la  punteg- 
giata e  il  primo  fascio  esista  una  cor- 
rispondenza (m,  ,  ni),  fra  essa  e  il  se- 
condo  UQA   eorrispondenia   (tn,  ,  n,). 


Sia  a  l'asse  dì  un  fascio  di  piani  ;  C, 
e  Ct  i  ceniri.  f i  ^  fi  '  P'""'  '^'  '''^''  ^^' 
sci  di  raggi.  Fra  il  lascio  di  piani  0  il 
primo  fascio  dì  raggi  esista  una  corri- 
spondenza (m(,nj,  fra  esso  e  il  se- 
condo una  corrispondenza  (ni,,n,)  L'in- 
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L'insieme  delle  rette  ciascuna  delle  qua- 
li pas!%»  per  un  punto  di  r  e  si  appog- 
giù  A  due  rnggi  clie  corrispondono  ii 
rjuesto  nei  due  fnsci  è  una  rìj^Htit  dì  gra- 
tto 2rn,T)i,  +  Tii,Ti,  + tiiiTi,  avente  la  rei- 
tà r  per  retta  multipla  eome  luogo  se- 
condo THitn, ,  e  passante  per  gli  m,ti,-(- 
m,  n,  punti  in  cui  s' intersecano  due 
raggi  corrispondenti  dei  due  fasci. 


sicmc  delle  rette  ciascuna  delle  quali  fta 
in  un  piano  per  a  e  si  appoggili  a  due 
dei  raggi  che  corrispondono  a  questo 
nei  (lue  fasci  è  una  rigala  di  grado 
2m,mt  +  wi,n,  +  mjti,  fi¥entc  la  retta  a 
per  retta  multipla  come  invilu,)po  se- 
condo m,  >n, ,  e  contenente  gli  m,  n,+ 
m,  n,  piani  in  cui  stanno  due  raggi  cor- 
rispondenti dei  due  fasci. 


Ogni  rigata  generabile  come  si  è  indicato  a  sinistra,,  può  generarsi  anclie  col 
procedimento  di  destra,  e  viceversa. 

10.  Sìa  dato  un  fascio  di  piani  P,  un  fascio  di  raggi  F  e  una  puntegi^iata  p 
jn  corrispondenza;  per  ogni  punto  P  di  quest'ultima  passa  un  gruppo  di  rette  cia- 
scuna delle  quali  contiene  imo  dei  punti  comuni  agli  elementi  dei  due  fasci  che 
corrispondono  al  punto  P.  Il  luogo  di  tutte  le  rette  amloghe  è  una  rigala;  questa 
può  anche  intendersi  generata  : 

a)  dalla  punteggiata  p,  dal  fascio  F  e  dal  fascio  di  raggi  determinato  da  F 
sul  piano  di  P  ; 

b)  dal  fascio  F  ,  dal  fascio  F  e  dal  fascio  di  raggi  determinato  da  p  col 
centro  di  F. 

Ne  segue  che  l'ente  generato  è  caso  particolare  di  quello  studiato  nel  n.  prec  ; 
quindi  non  è  il  caso  di  sotTermarvtsi  sopra  pili  oltre. 

§.  Ili 

Di  una  «uperfloie  rigata  generata  da  quattro  faaoi  di  raggi 
in  oorrìepondenza  algebrioa. 

11.  Fra  gli  enti  generabili  con  quattro  forme  di  prima  specie  in  corrispon- 
denza, considereremo  solo  quello  -  che  ci  sembra  il  piij  interessante  —  che  corri- 
sponde all'ipotesi  dell'essere  quelle  forme  quattro  fasci  di  raggi  F,  F, ,  F, ,  Fj. 
So  la  corrispondenza  fra  F  e  F,  è  («*< .  nj  (»  =  1 .  2,  3)  il  grado  della  rigata  è 

2  (m,  m,  m,  +  n,  wi,  m,  -i-  Hj  m^  m,  -i-  Wj  m,  m,). 

Pel  centro  del  primo,  secondo,  terzo,  quarto  fascio  vanno  rij;)cltivami'nt'! 

n,  m,  in,  +  v^  m,  m,  -t-  iij  m,  m,    ,     m,  m,  -i-  mi  n,  f  m,  n, . 

m,  m,  +  m,  fi, -Hn,n,      ,      m,  tn, -f  m,  tii-l- nijHi 

rette  della  congruenza;  altrettante  ne  Cdistuno  nei  loro  rispettivi  piani. 
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Se  m,-  =  «.-  =  I ,  Il  rigaU  è  <tì  ottavo  grado  ed  h«  per  punti  tripli  ì  eentrì 
dei  Usta  ;  està  è  tAsì  particolare  di  (|ut!ltai  generata  da  quntiro  risei  proiettivi  di 
complessi  lineari,  della  quale  si  è  occupato  il  Sig-  Roccella  in  flnc  della  sua  me- 
moria citata  nel  n.  fi. 

J.IV 

Enti  generati  da  due  forme  dì  seconda  epeoie  in  oorriepondenza  univooft 

If.  (*)  Fra  due  piani  pnntPggiHti  esista  una  corrispondenia  uniiuca  (cremo- 
niana)  d'ordine  n.  Sia  Af  un  punto  romtamcntale  del  piano  a,  r^  il  suo  grado  di 
moltepliciti ;  sia  By  un  punto  fondamentale  del  piano  ^  e  s^  il  suo  grado  di  mol* 
tepliciti.  Supporremo  che  nessun  punto  fondauieulale  esista  sull' inlersetlonc  ap 
dei  due  piani. 

Le  congiungenti  le  «*  coppie  di  punti  corrispondenti  generano  una  congruenia 
d'ordine  n  +  3  e  classo  n.  (**).  I  piani  «t  e  ^  sono  singolurl  ;  ognuno  di  essi  con- 
tiene una  curva  di  raggi  di  classe  n  +  l  atente  la  reità  a  ^  per  tangente  n-pla 
Questa  è  retta  n— pia  della  congrucnta.  Ogni  punto  fondamentale  A((o  Bp  6  sin- 
golare per  la  congruenta;  il  cono  di  rag<>i  elio  ^U  compete  è  «l'ordine  r,  (o  risp  s^). 

In  generale  la  con^^ruensa  ha  una  superQcìe  focate  d'ordine  4»  e  classe 
4(n-l). 

Per  n=I  la  congruenza  è  di  terzo  orline  e  prima  classe;  essa  è  formata 
dagli  assi  (rette  in  due  pian!  osculatori)  di  una  cubica  gobba;  questa  à  curva 
lucale  della  couitruenza  la  quale  non  ha  in  tal  caso  supcrOcie  focale  {***). 

Correlativamente:  due  stelle  di  piani  in  corrispondenza  univoca  d'ordine  n 
generano  una  congruenza  d'ordine  n  e  classe  n  +  i  dotata  di  proprietà  analoghe 
a  quelle  possedute  dalla  precedente  (****)■ 


(*)  Quanto  è  accennato  in  qaesto  n."  si  trova  sviluppato  nella  memoria  del  si- 
gnor Hirat  On  the  Crtmonian  Congruences  (ProceeJings  of  the  London  mathe. 
matlcal  Society ,  T.  XIV;.  [  Per  il  caso  di  due  plani  in  corrispondenza  multipla  v. 
la  nota  di  P.  Visalli  Sulle  congruenze  generate  da  due  piani  punteggiati  in  cor- 
riapondtnea  (\  ,  v).  Eend.  lat.  Lomb.  2"  Serie,  T.  XXIII,  18'J6.  (Luglio  1805} . 

(•*)  A  scanso  di  equivoci  avverto  che  per  classe  di  una  congruenza  intendo  il 
Damerò  delle  sue  ratte  che  stanno  in  un  piano  arbitrario  e  per  ordine  il  numero 
delle  sne  rette  che  passano  per  un  punto  arbitrario. 

(*♦•)  Cfr.  Reyo  Die  Geometrie  der  Lage  (2'  Aufl.l  IL  Theil  ;  XII  Vortrag). 

(****)  Quanto  si  espose  in  qaesto  u.*  si  può  generalizzare  supponendo  che  si 
passi  dall'una  all'altra  delle  due  forme  date  con  una  trasformazione  multipla,  il  caso 
TOC.  XXXIV  48 
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13.  (•)  Unii  stella  di  raggi  di  centro  R  e  una  stella  lii  piani  «li  centro  P  siano 
in  corrispondenza  univoca  d'ordine  n.  Siu  a^  un  rnggìo  fondamentale  della  prima 
stella,  Tj  il  suo  grado  di  molipplicilà;  sia  ^y  un  piano  fondamentale  della  prima 
stella,  S|  il  suo  ^'rado  di  molteplicità. 

Ogni  raggio  della  stella  R  incontra  il  piano  corrispondente  della  stella  P  io 
un  punto.  Il  luogo  di  questi  oo*  punti  è  unii  superficie  che  si  suol  cliìaioare  mo 
ìioide.  Il  suo  ordine  &  n  -i-  I  ;  il  punto  R  lic  è  un  punto  7^— pio,  mentre  il  punto 
P  ne  6  un  punto  semplice.  La  retta  fondamentale  Oj  è  retta  r^-pla  della  super- 
ficie ;  il  piano  fondamentale  ^j  seca  In  superficie  in  una  curva  d'  ordine  s^  e  in 
una  d'ordine  n  -Sy  +  1. 

1  coni  che  proiettano  da  Et  due  scsìonì  piane  della  superfìcie  hanno  coniuni 
(fH- Ij*  generatrici.  Queste  sono:  a)  le  con^iiungenti  lì  con  gli  n+  I  punti  co- 
muni a  queste  due  sfzioni  piane  ;  ò)  le  in-  !  rette  6  di  cui  ciascuna  è  contenuti 
nel  piano  clic  le  corrisponde  nella  stella  di  piani  ;  c)  le  rette  n^  che,  per  un  noto 
teorema  della  teoria  delle  trasformazioni  crcmoniane,  equivalgono  a  n*  —  I  rette 
semplici.  Quindi  per  R  non  passano  altre  rette  dalla  superficie  oltre  lo  fonila- 
mentali  e  le  n  +  1  rette  6  dianzi  defluite. 

Supponendo  >i  =  1  si  ritrova  la  notissima  generazione  delle  quadriche  scoperta 
dal  Seydewitz  (••). 

Sa  i  centri  R  ,  P  delle  duo  stelle  coincidono  il  metodo  di  generazione  testÈ 
studiato  cessa  di  essere  applicHbile  ;  le  due  forme  generano  allora  un  cono  d'or- 
dine n+l  luogo  dei  raggi  della  prima  stella  posti  nei  piani  corrispondenti  della 
seconda  e  un  cono  di  classe  n -H  1  inviluppo  dei  piani  delta  seconda  stella  pas- 
santi pei  raggi  corrisponlcntì  della  prima  ;  coni  dei  quali  non  è  difficile  trovare 
le  principali  singolarità  (•"). 

Per  n  =  1  si  ricado  nella  notissima  gcncraaione  dei  coni  di  secondo  ordine 
e  dei  coni  di  seconda  classe  mediante  stelle  reciproche  concentriche. 

Correlativamente  :  un  piano  punteggiato  n  e  un  piano  rigato  p  in  corrispon- 
denza univoca  d'ordine  n  generano  una  superficie  di  classe  n-hl  di  cui  i:  è  piano 
tangente  n-plo  e  p  piano  tangente  Beatplice,  ecc.  ecc. 


ih  cui  questa  trasformazione  è  doppia  fu  studiata  dal  Sig.  Conti  In  una  _Tesi  di 
làurea  di  cui  il  T.  I  dei  Rendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo  contiene  un 
estratto. 

(*)  V.  la  nota  del  Sig.  Jung,  Sulle  superficie  geiierate  da  dite  tistenii  cremo- 
ninni  reciproci  pubblicata  ucì  Rendiconii  della  R,  Accademia  dei  Linceif  18d5. 

(**)  Grunert'»  Archiv.  IX  Theil. 

(***j  Jung  iS'«J  sistemi  cremoniani  reciproci  di  grado  m.  (Bend.  della  B,  Ac- 
cademia dei  Lincei,  I8«5).  Cfr.  Lazzeri  Stdle  reciprocità  hirqzionali  nel  piano, 
(Id.  1886). 
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14.  I  duft  pìiini  |)ii{iii>g&rin(i  cunsilorAti  alla  (.ne  dol  n.'  prcc-  {generano,  non 
solo  una  superficie  inviluppo,  mn  anclie  un  complesso.  Questo  ò  il  luogo  dogli  oo* 
fasri  di  raggi  ognuno  dei  quali  proicUii   da  un  ctcmcnlo  del  piano  puntojrgiato  i: 

■  punti  della  rctla  che  gli  rorris|)on<!o  nel  piuno  rigato  p.  Il  grado  del  complesso 
è  ti  + 1  (V.  n.  prec  ),  Ttilte  l«  turto  dei  cotupU'sso  hanno  p  per  piano  tangente 
semplice  e  i:  per  piano  tanjienle  ii-plo;  ijiiellis  clic  slanno  nei  piani  dell'invi- 
luppo  definito  al  termine  ilei  n.  prec-  contengono  ciascuna  un  fuscio  dì  raggi.  Il 
cono  del  complesso  aiente  il  centro  in  un  pucito  V  di  i:  si  scinde  in  qucitto  piano 
contato  n  volte  e  nel  piano  che  congiunge  p  «Ila  reità  ctie  gli  corrispondo  in  p; 
invece  il  cono  del  cdinplcsso  avente  il  centro  in  un  punto  II  di  p  si  scinde  Jn 
questo  piano  e  nel  cono  che  proietta  da  R  la  curva  clic  gli  corrisponde. -\1  com- 
plesso appartengono  le  e  +  1  congruenze  di  classe  0  e  ordine  1  di  cui  ciascuna 
consta  dello  rette  clie  passano  per  uno  <Ii  quegli  n  +  1  punti  nel  piano  k  die 
stanno  sulle  rette  rispettivamente  corrispondenti  del  piano  p;  vi  app:irtengono 
pure  le  congruenze  analoghe  formate  dalle  retto  ohe  passano  pei  punti  fondauieu- 
tuli  del  piano  piiiiteg^i^ito  ;  vi  appartengono  iiifìnc  I:  congruenze  ognuna  dello 
quali  consta  delle  rette  appoggiate  a  una  retta  fondamentale  del  piano  rigato  0 
alla  curva  corrit-pomleiite  del  piano  punteggiato. 

Facendo  l'ipotesi  che  sia  n  =  \  sì  ottiene  un  noto  complesso  di  S' grado  che 
fu  studiato  dal  Sìg.  ilirst  (*)  basandosi  appunto  su  questa  generazione. 

Correlativamente  :  una  stella  di  piani  e  una  atidla  di  raggi  in  corrispondenza 
cremoniana  d'ordine  h  +  1  ,  generano  un  complesso  di  grado  «4-1  luo^'O  degli  oo* 
fasci  di  raggi  ognuno  dei  quali  consta  delle  retto  appoggiate  a  una  retta  della 
prima  e  situate  nel  piano  corrispondente  della  seconda  [**). 

15.  Siano  p,  e  p,  i  sostegni  di  due  piani  rigati  In  corri spond'Ui za  univoca. 
Se  consideriamo  due  rette  corrispondenti   come  direttrici   di   una  congruenza 

neare,  con  le  co*  congruenze  cosi  ottenute  esauriremo  tutte  le  rette  dello  spazio. 

Se  invece  consiileriamo  le  oe*  rette  dell'un  piano  di  cui  ciascuna  incontra  la 
corrispondente,  potremo  studiare  l'inviluppo  degli  oo*  piani  contenenti  queste  cop- 
pie di  rette.  Questo  inviluppo  è  di  classe  n  +  2;  ad  esso  appartengono  1  sostegni 
delle  due  forme  e  i  piani  tangenti  condotti  per  una  retta  fondamenlale  di  uno  dei 
due  piani  alla  curva  corrispondente  dell'allra. 

Correlativamente  :  11  luogo  dei  punti  per  cui  passano  coppie  di  raggi  corri- 
spondenti di  due  stelle  di  raggi  in  corrispon  lenza  cremoniana  d'ordine  n  6  una 
curva  d'ordine  n  +■  2. 


[_*)   CoUectanea  mathematica  in  meritoriam  D.  Vhdiiii  (Mediolani,  1881)  p.  51-73. 

(**)  Cfr,  anclift  P  Visalli  Sui  complessi  gcitr rati  ila  due  piani  in  corrix^>on- 
»i;z(i  biviizionule  yicij^ocu,  Jfend.  della  li.  Accademia  dei  Lincei,  Serie  V,  T.  I, 
'  Sem.  1895.    (Luglio,  18LI5). 
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L'ipotesi  n=t  conJuce  alle  generation!  con  forme  <ti  seconda  specie  delle 
fiviluppabili  della  terza  classe  e  delle  curve  gobbe  del  terto  ordine  (*). 

Quando  le  due  forme  sono  conjcttivo  o  concentriche  la  generuiione  prece- 
dente scompare;  le  due  Torme  danno  luogo  soltanto  a  n+2  elementi  uniti. 

16.  Un  piano  punteggiato  e  una  stella         Una  stella  di  piani  e  un  piano  rigaio 

di  rnggi  in  corrisponitenza  univoca  d'or-  in   corrispondenza   univoca   d'ordine    n 

dine  n  generano   un   gruppo  dì  n  +  'Z  gL-nerano  un  gruppo  di  n  +  2  piani  e 

punti  e  altrettante  rette  passanti  per  altrettante  rette  posti  in  quelli. 
quelli. 

ÌT.  Un  piano  punteggiato  e  una  stella  di  piani  in  corrispondenza  cremonian» 
d'ordine  n  generano  una  curva  piann  d'ordine  n  +  I  e  un  cono  di  classe  n  + 1  ; 
ogni  punto  dì  quella  sta  in  un  piano  di  questo  (cfr.  n.  13). 

18.  Un  piano  rigato  e  una  stella  dì  raggi  in  corrispondenza  cremoniana  d'or- 
dine n  generano  una  curva  piana  di  classe  n  + 1  e  un  cono  d'ordine  n+  I  ;  ogni 
generatrice  di  questo  incontra  una  tangente  di  quella  (cfr.  o.  13). 


5-  T. 


Enti   generati   de   tre  forme  di   2.*  epeoie 
in  corrispondenza  univooa  (*•)  (*■'). 

19.  Siano  P, ,  P, ,  P,  ì  centri  di  tre  stelle  di  piani  in  corrispondenza  univoca; 
Il  luogo  dei  punti  di  intersezione  delle  co*  terne  di  piani  corrispondenti  è  una 
superRcio  dell'ordine  n,  Hi -)-ii,  n,  +  n,  n,  dì  cui  i  centri  P| ,  Pi ,  P*  delle  date 
stelle  sono  punti  multipli  secondo  i  numeri  n^  n,  >  ngn, ,  n^n^  Il  numero  delle 
rette  r  delta  superBcre  non  passanti  pei  centri  delle  tre  stelle  è  eguale  al  numero 
delle  terne  dì  piani  corrispondenti  aventi  una  retta  comune  ed  è  quindi  espresso 
da  tt,n,  +  n,n,  +  n,n, +  3. 

La  Buperfioie  è  rappresetitabiie  univocamente  BU  una  fonda  di  V  bpecìe.  Se 


(•)  Seydewitz   Grunert' a  Archìv.  X  Theil. 

(**)  Per  iutabilire  nna  corrispondenza  anivoca  fra  tre  forme  omonime  di  3.* 
specie  F, ,  F, ,  Fj  procederemo  in  modo  analogo  &  quello  eoguito  per  tre  formo  di 
1.'  specie,  cioè  considereremo  ana  quarta  forma  F  in  oorridpondenza  univoca  eoa 
ciascuno.  Se  n,  è  il  grada  della  corrispondenza  esìstente  fra  F  e  F|,  sarà  in  ge- 
nerale »(  n^  quello  della  corrispondenza  che  esìste  fra  Ff  e  F^, 

{***)  Cfr.  A.  Popoli,  Su  alcuni  enti  generati  da  tre  sistemi  riferiti  l'uno  al- 
l'altro per  mefzo  di  trasformationi  cremoniane.  Atti  del  Collegio  degli  iDgegDerì  e 
degli  Architetti  di  Palermo,  Anno  XII,  1689.  (Luglio  1695). 
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p.  e.  si  suppone  che  la  forma  ausiliare  di  2.*  specie  che  stabilisce  la  corrlapon- 
denta  Tra  le  tre  stelle,  sia  un  piano  punteggiato  v,  si  può  ottenere  ageTolmente 
la  rapprese ntatione  su  questo.  Alle  setioui  piane  della  superQcte  corrispondono 
curve  d'ordine  n, -t- ti, -t- »(  aventi  comuni:  a)  gli  fiin, -f  rijit, +n,  ti,  +  3  punti 
iinagini  delle  rette  r  dianzi  defluite  ;  b)  i  punti  fondamentali  delle  corrispondente 
fra  n  e  le  tre  stelle,  punti  che  sono  multipli  per  le  curve  come  per  le  trasfor- 
maiìoDt.  Due  qualunque  fra  tal:  curve  himoo  quindi 

{n,n,  +  n,n,  +  n,  ti,  +  3)  +  («,»  -  4>  +  (n,»  -  I)  +  (n,»  -  I) 

ìnterseiioni  fisse  e  n,n, +  n,Ti, +  n,  n,  mobili,  come  è  di  dovere.  Il  genere  di 
queste  sesionì  piane  è 

(n  I  +  ti|  ■>-  n,  -  1)  (n,  +  ii,  +  n,  -  B) 


-  g  j{n,-l)(n,-2;+  (Ti,-l)(n,-2)  +  {ti,-l){n,-2)  J  =  n,n,+n,n,+n,n,-2 

onde  (*)  la  superQDie  contiene  delle  linee  doppie,  complessivamente  d'ordine 

2  ("i  Ti»  +  "b  «I  +  «1  n,  -  2)  (n,  n,  4-  n,  n,  +  n,  n,  -  3)  : 

questo  numero  esprime  quindi  l'ordine  della  curva  lungo  dì  un  punto  per  cui  pas- 
sano due  terne  di  piani  corrispondenti  delle  due  stelle  (**j. 

Considerazioni  correlative  servono  a  determinare  le  proprietà  della  superficie 
inviluppata  dai  piani  che  congiungono  le  terne  di  punti  corrispondenti  di  tre  piani 
punteggiati  in  corrispondeaza  univoca. 


(*)  Gfr.  Caporali.  ^u(  giitemi  lineari triplietmentt  infiniti  di  cur'Ve  e^ebrieìu 
piane  in  Collectanea  mathematica  p.  153. 

C^)  Àlciiae  proprietà  or  ora  e&uaoiate  si  trovano  nei  due  lavori  del  8Ìg.  JUng 
Sui  sistemi  cremontani  reciproci  di  grado  m.  Nota  III  (Rendiconti  della  R.  Acc.  dei 
Lincei,  6  dicembre  1885);  e  Sulle  superficie  generate  da  tre  sistemi  deducibili  l'uno 
dall'altro  mediante  trasformazioni  birazionali  (id. ,  7  febbraio  1886).  Altre  sono  con- 
segnate nello  scrìtto  del  Sig.  Vinaili.  Sopra  una  serie  di  superficie  rappreatnla^ 
bili  punto  per  punto  sopra  un  piano.  Nota  II  (ib.  5  settembre  1686)  cbe  mi  cadde 
sott'occhio  dopo  aver  compiuta  la  redazione  della  presente  memoria. 
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L'ipotesi  che  le  tre  stelle  di  pìniii  o  i  tre  piani  punteggiati  siano  proìcitiTì, 
riconduce  alle  nolìssimc  generazioni  indicate  dn  Grnssninnn  (*}  per  le  supcrScic 
di  terzo  ordine  e  terza  classe  (*•). 

20-  Fra  una  stellii  di  piani  'li  centro  P  e  dna  prnni  pnnieggiati  di  sostegni 
ic,  e  Iti  esistano  due  corrispondenze  univoclifì  ilnt^li  onlinì  »,  e  ti^-  Un  piano  dclli 
Gti'Ila  incontra  la  retta  che  congiunge  i  punti  che  gli  corrispondono  in  ()uei  due  piani 
in  un  punto  il  cui  luogo  6  una  superllcie  dcU'oriJine  n,  +  n,  +  ii,n,  +  2  avente  il 
centro  della  stella  per  punto  multiplo  secondo  ti,»,  +  2.  Ogni  punto  di  k,  (o  r,) 
rondampntale  di  un  certo  ordine  per  la  corrispondenza  Tra  ir,  {o  risp.  t:,»  e  P  è 
multipla  dello  stesso  grado  per  la  superflcie  suddetta.  Ogni  piano  fondamentale 
della  corrispondenza  fra  P  e  k,  (o  v,)  contiene  la  curva  traccia  su  esso  del  cono 
proiettante  la  curva  che  ad  esso  corrisponde  in  ic,  <o  r,)  dal  punto  che  gli  cor- 
risponde in  iCf  (0  risp.  ic,).  L'Jntersezlone  della  superfìcie  col  piano  z,  si  scinde 
in  due  degli  ordini  n,  +  i  e  n,  («,  +  1)4-1;  l' intersetione  col  piano  k,  in  due 
degli  ordini  »,  -f-  1  e  n,  (ttt  +  l)  +  t  ;  mentre  i  punti  d'intersezione  della  superGcie 
con  la  retta  ic,  iCj  sì  distribuiscono  in  tre  gruppi  composti  risp  di  n,  n,  ,  n,  +  1 
e  71,  +  1  punti. 

La  superilcie  contiene  le  n,  +  n, -f- n,  n,  •(- 1  retto  r  ognuna  delle  quali  ap- 
partiene alla  congruenza  generata  dai  due  dati  piani  punte^'giati  (n.  1'^)  e  sta  sul 
corrispondente  piano  della  stella.  Essa  è  rappresentabile  univocauienle  sugli  ele- 
menti dì  una  forma  razionale  di  2.*  specie;  la  costruzione  più  semplice  si  ha  fa- 
cendo la  rappresentazione  sulla  stella  P.  Allora  alle  sezioni  piane  della  superfìcie 
corrispondono  dei  coni  di  classe  n,  -i-  ii,  -i- 1  aventi  comuni  :  a)  i  piani  che  corri- 
spondono alle  retto  r  dianzi  definite;  b}[  piani  fondamentali  della  corrispondcnia 
fra  P  e  lu,  0  K,  presi  tante  volte  quant'è  il  loro  grado  di  inolleplicità  per  la  tra- 
sfortnaiìonc  :  questi  equivalgono  a  (n,*  -  1)  +  («j*  -  1)  piani  semplici.  Due  dei  coni 
suddetti  hanno  quindi  comuni  n^  +  ti,  +  »,  ri,  +  2.  piani  tangejili  mobìli ,  com>  e 
di  dovere.  Ognuno  di  questi  coni  ha  (per  equivalenza) 

(»,-  l)(n,-2)  -H(«,  -  l)(o,  — 2) 


(*)  G.  di  Creile,  T.  XLIX. 

(**J  Generalizzando  la  ricerca  fatta  in  questo  n."  nasoe  la  questione  di  studiare 
il  luogo  generato  da  tre  reti  di  superfìcie  degli  ordini  m,  ,  m, ,  nt]  in  corrispon- 
denza univoca  ;  l'ordine  di  questo  luogo  è  espresso  in  generale  da 


e  fu  studialo  dal  Signor  Cremona.  {Grundzilge  einer  atlgemeinen  TheorUiltr 
ObtrfiUchtn ,  Berlin  1870,  n."  127;  nel  caso  in  cui  questa  corrispondenza  sia  pro- 
iettiva. 
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piani  tangenti  iloppii,  ondo  è  del  genere  71,  ii,  +  n, +t)i  — 2  ;  ne  segue  die  le  se- 
zioni piane  delia  suporlicii'  sonn  pure  del  genere  n,  nj  +  »,  +  n,~  2,  onde  questa 
ha  delie  linee  doppie  complessivamente  dell'ordine 


Il  cnso  piOi  noto  delle  superllcìe  ora  considerato  è  quello  che  corrisponde  al- 
l'ipotesi n,  =  n,  =  1  ;  la  superficie  è  allora  del  quinto  ordine,  ha  P  per  punto  triplo 
e  contiene  una  curva  doppia  del  5"  ordine.  Essa  fu  studiati  successivamente  dal 
Clebsch  (•*),  dai  Signori  Cremona  e  Sturra,  (**•)  e  dal  Caporali  (••■•);  la  genera- 
zione precedente  Tu  indicata  or  Ta  un  anno  dal  Sig.  Del  Re  (').  — Se,  in  partico- 
lare, ritenendo  l'ipotesi  11,  =  n,=  I,  si  suppone  die  i  rìne  pinni  abbiano  due  punti 
uniti  comuni,  dalla  superficie  si  staccano  i  sostegni  delle  forme  piano  date  e  ri- 
mane una  superficie  del  terzo  ordine,  la  quale  risulla  luogo  delle  intersezioni 
degli  clementi  omologhi  di  una  Biella  di  piani  e  di  una  congruenza  lineare  In  cor- 
rispondenza univoca  (*). 

Attribuendo  a  n,  e  n,  altri  valori  particolari,  oppure  specializzando  0  le  cor- 
rispondenze (supponendole  p.  e.  di  De  Jonquières)  0  la  posizione  dei  due  piani, 
si  ottengono  molte  supcrQcìe  notevoli  su  cui ,  stante  la  ristrettezza  dello  spazio, 
ci  è  forza  sorvolare. 

Un  piano  punteggiato  in  corrispondenza  univoca  con  due  stelle  di  piani  ge- 
nera un  inviluppo  dotiito  di  proprietà  correlative  a  quelle  di  cui  godo  il  luogo 
testò  studiato. 

SI.  Fra  una  stella  di  raggi  di  centro  R  e  due  piani  punteggiati  di  sostegni 
-,  e  Kj  esìstano  due  corrispondenze  univoclio  dagli  ordini  11,  e  tij.  Nascono  in 
conseguenza  due  figure  : 


(*)  Cfr.  le  note  del  Sig.  Juag  che  abbiamo  citato  nel  n.  preo.  e  la  l'  Nota 
del  Sig,  Viaftlli.  Sopra  vna  serie  di  mperjicie  rappreaentaUli  punto  per  punto 
sopra  vn  piano  {Hend.  dell'Accademia  dei  Lincei,  5  settembre  1880)  di  cui,  come 
dell'ultra,  ebbi  notizia  dopo  di  aver  finito  questo  lavoro. 

(**)  Mathemalische  Annaten.  T.  III. 

(***)  Matkematiache  Annalen.  T.  IV. 

(***•)  Annali  di  Matematica.  Serie  2.'  T.  VII. 

(')  Hendiconti  della  E.  Accademia  di  Napoli.  Novembre  1886. 

(*j  Cfr.  SchrOter.  Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Matkemaiik.  T.  XCVI,  p.  200.  Questa 
costruzione  generalizzata,  coadace  allo  studio  delle  anperficìe  generate  da  una  su- 
perficie inviluppo  e  una  congruenza  in  corrispondenza  (unìvoca  0  non)  ;  fra  queste 
SODO  comprese  le  superficie  stadiate  ìn  questo  ni"  del  testo<  ■      - 
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a)  Una  eurra  d'ordine  n,n, +  n, +  ni  +  3  luogo  di  un  punto  per  cui  passa 
un  raggio  dellfi  stella  e  l)i  congiungente  dei  punti  die  gli  corrispondono  nei  due 
piani;  tale  cuna  pnssa  n,fiiH-2  volte  per  il  punto  R;  ogni  retta  fonda naeiilalc 
ft-p!a  per  la  corrispondenia  fra  R  e  ic,  (o  ic,)  contiene  inoltre  k  punti  della  curva. 
&)  Un  cono  d'ordine  n,  t)|  +  n, +nt  inviluppo  di  un  piano  in  cui  &ta  un 
raggio  della  stella  e  la  congìungente  dei  punti  che  gli  corrispondono  nei  due  piani. 

Nel  caso  porticolare  n,  =ni  =  l  si  ottiene  una  curva  di  sesto  ordine  con  un 
pnntu  triplo  e  un  cono  di  tersa  classe  ;  l'una  e  l'altro  furono  studiati  dal  Sìg.  Del  Re 
nel  §  I  della  sua  memoria  :  i^u  certi  luoghi  c/te  s'ineontrana  nello  studio  di  tre 
forme  geometriche  fondamentali  di  V  specie  proieitivamenle  Tiferile  a  due  a 
J«c  (•). 

Correlativamente  :  Un  piano  rigalo  riferito  univocamente  n  due  stelle  di  piani, 
djl  luogo  a  una  sviiuppnbile  (in.sieuie  dei  piani  contenenti  una  retta  di  quiil  piano 
e  l'intersezione  dei  piani  corrispornlentij  u  a  una  curva  piana  {luogo  dei  punti 
d'intersriione  di  queste  coppie  di  rette), 

"2.  Fra  una  stella  di  raggi  di  centro  R  e  un  piano  punteggiato  u  esista  una 
corrispondenza  univoca  d'ordine  m  ;  fra  la  stessa  stella  e  un  piano  rigato  f  esista 
una  corrispondenza  univoca  d'ordine  n.  Allora ,  ogni  raggio  della  stella  è  iocon- 
trato  in  un  punto  dal  piano  dt^tcnninato  dagli  elementi  che  gli  corrispondono  nei 
due  piani.  Il  luogo  di  questo  punto  è  una  superQcie  d'ordine  m  +  n  t  i  di  cui  R 
&  un  punto  (m  +  n)-plo,  cioè  un  monoide  d'ordine  ni  +  n  +  1  :  esao  può  anche 
intendersi  generato  dalle  intersezioni  degli  elementi  corrispondenti  di  una  stella 
di  raggi  in  corrispondenza  univoca  con  i  piani  tangenti  di  una  superficie  della 
natura  di  quelle  considerate  in  fine  del  n."  13. 

Per  il  caso  m  =  n  =i  1  si  vegga  il  n."  9  della  memoria  del  Sig.  Del  Ke  citata 
nel  n."  precedente. 

Correlativamente  t  un  piano  rigato,  una  stella  di  piani  e  una  stella  di  raggi 
generano  una  superficie  inviluppo. 

23.  Una  stella  di  piani  di  centro  P  sìa  in  corrispondenza  univoca  d'ordine  m 
con  un  piano  punteggiato  x,  in  corrispondenza  univoca  d'ordino  n  con  un  piano 
rigato  p.  Ti  sono  oo*  rette  in  cui  s'intersecano  un  plano  della  stella  •  il  piano 
determinato  dagli  elementi  oor'ispondcnti  nei  due  piani  ;  la  congruenta  cbe  esse 
formano  può  anche  intendersi  generata  dalle  {[iterseiioni  degli  elementi  corrispon* 
denti  di  una  stella  di  jiiani  in  corrispondenza  univoca  con  i  piani  tangenti  di  una 
superficie  della  specie  considerata  in  fine  del  n."  13.  Questa  congruenza  è  d'or- 
dine m  +  n  e  classe  «m  +  m  +  n+2;  il  punto  P  è  sin^olHrc.  e  Biccome  ad  esso 
compete  un  cono  di  raggi  d'ordine  imi  +  ih  +  n  +  I ,  cosi  tu  conj-rucnzii  ft  rappre- 
sentabile univocamente  sugli  clementi  della  diita  stella.  Ogni  piano  fondamentale 
/c-plo  della  corrispondenza  fra  P  e  p  contiene  und  curva  di  raggi  di  classe  h:  ecc. ,  ecc. 


i,*)  Rendiconti  del  Ciroola  etatemaiico  di  Palermo,  T,  I, 
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Per  il  caso  m=n=l,  si  consulti  il  n,*  IO  della  citata  memoria  del  Sìg.  Del  Re; 
la  rappresentazione  della  corrispondente  congruenza  troTasi  nella  nota  dell'A.;  ilap- 
presentazione  sa  un  piano  delle  congruenze  (6,  ì)  e  (ì,^h  (*)■ 

Una  congruenza  a?ente  proprietà  correlative  si  ottiene  con  un  piano  punteg- 
giato, una  stella  di  piani  e  una  stella  di  raggi. 

24.  Fra  gli  elementi  di  una  stella  di  piani  di  centro  P  e  quella  dì  due  stelle 
di  raggi  R,  e  R|  esistano  due  corrispondenze  univoche  degli  ordini  n,  e  n^  Ogni 
piano  della  stella  contiene  una  retta  notevole,  quella  che  congiunge  le  tracce  su 
di  esso  dei  raggi  che  gli  corrispondono  nelle  due  date  stelle  II  luogo  delle  oo* 
rette  analoghe  è  una  congruenza  di  ordine  n, +nt  +  1  e  elasse  (n,+ 1)  (%+ 1) 
di  cui  i  punti  P ,  B,  ,  Hi  soqo  pifpti  singolari  a  cui  competono  dei  coni  di  raggi 
degli  ordini  rispettifi  n,»,+»,+n,  ,  rii+I  ,  n,  + 1-  E^sa  è  rappresentabile  uni- 
vocamente su  gli  elementi  di  una  forma  fondamentale  di  seconda  specie;  in  par- 
ticolare la  sua  rappresentazione  su  gli  elementi  della  stella  P  è  immediata. 

Correlativamente,  si  ha  una  congruenza  mediante  un  plano  punteggiato  e  due 
piani  rigati. 

SS.  Se  una  stella  di  raggi  di  centro  B  è  in  corrispondenza  univoca  d'ordina 
n,  con  una  stella  di  piani  di  centro  P,  e  in  corrispondenza  univoca  d'ordine  n^ 
con  una  stella  di  piani  di  centro  P| ,  vi  sono  co*  pupti  in  cui  concorrono  tre  eie  • 
menti  corrispondenti  delle  tre  stelle,  e  oo*  piani  in  cui  stanno  un  raggio  della 
stella  R  e  l'intersezione  dei  piani  che  gli  corrispondono  uelle  altre  due.  Il  luogo 
di  quei  punti  è  una  curva  d'ordine  ititit  +  u,  +  Hi  4-  1,  l'inviluppo  di  questi  piani 
è  un  cono  (di  vertice  R)  di  classe  n|n,  +  n,  ~|- n,  +  2. 

Se  p.  e,  le  due  corrispondenze  sono  proiettive  si  ottiene  una  curva  di  quarto 
ordine  (**)  e  un  cono  dì  quinta  classe. 

Similmente  :  un  piano  rigato  riferito  univocamente  a  due  piani  punteggiali 
mediante  corrispondenze  degh  ordini  n,  e  iii ,  genera  una  sviluppabile  di  classe 
«,«1  +  11, +«1+  1  e  una  curva  piana  di  classe  n,n^  +  n,  +«1  +  2. 

26.  Siano  p,  ,  pt ,  Ps  tre  piani  rigati  in  corrispondenze  unìvoche  degli  ordini 
TI,  ,  Hj  ,  n,  con  una  stessa  forma  di  2.*  specie.  Tre  rette  corrispondenti,  prese 
come  direttrici,  determinano  una  schiera  rigata.  Le  rette  dì  queste  oo*  schiere 
formano  un  complesso  il  cui  grado  è  espresso  dal  numero  n,  n, +  ii|n,  +  n,  n,.. 
Ogni  retta  del  piano  p,  ò  retta  n,T?,-pla  del  complesso,  ogni  retta  dì  p^  ò  nan,-pla 
e  ogni  retta  dì  pj  è  ij,n,-pla.  11  cono  del  complesso  avente  il  vertice  nel  piano 
p,  consta  di  questu  piano  preso  n,  n,  volte  e  di  un  cono  d'ordine  n,(ni-(-n));  si- 
fjiMmente  per  gli  altri  due  pianj  Pt  s  Pf  :  j  sostegni  ^eUa  tre  forme  date  fanno 
quindi  parte  (iella  s^iperAcìe  siqgolitro  del  complesso.  Il  cono  del  complesso  avente 


[*}  Atti  della  S,  Accademia  delle  Sciente  di  Torino. 
(**)  Del  Ee,  1.  o,  n.'  12. 

VOb.   XXXIY 


,y  Google 


)(  310  X 
■I  Tcrtiee  sulla  retta  p,p,  consta  del  piano  p,  preso  n,fi,  Tolte,  del  piano  p,  preso 
n,n.  Tolte  e  di  altri  n,n,  piaoi.    Infine  il  cono  del  complesso  corrispoodente  al 
punto  p,  p,  p,  consta  dei  piani  p,  p,  p,  presi  rìsp.  n,n,  ,  R,n, ,  n,n.  Tolte. 

Il  complesso  più  semplice  compreso  in  questa  categoria  corrisponde  all'ipotesi 
n^  =  ni  =  flt  =  1  ;  è  di  teno  grado  e  ci  sembra  che  sarebbe  degno  di  ano  stadio 
approrondito. 

Tre  stelle  di  raggi  in  corrispondenza  unifoca  producono  nn  «HDpIesso  com* 
latiTO  al  precedente- 

«VI. 

Enti   generati  da  quattro  forme  di  seconda  apeoia 
in  oorrispondenza  unìvoca. 

Ci  limiteremo  a  esaminare  i  casi  in  coi  le  quattro  [orme  siano  omonime. 

27.  Quattro  stelle  di  piani  di  centri  P, ,  P,  ,  P,  ,  P^  che  siano  in  corrispon- 
denze'univoche  degli  ordini  n,  ,  n,  ,  n,  ,  n»  con  una  stessa  forma  di  seconda  spe- 
cie, generano  una  curva  luogo  dei  punti  in  cui  concorrono  quattro  loro  elementi 
corrispondenti.  In  generale  essa  non  passa  pei  centri  delle  date  stelle  e  il  suo 
ordine  è  espresso  da 

n,  n,  +  n,  «4  +  n,  fij  -}•  n,  n,  -1-  n,  «^  +  n,  n,. 

Se  p.  e.  le  quattro  stelle  sono  proiettive  si  ottiene,  com'  è  noto ,  una  cuna 
del  sesto  ordine  {'). 

Similmente,  quattro  piani  punteggiati  danno  orìgine  a  una  sTìluppabile. 

28.  Quattro  piani  rigati  di  sostegni  R, .  it, ,  it, ,  ^c^  che  siano  in  corrisponderne 
univoche  degli  ordini  n^,Vt,n^,n^  con  una  stessa  forma  di  seconda  specie,  gè- 
nerano  una  congruensa  luogo  delle  ce*  coppie  di  rette  appoggiate  a  quattro  rette 
corrispondenti  dei  dati  piani.  Ordine  e  classe  della  congruenza  sono  espressi  dal 
numero 

n,  fit  +  n,  «4  +  n,  n,  +  n^  n,  +  n,  n»  +  n,  n^ 

I  sostegni  delle  forme  date  sono  piani  singolari  ;  p,  e.  ^c^  contiene  come  curva  di 
raggi  la  curva  di  classe  n,  ti»  +  n^  n,  +  n^  n,  che  appartiene  al  complesso  gene, 
rato  (n.  26)  dai  tre  piani  rigati  «i ,  Hj  ,  «i  ;  analogamente  per  gli  altri  tre  pia- 
ni. Ecc.  ecc. 

Sarebbe  interessante  lo  studio  della  coogruenia  di  sesto  ordine  e  sesta  classe 


(•)  n  problema  trattato  in  questo  n.° ,  generalizzato ,  conduce  allo  stadio  dd 
luogo  di  an  punto  per  coi  passano  gli  elementi  corrispondenti  di  quattro  reti  dì 
anperficie  degli  ordini  m,  ,  m,  ,  trij ,  m^  in  corrispondenza  unÌToca;  l'ordine  dalla 
curva  che  cosi  sì  ottiene  6  in  generale  espresso  da  tn,  m^  n,nj-(>fn|mtnf  »(  + ..■• 
Per  il  caso  n^~nf  =  n^)sn^=l  si  vegga;  Cremona.  Qnmdtugt  einer  aJlg.  Thto- 
ri'a  der  Oberfiachen, ,  n.  120. 
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con  quattro  curve  di  raggi  di  terza  classe  che  si  ottiene  supponendo  proiettivi  i 
quattro  piani  dati. 

Se  invece  di  quattro  piani  rigati ,  si  considerassero  quattro  stelle  di  raggi , 
si  potrebbero  istituire  conaideraiioDi  analoghe. 

5.  "VII. 

Di  due  rigate  generabili  oon  oinque  piani  rigati  o  cinque  stelle  di  raggi 
in  corrispondenza  univoca. 

29.  Degli  enti  generati  da  cinque  forme  di  seconda  specie  ,  studieremo  sol- 
tanto quelli  che  si  ottengono  da  cinque  piani  rigati  0  da  cinque  stelle  di  raggi 
ognuna  delle  quali  sia  io  corrispondenta  univoca  con  una  medesima  forma  di  se- 
conda specie.  Chiameremo  n,  ,  n,  ,  ti, ,  n^  e  n,  gli  ordini  di  queste  corrisponden- 
te ,  it,  .ic,  ,11,  ,  iv^  0  k,  i  sostegni  dei  piani  dati. 

Cinque  rette  corrispondenti  dei  piani  date  non  sono  in  generale  incontrate  da 
alcuna  retta,  ma  esistono  oo*  gruppi  cbe  ammettono  una  trasversale  comune  ;  il 
loro  luogo  è  una  rigata  di  grado 

2  (n,  n,  +  n,  n,  +  n,  n,  +  n,  nj  +  n»  n,  +  «»  n^  +  n,  n,  + 
+  n,  n^  +  n,  n,  +  n,  rij  ). 

I  cinque  piani  dati  sono  singolari  per  la  rigata  ;  p.  e.  n,  la  seca  io 

ninj  +  n4n|  +  n,n,  -i- «i  n,  +  n,  nj  +  «j  n^ 

rette  0  in  una  curva  dell'ordine 

2  »,  (n,  +  Tig  +  n,  +  Kg)  -i-  K  «j  +  «4  n,  +  »,  n»  +  nj  n»  +  n,  «j  +  n,  n»)  ; 

similmente  per  gli  altri  quattro. 

La  rigata  luogo  delle  »'  rette  appoggiate  a  cinque  raggi  corrispondenti  di 
cinque  stelle  in  corrispon.Ienza  univoca  gode  di  proprietà  correlative, 

5  Vili. 
Enti  generati  da  due  fornne  di  terza  specie  In  corrispondenza  univoca. 

30.  Dati  due  spaili  punteggiati  S,  ,  S,,  supponiamo  cbe  fra  i  loro  elementi 
esista  una  corrispondenza  univoca  tale  cbe  a  un  piano  del  primo  corrisponda  una 
Buperfloie  d'ordine  m  del  secondo  e  a  un  piano  di  questo  una  superfìcie  d'ordine 
n  di  quello  ;  allora,  come  è  noto,  ad  una  retta  di  S|  corrisponde  una  curva  ra- 
sionale  d'ordine  n  in  S,  e  a  una  reità  di  Sj  una  curva  razionale  d'ordine  m  in  S,. 

Le  OQ*  rette  che  congiungono  le  coppie  di  punti  corrispondenti  nei  due  spazi 
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formano  In  gencnilc  (*)  un  complesso,  il  quale  bì  può  anchi>  definire  come  insieme 
(Ielle  rette  che,  considerate  in  uno  dei  due  spazi,  incontrano  le  curve  che  ad  esse 
corrispondono  neir»Uro.  Il  grado  del  complesso  è  io  generale  mfn,  m;i  riOucesi 
al  grado  metà  se  la  corrispondenza  è  involuloria  ("). 

Esso  contiene  m-¥n  +  l  stelle  di  raggi,  i  cui  centri  sono  i  punti  uniti  della 
corrispondenza  fra  i  due  spazi  S,  e  S,.  Altre  singolarità  di  esso  si  ottengono  fa- 
cilmente dalla  considerazione  degli  elementi  eccezionali  (foniiamentalì)  di  questa. 

ti  complesso  è  rappresentabile  univocamente  sugli  elementi  di  una  forma  ra- 
zionale di  terza  specie.  Il  modo  più  ovvio  di  costruire  questa  rappresentazione 
consiste  nel  far  corrispondere  un  punto  P,  di  S,  (p.  es.)  alla  retta  che  lo  con- 
giiinge  al  punto  ohe  gli  corrisponde  in  S,.  Allora  a  una  superflcie  d'ordine  p  in 
S,  corrisponderà  in  generale  una  congruenza  dell'ordine  p('nn  +  n+  I)  e  della 
classe  pmn,  a  una  curva  d'ordine  p  corrisponderà  in  generale  una  rigata  d'or- 
dine p  (m  +  I)  ;  questi  numeri  subiscono  delle  modificazioni —che  si  determinano 
agevolmente  -  quando  la  curva  o  superficie  considerata  hanno  delle  relazioni  par- 
ticolari een  gli  elementi  fondamentali  della  corrispondenza  fra  S,  e  S^. 

L' ipotesi  m  =  n  =  1  riconduce  al  complesso  tetraedrale  (***)  ;  alcuni  complessi 
generabili  nel  modo  descritto  e  corrispondenti  all'ipotesi  che  sia  involutoria  la 
corrispondenza  fra  i  due  spazi  dati  s'incontrino  nella  teoria  delle  trasformazioni 
doppie  dello  spazio  (****);  sarebbe  utile  Io  studio  di  altri  complessi  particolari  ana- 
loghi, cioè  di  quelli  che  si  ottengono  specializzando  in  uno  dei  modi  noti  la  cor- 
rispondenza fra  S,  e  S^  (*). 

Due  spazi  di  piani  in  corrispondenza  univoca,  con  le  intersezioni  delle  coppie 
di  elementi  analoghi ,  generano  un  complesso  dotato  di  proprietà  correlative  a 
quelle  del  precedente. 

31.  Quando  fra  gli  enti  geometrici  si  comprendano  anche  le  corrispondenze 
il  complesso  di  cui  tratta  il  n.  prec.  non  è  l'unica  figura  generata  dai  due  spati 
punteggiati  conieltivi  S,  e  S,  in  corrispondenza  univoca    Infatti  un  punto  P  dello 


(*')  Diciamo  «  in  generale  s  perché  esistono  alcune  particolari  com>jpoiidenze  in- 
volutorie  (che  furon  tutte  determinato  dal  Sig.  De  Paolia  in  uno  acri tto  pubblicato 
nell'  Ottobre  1885  nei  Rendiconti  della  R.  Accademia  dei  Lincei)  in  cui  le  «'  cop- 
pie di  punti  corrispondenti  sono  distribuite  sui  raggi  di  una  congruenza. 

(**)  F.  e.  date  tre  qaadriohe  eun  appartenenti  allo  stesso  fascio,  le  oo'  rette  di 
cui  ciascuna  unisce  un  punto  all'intersezione  dei  suoi  piani  polari  rispetto  alle  data 
superficie,  formano  un  (notevole)  complesso  di  terzo  grado. 

(**•)  Cfr.  la  memoria  dell'  A.  Intorno  alla  geometria  su  un  compltsio  tetrae- 
drale  (Atti  della  R.  Acead.  di  Torino,  1884). 

(***•)  De  Paotis.  Le  Irasfot-mazioni  doppie  dello  tpaeio  (Memorie  della  B. 
Accademia  dei  Lincei,  Serie  4.*  Voi.  1). 

(*)  Parecchi  interessanti  lavori  del  Uontesano  e  del  Pieri  hanno  ormai  soddi- 
sfatto questo  mio  antico  desiderio.  (Luglio  1895). 
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spatio  ha  un  corrispondento  P,  quando  lo  si  consideri  eome  appartenento  ad  S, , 
ha  un  corrispondente  F,  quamio  lo  si  consideri  come  appartenente  ad  S|.  Chia- 
miamo ic  il  piano  P  P,  P|.  Questo  è  io  generale  determinato  e  unico  (*)  onde  ad 
ogni  punto  P  corrispoade  un  piano  ic  passante  per  esso  ;  viceversa  (se  m  ,  n 
hanno  ancora  i  significati  che  avevano  nel  n.  prcc.)  ad  ogni  piano  it  corrispon- 
dono nin  punti  P  situati  in  esso- sono  le  interseiioni  di  ic  e  delle  superficie  che 
gli  corrispondono  in  S*  e  in  S,.  I  punti  P  e  i  piani  k  costituiscono  quindi  un  si- 
stema nullo  di  ordino  superiore  ("j. 

Per  caratterizzare  questo  sistema  osserveremo  quanto  segue  ; 

Ai  piani  di  una  stella  corrispondono  I  punti  di  una  superQcie  dell'ordine 
m  +  n  +  I  passante  pel  centro  della  stella  stessa  ;  ai  piani  di  un  fascio  corrispon- 
dono i  punti  dì  una  curva  dell'ordine  mn-t-m-f  n  appoggiata  in  ni-t-n  punti 
all'asse  del  fascio  medesimo.  Agli  elementi  di  un  piano  punteggiato  corrispondono 
i  piani  di  una  superQcic  di  classe  mn  +  m  +  n  della  quale  il  sostegno  del  piano 
dato  è  tangente  m  n~plo.  Ai  punti  di  una  retta  corrispondono  i  piani  di  una  svi- 
luppabile di  classe  m-i-n  +  1  di  cui  m  +  n  piani  passano  per  la  retta  data. 

La  corrispondenza  fra  i  punti  P  e  i  piani  ic  ammette  dei  punti  eccezionali  di 
due  specie. 

a)  Punti  P  i  cui  punti  corrispondenti  P,  e  F,  sono  in  linea  retta  con  P; 
a  ogni  punto  di  tal  fatta  corrispondono  tutti  i  piani  di  un  fascio.  Il  loro  luogo  è 
una  curva  dell'ordine  tnn  +  2  (m  +  n)  +  I  passante  por  gli  m*  +  n*  -f  2  punti  che 
hanno  per  corrispondenti  nei  due  spazi  due  punti  coincidenti. 

b)  Punti  P  tali  che  i  loru  corrispondenti  P,  e  P,  coincidono  con  essi;  a  ogni 
tale  punto  corrispondono  tutti  i  piani  che  passano  per  esso.  11  loro  numero  è  m-f-n+2, 

Lasciamo  al  lettore  di  studiare  il  casom=ii=l  e  di  confrontare  i  risultati  che 
per  tal  modo  si  ottengono  con  quelli  stabiliti  dal  Sig.  Ameseder  nella  memoria  precitata. 

Due  spazi  di  piani  danno  origine  a  un  sistema  analogo  dotato  di  proprieti 
correlative. 

32.  Supponiamo  ora  invece  di  areni  uno  spazio  S  di  punti  e  uno  spazio  S^di 
piani  fra  loro  coniettivi,  fra  gli  elementi  dei  quali  esìsta  una  corrispondenza  uni- 
vor.a  tale  che  a  un  piano  punteggiato  di  S  corrisponda  una  superficie  di  classe  m 
in  U^  e  a  una  retta  punteggiata  di  S  corrisponda  una  sviluppabile  (razionale)  di 
classe  n  in  s7  com'è  noto,  ad  ogni  stella  di  piani  in  S  corrisponderà  inconse- 
guenza una  superficie  d'ordine  n  in  S,  ad  ogni  fascio  di  piani  in  S  corrisponderà 
una  curva  (razionale)  d'ordine  m  in  S.  Vi  saranno  oo*  punti  di  S  che  stanno  sui 
loro  piani  corrispondenti  e  <»*  piani  di    S  che  passano  pel  loro  punti  corrispon- 


(*)  Quando  cioè  la  corrispoQdeiiz&  fra  S,  e  S,   non  appartenga  a  quelle  citate 
nelU  prima  nota  del  n.°  precedente. 

(**)  Cfr.  Ameseder.  Journal/,  d.  r.  ti.  a.  Malhematik,  T.  XOVIL 
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denti;  il  luogo  dei  primi  è  d'ordine  n+1,  l'inviluppo  dei  secondi  è  di  classe  m-f  I. 
Non  è  difficile  assegnare  le  singolarità  di  queste  superScie  negli  elementi  ecce- 
zionali della  corrispoDdenxa  ;  per  brevità  passiamo  sotto  silenzio  i  risultati  di  questa 
ricerca  ("j. 

S.  IX. 

Di  un  sistema  nullo  d'ordine  euperiore  generato  da  uno  spazio  di  punti 
in  oorrispondenza  univoca  con  due  spazii  di  piani  e  del  suo  correlativo. 

3Z.  Fra  i  variì  enti  che  si  potrebbero  considerare  come  generati  da  tre  forme 
di  terza  specie ,  ci  restringeremo  a  fissare  la  nostra  attenzione  su  due  fra  loro 
correlativi  ;  e  questi  saranno  anche  gli  ultimi  dì  cui  tratteremo  in  questo  lavoro. 

Supponiamo  che  fra  uno  spazio  pooleggiato  S  e  due  spazi  di  piani  S,  e  S, 
esistano  due  corrispondenze  univoche  ;  useremo  le  lettere  m^  e  n^  (t  =  I  o  2)  per 
la  corrispondenza  S  e  S,  in  un  senno  analogo  a  quello  in  cui  cì  servimmo  delle 
lettere  m  e  n  nel  considerare  le  corrispondenze  fra  S  e  S. 

Ogni  punto  P  di  S  determina  coU'iolersezione  dei  piani  che  gli  corrispondono 
in  S,  e  S)  UD  piano  x.  Facendo  corrispondere  it  a  P  otterremo  un  sistema  nullo 
di  ordine  superiore  tale  che,  mentre  ad  ogni  punto  F  corrisponde  un  piano  s,  ad 
ogni  piano  t  corrispondono  m,  nij  +  n,  +  n,  punti  P. 

Ai  piani  di  una  stella  corrispoodoDo  i  punti  di  una  superficie  dell'  ordine 
nij  +  m,  -f  i  che  passa  per  il  centro  di  essa.  Ai  piani  di  un  fascio  corrispondono 
i  punti  di  una  curva  d'ordine  m|'m, -t- m, +  mt  +  n, +nt  appoggiata  in  m, +ffi, 
punti  all'asse  del  fascio. 

Ai  punti  di  un  piano  corrispondono  ì  piani  di  una  superficie  di  classe 

m,  «i,  +  m,  +  m,  +  n,  +  n» 

di  cui  quel  piano  è  multiplo  secondo  m,  «it  +  n,  4-  n,.  Agli  elementi  di  una  pun- 
teggiata corrispondono  i  piani  di  una  sviluppabile  di  classe  m, +  mi+l  di  cui 
!»(  +  nit  piani  contengono  il  sostegno  della  punteggiata  stessa. 

Ti  è  una  superficie  d'ordine  fii  +  1  luogo  dei  punti  di  S  che  stanno  sui  loro 
corrispondenti  in  S,  (n.  33}  ;  essa  seca  la  superficie  analoga  generata  dagli  spazi 
S  e  S  in  una  curva  d'ordine  ^n,  +  0(n,  +  1)  ogni  punto  della  quale  é  singolare 
del  sistema  perchè  ha  per  corrispondenti  co'  piani  formanti  fascio.  —Ti  sono  poi 
m,  n,  +  m,  n,  +  2  punti  singolari,  tali  che  a  ciascuno  corrispondono  tutti  i  piani 
che  lo  contengono  ;  ecc.  ecc. 

Genova ,  15  Norembre  1887. 


(*>  T*  La  E  zeri  Sulle  rteiproeità  Strattonali  tUUo  ipaxio.  (Rendiconti  della  B. 
Accademia  dei  Liocei  1886). 


,y  Google 


X  315  )( 

SUL  PRODOTTO  DELIE  MATRICI 

S  O  T  A     (*) 

DI 

A.     B  O  N  O  L  I  S. 


t  Se  due  matrici  rettangolari  simili  P  e  Q  di  m  oritiontnli  ed  n  Tertìeali  s\ 
moitiplicano  per  orizzontali  con  Io  stesso  metodo  dei  determinanti ,  si  avrà  per 
prodotto  uD  determinante  R  di  ordine  m  che  è  uguale  a  zero  se  n  <  m ,  ed  è 
uguale  alla  somma  dei  prodotti  dei  determinanti  di  ordine  m  che  sì  ricavano  da 
P  pei  rispettivi  determinanti  omologhi  di  Q  se  n  >  m  u, 

IHm.  Sia 


6,      b,     b. 


I  tilt    m.    m. 


a,     a,    a. 


moltiplicandole  fra  loro  per  orizzontali ,  corno  se  fossero  due  determinanti ,  sì  ha 
la  matrice  quadrata  di  ordine  m 

I  01*1+ Oi«»  •■• +  <*n*»    OtPt  +OiPf-  +  a»Pn  «iCt  +a»f»  •■  +o«(*« 

6,a,  +  6,0,...  +  6„a„    6,p,  +NPi.--  +  M«  ^f^i   +  ^if^  —  +  Kf^n 

B=  ■  c,a,  +c,o,...  +c^iin     *=iPt  +c»?i  ■••  +  «'uff,  c,H|   +c,f»,  ...  +  c„{t^ 


(*)  la  questa  Nota  viene  generallzsata  e  modificata,  estendendola  alle  Matrici, 
la  dimostrazione  data  da  Jacobi. 
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Osserviamo  ciré  R  può  trasformarsi  nel  seguente  determinante  di  ordine  m+n 

B={-ir(-Ho 

0  0  ...  0    0       ...0 

0  0  ...  0    0-1  ...0 

0  0  ...  0    0    0  ...-I 

a,a,  +0,*,  ...+(1,0»  0,3,  +at%  ...+«„?„  ...o,^,  +(;,(*»  ...+0,1*,  o,  o»  o,  ...o, 

6,a,   +6ja,  ...+fc,o,  fc,p,  +fciP,...+o„p„  ...6,n,  +fc,^,  ...+6,f*,  61  6»  6»-'>, 

c,a,  +c,«,  ...+a„a„  e,p,  +c.p,  ...+c„^,  ...e,?,  +c,!*j  ...+c„i*„  e,  r,  e,  ...c„ 

perchè  se  quest'ultimo  determinante  si  sviluppa  mediante  i  minori  complcmcntan, 
osservando  che  la  matrice  formata  dello  sue  prime  n  orizzontali  ci  dà  il  solo  de- 
terminante di  ordine  n 


0  .  . 
0  .  . 


che  è  uguale  a  (—  I)",  ha  per  caratteristica  la  somma 

1  +  2  +  ...  +  n  +  (m  +  I)  +  {m  +  2)  +  .,.  +  (m-f  n)  =  2(1  +  2  +  ... . f  n)  +  mn 

e  per  complemento  il  determinante  R,  avremo  che  il  secondo  membro  della  (I) 
si  riduce  a  (- i)"t"'+«(_i^»(_  i)»l<+»+-+«)*-""  x  r  =  r  essendo  pari  Tesponenle 
della  potenza  di  —  1. 

Ciò  posto  dalla  1'  verticale  della  (1)  togliamo  la  (w  +  I)"  moltiplicata  per 
a,,  la  (tn  •!■  2)*"°  moltiplicata  per  a^ ,  •..  la  (m  +  n)""  moltiplicata  per  a,;  dalla 
2'  verticale  togliamo  la  (m+l)""  moltiplicata  per  p, ,  la  (m  +  2)""  moltiplicata 
per  ^t, ...  la  (m  +  n)*"*  moltiplicata  per  ^,  ; ...  e  final  menta  dalls  m"*  Tcriicale 
togliamo  la  (m  +  I }"^  moltiplicata  per  1*, ,  la  (m  -f  S/""  moltiplicsla  per  t^,... 
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1  (tn  +  n)"'  moltiplicata  per  (t,  :  il  determinante  non  si  altera  e  si  ha 
«I    f.    Ti     ■  •  ■    l'I    -•       0       0    ...     0 
o,    f,    -Ti    ■  •  •    l'i      "    -1       0    ...     0 
«•    Ps    f»    •  ■  ■     e»      0       0    -1     .  .  .     0 


Il=(_l)"l"tO 


m,    m,    tn. 


(2) 


Sviluppando  quest'ultimo  determinante  secondo  i  minori  complementari,  dallit 
matrice  delle  sue  ultiine  m  oriziontali  si  ricurano  tutti  i  determinanti  dì  ordine 
m  che  ci  dà  P,  i  qmili  sono  nulli,  avendo  almeno  una  colonna  di  elementi  uguali 
a  zero,  se  non;  dunque  in  tal  caso  R  =  0,  e  ciò  dimostra  la  prima  purte  del  teo- 
rema. Se  invece  n>Tn.  e  sì  ha,  p.  e,  n=m+r,  B  risulta  uguale  alla  somma  dei 
prodotti  di  tutti  i  determinanti  di  ordine  m  .  che  sì  deducono  da  P,  pei  rispettivi 
complementi  algebrici  che  hanno  nel  determinante  (2}  o  per  (—  1)"('"+*)  ;  e  resta 
quindi  a  dimostrare  che  questi  complementi  algebrici  moltiplicati  per  (-  |)"t"*') 
rappresentano  1  determinanti  omologlii  di  ordine  m  della  matrice  Q. 

Faremo  prima  vedere  che  ciò  si  verifica  per  uno  di  questi  complementi ,  e 
Bia  p,  e.  quello  del  determinante 


»f+i      *«f+l     •  •   •     *"r+ 

formato  dalie  ultime  m  verticali  di  P.  Tale  complemento  algebrico  deve  esser  preso 
col  segno  +  essendo  formato  dalle  prime  n  linee  e  dalle  prime  n  colonne  della 
(-7)    ed   avendo  in   conseguenza  una  caratteristica  pari  ;   esso ,    moltiplicalo   per 
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- 1)"(*+'),  ci  di  l'espressione 

«.        P.        fi 
«1        Pi        Hi 


(_  |)"l-4-t)   X 


-I      0  ...    0 

0     -(  .  .  .       0 


»,  fc  tr 

«M-i    Pm-i    -r. 


0      0  . ..  -1 
0       0  . . .     0 


...    •»,-«.■.•  Km-.        0       0  ■  •  • 
ncllii  qu:ilc  la  mntriee  dello  sue  ultime  r  colonne  ci  dà  il  solo  determinante 
-1  0    .  .  .        0    1 

0       -i    .  .  .        0    1 


0  0    ...      -1     I 

di  orline  r  e  che  i  uguale  a  (—1)',  ha  per  ciiralterislìca  il  numero 

l+2+..+  r  +  (m+  l)  +  (nH-2)-t-...H-(m  +  r)  =  2(l  +  2 +...+ r)  +  mr  , 
0  per  comidcmento  il  determinante  di  or<lin&  m 

«,ti       Pr.i       Tr*i       ■  ■  •      fni 
'm       ?■»•       1-t.       ■  ■  •      Cf.i 


"r..        Srt»        i:«.        •    •    ■         l-rH.       I 

L'espressione  (i)  si  muta  dunque  in 

«r*l       Prtt       Yr+i    .  ■  •  (*r+l 


(-l)"l-t'lx(-l)'X(-l)"'X 


Pr+l       Tr+»     •  •  •   I*(+l 


»rt«      P„.      -Tm-.    ■  ■  •    l»M-. 
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)  (_i)i(.+»*-— «+»'-(_!)«'.  Ma  inoltre 

(m+  1)(n  +  r)  =  (m+lj(m  +  2r)  =  m(m  +  i)  +  2r(m+  1) 
ì  un  numero  pari,  dunque  ia  (i)  si  cambia  finalmente  in 


Cr+I 


«r-i-»      Pr+n 


fH« 


«r+l      «r+» 


fr+l      ''f*! 


fr+« 


cioè  nel  complemento  della  (3)  (^ome  dovevamo  dimostrare. 

Se  3i  trattasse  d'un  altro  determinante  qualunque  ricavato  dalla  matrice  in- 
feriore della  (2),  si  trasporterebbero  prima  le  suo  colonne  nello  stesso  loro  or- 
dine in  ultimo  posto,  trasportando  in  pari  tempo  le  orizsontali  corrispondenti  della 
matrice  supcriore  nello  stesso  loro  ordine  nella  pF.rte  inferiore  della  medesima 
matrice  :  con  tali  oimbiamenti  il  2°  membro  della  (2)  non  muta  nk  in  valore,  né 
in  segno  avendo  eseguito  un  numero  pari  di  scambi!.  Il  determinante  in  esame 
si  trova  allora  nelle  stesse  condizioni  di  quello  esaminato  nella  precedente  dimo- 
strazione e  quindi  vale  anche  per  esso  che  il  suo  complemento  algebrico  molti- 
pllcato per  (-l)"'»*"  rappresenta  il  determinante  omologo  della  matrice  Q:  è  in 
consegueoia  vera  anche  la  seconda  parte  del  teorema  enunciato. 


i  siala  pubblicala  la  nuova  ed  imporlanle  opera  del 
Prof.  EBNB8TO  OESÀBO  : 

LEZIONI  DI  GEOMETRIA  INTRINSECA- 


Napoli ,  presso  l'Autore  :  Vìa  Sapienza  ,  29). 
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Trattato  di  Trigonomelria  rettilinea  e  sferica  del  prof.  Caldarera. 

Il  presente  Trattato  è  eccellente.  Fregi  principali  di  esso  sono  :  l'uniti  e  ge- 
neralità del  metodo,  la  sobrietà  nella  sceltH  e  nello  svolgimento  della  materia,  la 
semplicità  ed  eleganza  con  cui  si  succedono  le  trasformiizioni  algebriche. 

Dopo  di  Riere  accuratamente  premesso  ciò  che  si  riferisce  al  principio  dei 
segni  per  1  segmenti  della  retta,  gli  archi  nel  circolo,  gli  angoli  e  le  aree  nel 
piano,  l'Autore  pone  ì  fondamenti  delle  coordinate  cartesiane  nel  piano  e  nello 
spazio,  stabilisce  le  equazioni  del  circola  e  della  sfera,  e  col  sussìdio  di  queste 
deduce  alcune  formolo  [Vedi  in  parttcolar  modo  le  (6)  a  pag.  23,  le  (2)  a  pag.  21, 
le  (12)  e  (IS)  a  pag.  SI],  che  si  traducono  poi  immediatamente  nelle  formole  tri- 
gonometriche per  l'addisione  e  sottrazione  degli  archi  [pag.  41]  e  nelle  relazìooi 
fondamentali  fra  gli  elementi  dì  un  triangolo  piano,  o  sferico,  qualunque  [pag.  64,8  i]* 
Questo  impiego  delle  coordinate  è  fatto  con  maestria,  ed  b  quello  che  cooferìsee 
al  trattato  la  unità  e  generalità  di  metodo.  Importa  tener  presente  che  questa 
maniera  di  trattare  la  trigonometria  è  stata  dal  prof.  Caldarera  introdotta  fin 
dal  1856  (Vedi  Avvertenza). 

In  piccola  mole,  il  libro  contiene  tutte  le  formole  che  generalmente  occorrono 
nelle  applicazioni  della  trigonometria  ;  contiene  inoltre  alcune  questioni,  scelte  con 
avvedutezza  e  svolte  con  sobrietà  (Tedi  ad  es. ,  pp.  i8,  60,  13-78,  100-11 1>,  le 
quali ,  se  non  sono  tassativamente  prescritte  dai  programmi  delle  nostre  scuole 
secondarie,  valgono  tuttavia  ad  ingenerare  negli  studiosi  il  desiderio  di  apprendere 
da  sé  più  di  quello  che  non  si  possa  nella  scuola  insegnare.  L'esposiiloae  procede 
rigorosa ,  e  nel  tempo  stesso  stringata  come  si  conviene ,  perchè  un  libro  fatto 
per  la  scuola  non  deve  sostituirsi  alla  viva  parola  dell'insegnante,  se  sì  vuol  i  che 
questa  e  quello  producano  il  maggior  profitto  degli  scolari. 

Infine  l'ordine,  l'eleganza  e  la  semplicità  con  cui  si  succedono  le  formole  e 
gli  sviluppi  algebrici  (ciò  che  pure  forma  una  delle  attrattive  de)  libro) ,  sono  il 
maturo  frutto  del  lungo  insegnamento  prestato  dall'Autore  nel  R.  Istituto  Tecnico 
di  Palermo. 

F.  Gerbaldi. 
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Per  tutto  quanto  concerne  la  stampa  deg-li  articoli  già  in- 
viati al  Direttore  del  Giornale  ed  accolti  per  l'inserzione ,  gli 
Autori  sono  pregati  di  rivolgersi  direttamente  al  prof.  Alberto 
Brambilla:  R.  Liceo  Vittorio  Emanuele  —  Napoli.    -     « 

ooivr>izioivi 

La  pubblicazione  del  Giornale  è  cominciiita  con  Gennaio  1863-  Ogni  due  mcM  si 

pubblica  un  rascicolo  di  pagine  (>4  in-8"  grande. 
Non  .si  ricevono  abbonamenti  cbe  per  nn  anno  con  pagamento  anlicipiito: 

PreKEO  per  Napoli  ini  anno  o  volnnte l.    12 

B      pel  reslo  il'Itaiìa  idem        (rnmco) »     14 

11      per  gli  Siali  dell'Unione  posiate  ìiIpdi  (franco)     .     .     -  h     18 

»      dell' intera  collezione  (I' Serie  complela)  J&63  IIi93,  voi.  31  »  310 

>      della  Nuova  serie,  auni  I  e  II  ((894-1893}  8  voi.      .     .     .  >     S4 

Leassoci.izioni  si  ricevono  presso  l'Editore  Rcne(icfro  Pel/ercitio.'ViaGennani 
Serra  '.'0  in  Napoli,  al  quale  dorranno  dirìgersi  le  lettere  afTrancnte  con  vaglia 
postale  0  cartolina-vaglia' 


Nuove  piibbllcailODJ  veuillljilì  nella  libreria  Pellerano  in  Kapoli. 

ANTILI.l  A.   Manuale  di  Disegno  Geometrico  1*  edizione  aumentata,  con 
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